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D as  Werk,  welches  ich  hiermit  dem  mathematischen  Pu- 
blikum übergebe,  ist  das  Produkt  meiner  bisherigen  und  zugleich 
die  Grundlage  meiner  künftigen  Vorlesungen  an  der  hiesigen 
polytechnischen  Schule.  Wenn  auch  fiir  eine  Unterrichtsan- 
stalt von  praktischer  Tendenz  ausgearbeitet,  so  wird  man  ihm 
doch  seine  Bestimmung  hoffentlich  nicht  anmerken;  denn  es 
ist  ebensosehr  der  Wunsch  des  Königlichen  Ministeriums  des 
Innern,  als  meine  eigene  Ueberzeugung,  dass  der  mathematische 
Unterricht  auf  einer  höheren  technischen  Lehranstalt  in  streng 
wissenschaftlicher  Form  ertheilt  werden  soll,  und  dass  er  sich 
von  unfruchtbaren  philosophischen  Redensarten,  wie  von  einer 
möglichst  eiligen  praktischen  Abrichtung  gleich  weit  entfernt 
zu  halten  hat,  ohne  deswegen  seine  fortwährende  Verbindung 
mit  der  Praxis  zu  opfern.  Während  ich  so  in  Beziehung  auf' 
die  Gründlichkeit  der  Darstellung  vollkommen  freie  Hand  be- 
hielt, blieben  nur  noch  zwei  aus  der  Bestimmung  des  Buches 
hervorgehende  Bedingungen  zu  erfüllen;  es  musste  nämlich  das 
Maass  der  vorauszusetzenden  Kenntnisse  auf  sein  Minimum  re- 
duzirt,  andererseits  ein  möglichst  einfacher  und  natürlicher  Ge- 
dankengang eingehalten  werden,  ln  wie  weit  mir  das  Erste 
geglückt  ist,  möge  man  daraus  abnehmen,  dass  ich  ausser  der 
gewöhnlichsten  Elementarmathematik  nur  die  ersten  Begriffe 
der  analytischen  Geometrie  als  bekannt  voraussetze;  ich  habe 
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selbst  die  bei  der  Differenziation  der  Potenz,  der  Exponenzial- 
grösse  und  des  Logarithmus  sonst  übliche  Anwendung  des  bi- 
nomischen Satzes  (für  ganze  positive  Exponenten)  vermieden 
und  durch  eine  auf  gewöhnlicher  Division  beruhende  Darstel- 
lung ersetzt.  Auch  die  analytische  Geometrie  hätte  sich  aus- 
schliessen  und  mit  den  Anwendungen  der  Analysis  zu  einer 
höheren  Geometrie  verschmelzen  lassen,  es  mag  das  sogar  syste- 
matisch sein,  für  ein  Lehrbuch  aber  ist  es  höchst  unpraktisch, 
sich  eines  so  vortrefflichen  Mittels  zur  Erläuterung  der  analy- 
tischen Processe  zu  berauben.  Ich  habe  daher  keinen  Anstand 
genommen,  nach  Erledigung  gewisser  Hauptcapitel  der  Diffe- 
renzial- und  Integralrechnung  jedesmal  einen  geometrischen 
Excurs  einzuweben,  selbst  der  physikalische  Begriff  der  Dich- 
tigkeit schien  mir  nicht  zu  fremd,  um  den  dreifachen  Integralen 
dieselbe  Anschaulichkeit  wie  den  einfachen  und  Doppelintegralen 
zu  verschaffen.  — Was  die  zweite  Forderung  einer  möglichst 
natürlichen  Darstellung  anbelangt  , so  war  diese  nach  den  an- 
gegebenen Prämissen  sehr  leicht  zu  erfüllen;  die  strengsten 
Methoden  sind,  richtig  dargestellt,  immer  die  natürlichsten  und 
kürzesten.  Den  Beweis  dafür  mag  das  vorliegende  Buch  sel- 
ber führen,  welches  unter  allen  Werken  von  gleichem  Umfange 
den  reichsten  Inhalt  bieten  dürfte,  obschon  man  nirgends  eine 
lakonische  Kürze  des  Ausdrucks  finden  wird. 

Den  obigen  allgemeinen  Andeutungen  über  die  Gesichts- 
punkte , welche  meiner  Arbeit  zu  Grunde  liegen , mögen  einige 
mehr  ins  Detail  gehende  Bemerkungen  folgen.  Den  Begriff 
des  Differenzialquotienten  habe  ich  nach  Navier’s  Vorgänge 
( Reswnt  des  Jepons  d’analys'e,  Paris  1840,  deutsch  von  Dr. 
Witt  stein,  Hannover  1848)  auf  „die  Geschwindigkeit  des 
Wachsthums  einer  Funktion“  zurückgeführt,  nicht  als  ob  ich 
meinte,  dass  damit  für  die  Metaphysik  des  höheren  Calciils  ein 
irgend  bedeutsames  Moment  oder  gar  dessen  Basis  gefunden 
wäre,  sondern  weil  diese  Verknüpfung  einen  für  Techniker 
naheliegenden  Ausgangspunkt  bildet  und  sich  mit  Leichtigkeit 
der  historischen  Entstehung  der  Differenzialrechnung  anschmiegt. 
Genauer,  als  es  sonst  geschieht,  ist  dabei  der  Begriff  der 
Grenze  auseinandergesetzt  worden  (S.  9 und  10)  um  den  leider 
hie  und  da  noch  immer  auftauchenden  schiefen  Auffassungen 
des  Differenziales  vorzubeugen.  In  der  Bezeichnungsweise  folge 
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ich  Jacob i und  benutze  bei  gewöhnlichen  Differenzialen  die 
gestreckten  d , bei  partiellen  Differenzialen  die  geschwungenen 
d;  dass  Ohm  und  einige  wenige  ausländische  Mathematiker 
mit  d den  Differenzialquotienten  und  nicht  ein  partielles  Diffe- 
renzial bezeichnen,  kann  Jacob i gegenüber  von  keinem  Ge- 
wicht sein ; will  man  aber  den  Differenzialquotienten  durch  einen 
Vorgesetzten  Buchstaben  andeuten,  so  empfiehlt  sich!  die  von 
Cauchy  herrührende  Anwendung  des  grossen  D jedenfalls 
besser. 

In  der  Entwickelung  der  unendlichen  Reihen  von  Taylor 
und  Mac  Laurin  (§.  31)  habe  ich  die  immer  umständlichen 
Restbetrachtungen  vermieden  und  gezeigt,  in  wie  fern  die  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  wissenschaftlich  berechtigt  ist 
(Satz  I).  S.  128);  hierdurch  wurde  einerseits  die  Strenge  voll- 
kommen gewahrt  , andererseits  die  Bequemlichkeit , welche  jene 
Methode  vor  den  späteren  Entwickelungsweisen  von  Cauchy 
und  Ampere  vortheilhaft  auszeichnet,  wieder  gewonnen. 

Daran  schliessen  sich  in  §.  36  einige  Bemerkungen  über 
das  Unendlich  - Kleine , hinreichend,  um  auch  hier  die  Leich- 
tigkeit wieder  zu  erlangen,  welche  die  älteren  Betrachtungs- 
weisen darboten,  und  wodurch  man  ein  für  allemal  der  Mühe 
überhoben  wird,  sich  ferner  auf  Grenzenuntersuehungen  einzu- 
lassen, die  namentlich  bei  mathematisch  - physikalischen  Pro- 
blemen zu  unerhörten  Weitläufigkeiten  führen  müssten. 

Für  die  Integralrechnung  und  deren  Anwendungen  ist  be- 
kanntlich die  Auffassung  des  Integrales  als  eines  summatori- 
schen Ausdruckes  von  besonderer  Wichtigkeit  und  Klarheit, 
sie  wurde  deshalb,  wie  bei  allen  besseren  Schriftstellern  der 
Neuzeit,  in  den  Vordergrund  gestellt  und  mit  Sorgfalt  erörtert; 
auch  die  Transformation  doppelter  und  dreifacher  Integrale 
durch  Substitution  neuer  Variabelen  (d.  h.  durch  Aenderung 
des  Coordinatensystems)  ist  auf  dieses  Prinzip  zurückgefiihrt 
worden  (§§.  94  und  97)  und  erlangt  dadurch  jedenfalls  eine 
oTÖssere  Anschaulichkeit  als  auf  dem  gewöhnlichen  rein  ana- 
lytischen  Wege,  wenn  auch  letzterer  den  Vorzug  besitzt,  aut 
mehr  als  dreifache  Integrale  anwendbar  zu  sein. 

Die  Capitel  XVI.  und  XVII. , die  mancherlei  Eigenes  ent- 
halten, sind  so  gestellt,  dass  sie  beim  ersten  Unterrichte  nöthi- 
genfalls  übergangen  und  später  nachgeholt  werden  können.  Ist 
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mir  irgendwo  das  Maasshalten  schwer  geworden,  so  war  es 
hier  und  am  meisten  bei  dem  unendlich  reichen  Thema  der 
elliptischen  Funktionen.  Um  jedoch  wenigstens  einem  anerken- 
nungswerthen  Prinzipe  zu  folgen,  habe  ich  die  Auflösung  der 
Fundamentalaufgaben  vollständig  gegeben  und  im  Uebrigen  die 
Untersuchung  bis  dahin  geführt,  wo  dem  Leser  die  Nothwen- 
digkeit  des  Eintritts  einer  neuen  Behandlungsweise  fühlbar  wird, 
welche  letztere  dann  weiter  bei  Jacobi  zu  suchen  ist.  Die- 
selbe Maxime  leitete  mich  auch  bei  der  Darstellung  der  Lehre 
von  den  partiellen  Differenzialgleichungen,  die  begreiflicherweise 
hier  nur  in  sehr  beschränktem  Maasse  Platz  finden  konnte. 

Von  Beispielen  habe  ich  immer  soviele  gegeben,  als  der 
betreffende  Calcül  Modifikationen  zuliess,  und  man  wird  daher 
für  jeden  bemerkenswertheren  Fall  ein  Paradigma  aber  keine 
überreiche  den  Platz  verengende  Auswahl  von  Uebungsbeispielen 
finden;  für  letztere  verweise  ich  auf  die  Sammlung  von  Prof. 
Dr.  Sohncke  (Halle  1850). 

Dresden,  im  November  1852. 

Dr.  O.  Schlö milch. 
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(erschienen  1818)  zu  Grunde;  weitere  und  tiefere  Untersuchungen  darüber  geben 
mehrere  Aufsätze  von  Jacobi  in  Crelle's  Journal  (Bd.  II.,  S.  317  und  347, 
Bd.  XVIL,  S.  97  und  Bd.  XXm.,  S.  1).  Ueber  die  geometrische  Bedeutung  par- 
tieller Differenzialgleichungen  findet  man  schöne  Betrachtungen  in  der  Application 
de  1' Analyse  h,  la  Geometrie  von  Monge. 
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I.  Begriff  der  Funktion. 

In  der  gesummten  höheren  Analysis  unterscheidet  man  zweierlei 
Arten  von  Zahlen : Constanten  und  Variabelen;  die  ersteren  sind 
unveränderlich,  d.  h.  sie  behalten  in  jeder  vorzunehmenden  analyti- 
schen Betrachtung  die  ihnen  einmal  ertheilten  Werthe,  die  Variabelen 
dagegen  sind  veränderlich  und  können  jeden  beliebigen  speciellen 
Werth  annehmen.  Um  diesen  wesentlichen  Unterschied  auch  in  der 
Bezeichnung  hervorzuheben,  pflegt  man  die  Constanten  durch  die 
ersten,  die  Variabelen  dagegen  durch  die  letzten  Buchstaben  des 
Alphabetes  zu  bezeichnen. 

Was  nun  die  Art  und  Weise  betrifft,  wie  sich  eine  Variabele 
ändert,  so  sind  hier  zwei  Fälle  möglich.  Hat  nämlich  die  Variabele 
x einmal  den  Spezial werth  x = a besessen  und  nachher  den  Werth 
x = b angenommen,  so  kann  man  sich  entweder  vorstellen,  dass 
der  Uebergang  von  a nach  b plötzlich  und  ohne  Berücksichtigung 
der  zwischen  a und  b einschaltbaren  Werthe  geschehen  sei,  oder 
man  denkt  sich,  dass  die  Variabele  x von  a ausgehend  alle  Zwi- 
schenstufen von  a bis  b durchlaufen  habe  und  zwar  auf  ähnliche 
Weise,  wie  ein  geradlinig  fortbewegter  Körper  über  alle  zwischen 
dem  Anfangs-  und  dem  Endpunkte  seiner  Bewegung  liegenden 
Stellen  hinweggegangen  ist;  im  ersteren  Falle  heisst  der  Uebergang 
ein  sprung  weiser  oder  dis  continu  ir  lieh  er,  im  zweiten  ein 
stetiger  oder  continuirlicher.  Welche  Variabelen  als  stetig 
und  welche  als  sprungweis  veränderliche  anzusehen  sind,  das  bedarf 
m jedem  Falle  einer  besonderen  Untersuchung. 

öchlömilch,  Analysis.  1 
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Sind  zwei  veränderliche  Zahlen  x und  y durch  eine  Gleichung 
verbunden,  wie  z.  B.  in 

y — 5.r2-|-3, 

so  entspricht  jedem  willkürlich  angenommenen  Werthe  des  x ein  aus 
der  Gleichung  selbst  folgender  Werth  des  y,  welcher  eben  deshalb 
nicht  willkürlich  ist;  in  diesem  Falle  heisst  x die  unabhängige 
und  y die  abhängige  Variabele,  und  um  anzudeuten,  dass  es  eben 
x ist,  wovon  y abhängt,  nennt  man  y eine  Funktion  von  #,  was 
man  in  Zeichen  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y = F(x),  oder  y = f(x),  y = <p  (x)  und  dergl.  • 
auszudrücken  pflegt;  eine  derartige  Gleichung  sagt  also  nichts  wei- 
ter, als  dass  jedem  willkürlichen  Werthe  des  x ein  bestimmter  Werth 
des  y zugehört  , gleichgültig,  wo  der  letztere  hergekommen  ist.  In 
ähnlicher  Weise  würde  eine  Gleichung  von  der  Form 

z — i^O,  y) 

bedeuten,  da33  zwei  unabhängige  Veränderliche  x und  y vorhanden 
sind,  von  denen  eine  dritte  Variabele  z abhängt,  wie  z.  B.,  wenn 
z = ax-\-by2  wäre;  in  demselben  Sinne,  wie  hier  z als  Funktion 
zweier  unabhängigen  Variabelen  erscheint,  kann  man  auch  Funk- 
tionen von  drei  oder  überhaupt  beliebig  vielen  Variabelen  bilden. 

Für  alle  solche  Funktionen  gilt  noch  die  Bemerkung,  dass  die 
unabhängigen  Variabelen  jederzeit  als  stetig  veränderlich  betrachtet 
werden;  ob  es  auch  die  abhängige  Variabele  ist,  entscheidet  die 
Natur  der  Funktion,  wie  sich  nachher  (in  IV.)  zeigen  wird. 

II.  Die  einfachen  Funktionen. 

Die  niedere  Arithmetik  und  die  Geometrie  mit  Einschluss  der 
Trigonometrie  bieten  schon  die  Mittel  zur  Bildung  von  einigen 
Funktionen,  welche  wir  vorzugsweise  einfache  Funktionen  nennen. 
Sieht  man  in  der  Potenz  ah  die  Grundzahl  a als  Variabele  und  den 
Exponenten  b als  Constante  an,  so  entsteht  die  Funktion  xb , welche 
in  der  Analysis  den  Namen  Potenz  ausschliesslich  fuhrt;  umgekehrt 
liefert  die  Annahme  einer  constanten  Basis  und  eines  veränderlichen 
Exponenten  die  Funktion  a%  der  mau  den  Namen  Exponenzial- 
grosse  gegeben  hat.  Denkt  man  sich  ferner  die  Logarithmen  als 
Funktionen  der  Zahlen,  so  hat  man  noch  die  Funktion  alog  x , wo- 
bei das  oben  augesetzte  a die  Basis  des  logarithmischen  Systemes 
bezeichnen  soll. 

Es  ist  ferner  aus  der  Geometrie  bekannt,  da3S  sich  jeder  Bogen 
eines  mit  dem  Halbmesser  1 beschriebenen  Kreises  in  Theilen  des 
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Halbmessers,  mithin  in  blossen  Zahlen  ausdriicken  lässt,  und  man 
kann  daher  jede  Zahl  auch  als  Maass  eines  Kreisbogens  ansehen; 
denkt  man  sich  die  goniometrischen  Linien  desselben  construirt  und 
ebenfalls  in  Theilen  des  Halbmessers  angegeben,  so  entspricht  in 
diesem  Sinne  jeder  Zahl  x ein  Sinus,  Cosinus  etc.;  so  ist  z.  B. 


sin  (1,570796  . .)  — sin  ==  1 

z 

cos  (1,047197  . — co8^~  — 0,5 

o 

und  es  entstehen  so  die  goniometrischen  Funktionen  der  Zahl  .r, 
nämlich  sinx , cos  x , tanx , cotx , sec  x , cosec  x. 

Man  kann  aber  auch  umgekehrt  die  Zahl  x als  das  Maass  einer 
trigonometrischen  Linie  betrachten  und  den  zugehörigen  Bogen,  auf- 
suchen. Sehen  wir  x als  die  Länge  eines  Sinus  an , so  entspricht 
demselben  ein  bestimmter  Bogen  des  ersten  Quadranten;  dieser 
Bogen  möge  mit  Arcsin  x bezeichnet  und  positiv  oder  negativ  ge- 
nommen werden,  je  nachdem  x positiv  oder  negativ  ist.  Nach  die- 
ser an  keiner  Vieldeutigkeit  leidenden  Bezeichnung  ist  z.  B. 

jt 

Arcsin  (-j-  J)  = Arcsin 

Ebenso  bedeutet  Arccos  x den  kleinsten  zu  x , als  Cosinus  be- 
trachtet, gehörigen  Bogen;  man  hat  zugleich: 


Arccos  x = -r Arcsin  x 

2 

und  vermöge  dieser  sehr  einfachen  Beziehung  zwischen  Arcsin  x und 
Arccos  x,  die  sich  auch  als  Definition  von  Arccos  x benutzen  Hesse, 
pflegt  man  nur  in  seltenen  Fällen  die  letztere  Funktion  zu  benutzen. 
— Analog  dem  Obigen  bezeichnet  Arctan  x den  Bogen  des  ersten 
Quadranten,  dessen  Tangente  = x ist,  und  zwar  wird  derselbe  mit 
demselben  Vorzeichen  wie  x genommen;  für  die  entsprechende 
Funktion  Arccotx  hat  man: 


Arccotx  = — Arctan  x. 

2 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  endlich  noch  die  Funktionen 

7t 

Arcsec  x und  Arccosec  x — Arcsec  x bilden,  doch  sind  diesel- 

ben  wenig  in  Gebrauch. 
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III.  Die  geometrische  Darstellung  der  Funktionen. 

* 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  ist  es  nicht  schwer,  sich 
ein  Bild  von  jeder  gegebenen  Funktion  zu  verschaffen , wenn  letz- 
tere eine  oder  höchstens  zwei  unabhängige  Variabele  enthält;  man 
hat  zu  diesem  Zwecke  nur  nöthig,  die  vorkommenden  Variabelen 
als  Coordinaten  eines  veränderlichen  Punktes  und  die  zwischen  den 
Variabelen  bestehende  Gleichung  als  Gleichung  einer  Linie  oder 
einer  Fläche  anzusehen.  Bei  zwei  • Variabelen  x und  y,  welche 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

y = /(*) 

verbunden  sind,  betrachtet  man  die  unabhängige  Variabele  x als 
Abscisse,  die  abhängige  Variabele  y als  rechtwinklige  Ordinate  und 
die  Gleichung  selbst  als  Gleichung  einer  ebenen  Linie,  von  der  sich 
jetzt  beliebig  viele  Punkte  bestimmen  lassen,  indem  man  dem  x 
willkürliche  Werthe  ertheilt  und  die  zugehörigen  Werthe  des  y be- 
rechnet und  construirt.  So  würde  z.  B.  y = ax  -f-  b eine  Gerade, 
y = x2  eine  Parabel  repräsentiren. 

Bei  drei  Variabelen,  zwischen  denen  eine  Gleichung  von  der 
Form 

z = F(x,  y) 

stattfindet,  nimmt  man  x , y und  z als  die  rechtwinkligen  Coordina- 
ten eines  Punktes  im  Raume  an;  zwei  derselben,  x und  y,  sind  will- 
kürlich und  bestimmen  einen  beliebigen  Punkt  der  Coordinatenebene 
xy\  senkrecht  über  diesem  liegt  der  Punkt  xyz , dessen  Entfernung 
z von  der  Ebene  xy  die  abhängige  Variabele  z ist.  So  ent- 
sprechen allen  Punkten  xy  der  Coordinatenebene  xy  Punkte 
im  Raume,  die  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  Fläche  bilden;  die 
obige  Gleichung  ist  dann  die  Gleichung  dieser  Fläche.  Die  geo- 
metrische Darstellung  der  Gleichung  z = ax-\-ßy- f-y  z.  B.  giebt 
eine  Ebene,  die  der  Gleichung  z = x2  -f-  y2  ein  Rotationsparabo- 
loid  u.  s.  w. 

Sind  vier  oder  mehr  Variabele  vorhanden,  so  dass  eine  Funk- 
tion von  drei  oder  mehr  unabhängigen  Veränderlichen  gebildet  ist, 
so  hört  die  Möglichkeit  einer  geometrischen  Darstellung  auf,  und 
zwar  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  der  Raum  nur  drei  Dimen- 
sionen besitzt. 
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IV.  Die  Continuität  und  Discontinuität  der 

Funktionen. 

# • 

Wie  bereits  erwähnt  wurde,  gelten  die  unabhängigen  Variabe- 
len  jederzeit  als  stetig  veränderlich,  aber  es  bedarf  noch  einer  Unter- 
suchung, ob  auch  den  abhängigen  Variabelen  dieselbe  Eigenschaft 
der  Continuität  zukonimt.  Denken  wir  uns,  um  die  Frage  schärfer 
auszudrücken,  dass  x sich  stetig  von  x = a bis  x = 0 geändert 
habe  und  dass  dem  Werthe  \r  = a der  Werth  y = a,  ebenso  dem 
Werthe  x = b der  Werth  y = ß entspreche,  so  würde  eine  stetige 
Aenderung  des  y vorhanden  sein,  wenn  der  Uebergang  von  y = a 
bis  y = ß mit  Durchlaufung  aller  zwischen  a und  ß einschaltbaren 
Zwischenstufen  geschehen  wäre,  eine  discontinuirliche  Aenderung 
dagegen,  wenn  es  Zahlen  zwischen  a und  ß giebt,  welche  nicht  als 
Zwischenwerthe  der  Variabelen  y erscheinen.  Dies  ist  leicht  geo- 
metrisch zu  versinnlichen;  besteht  die  Curve  IIK  aus  einem  un- 
unterbrochenen Zuge(Fig.  1),  und  sind  AH=OC  und  BK=OD 
die  Ordinaten,  welche  den  Abscissen  OA  und  OB  entsprechen,  so 
erscheint  jede  zwischen  OC  und  OD  beliebig  eingeschaltete  Linie 
ON  auch  als  Zwischtenordinate  MP  der  Curve,  weil  eine  durch  N 
gehende  Parallele  zu  ÖZ  den  ununterbrochenen  Zug  IIK  nothwen- 
dig  in  einem  Punkte  P schneiden  muss.  Bei  einem  unterbrochenen 
Fig.  1. 


Zuge  dagegen  (Fig.  2)  giebt  es  eine  Menge  zwischen  OC  und  OD 
eingelegter  Strecken,  wie  z.  B.  ON,  welche  nicht  als  Zwischen- 
ordinaten  Vorkommen,  weil  die  Gerade  iVP||  OX  den  Zug  HK 
nicht  trifft;  hier  findet  eine  Discontinuität  statt  und  zwar  an  der 
Stelle  x = OM,  indem  die  Ordinate  sprungweis  von  MI  auf  MP 
übergeht.  Man  sieht  zugleich,  dass  der  speziellen  Abscisse  OM,  die 
£ heissen  möge,  plötzlich  zwei  Ordinaten  zugehören,  während  ausser- 


c 
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dem  jeder  Abscisse  nur  eine  Ordinate  entspricht;  jene  Ordinaten 
unterscheiden  sich  insofern,  als  die  erste  MI  die  bisherige  Reihe 
der  Ordinaten  beschliesst,  und  die  zweite  Ml1  eine  neue  Reihe  an- 
fängt.  Ist  y = /(.r)  die  Gleichung  der  betrachteten  Curve,  so  lässt 
sich  jener  Unterschied  dadurch  hervorheben,  dass  man  MI  mit 
/(£ — 0)  und  MI 1 mit  /(|-f-0)  bezeichnet.  Man  wird  diese  Bezeich- 
nung sehr  passend  finden,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  jedes 
durch  x = £ — e und  jedes  a?  ^>  £ durch  x = £ -|-  6 dargestellt 
werden  kann  und  dass  mithin  £ — 0 und  /(£  — 0)  die  Coordinaten 
des  Endpunktes  /,  so  wie  £-j-0  und  /(£-)-  0)  die  Coordinaten  des 
Anfangspunktes  I‘  bezeichnen  müssen.  Demgemäss  kann  man  sagen : 
eine  Funktion  ändert  sich  an  der  Stelle  x = £ continuirlich , wenn 
/(£  — 0)  = '/(£-]-0),  dagegen  discontinuirlich , wenn  /(£  — 0)  von 
/ (£  — (—  0)  verschieden  ist;  oder  nach  einer  genaueren  Fassung: 

die  Funktion  f(x)  bleibt  an  der  Stelle  x = £ continuirlich  oder 
erleidet  daselbst  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit,  je  nachdem 
die  Differenz 

/(!+«)  — /(!—*) 


mit  ö und  £ gleichzeitig  verschwindet  oder  nicht. 

So  ist  z.  B.  die  Funktion  ?/  = — — — rr  discontinuirlich  an  der 

(1—xy 

Stelle  a?  r=  1 ; denn  man  hat 

/( 1 + ö)  _/(!_*)  = -^--1, 

woraus  für  d = 0 und  £ — 0 folgen  würde  /(l-j-0)  — /(I  — 0) 
= oo  — co  ; die  rechter  Hand  befindliche  Differenz  kann  aber  alles 
Mögliche  bedeuten,  weil  d und  £ auf  beliebige  Weise  in  Null  über- 
geführt werden  können;  setzt  man  z.  B. 

Ö=  *■  . 

* ^ 

wo  k eine  beliebige  positive  Grösse  bezeichnet,  so  wird 

und  folglich  für  £ = 0 

/(1  + 0)  — /(l  — 0)  = k. 


woraus  unmittelbar  die  Discontinuität  der  fraglichen  Funktion  folgt. 
Diese  bestätigt  sich  auch  geometrisch,  denn  die  Curve,  deren  Glei- 
chung y = — — — — ist,  besteht  aus  zwei  congruenten,  abgesonder- 
(1 — xy 
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ten  Zügen  (Fig.  3),  welche  die  in  der  Entfernung  OM  = 1 parallel 
zur  Ordinatenachse  gehende  Gerade  MP  zur  gemeinschaftlichen 

Asymptote  haben ; sollte  nun  ein  stetiger 
Uebergang  von  einem  Punkte  H des  ersten 
Zweiges  nach  einem  Punkte  K des  anderen 
Zweiges  bewerkstelligt  werden,  so  wäre  die 
zwischenliegende  Gerade  MP  nothwendig  zu 
durchkreuzen;  einen  solchen  Durchschnitt 
bildet  aber  die  Curve  nicht.  — Nach  diesen 
Bemerkungen  wird  man  sich  auch  leicht 
überzeugen,  dass  eine  Funktion  jedesmal 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet, 
wenn  sie  für  einen  speziellen  Werth  von  #,  etwa  x = |,  unendlich 
wird,  dagegen  für  x £ und  für  x £ endliche  Werthe  besitzt. 

Diese  Erörterungen  lassen  sich  ohne  Mühe  auf  Funktionen  meh- 
rerer Variabelen  übertragen;  bei  Funktionen  von  zwei  Variabelen 
insbesondere  wird  die  Bemerkung  von  Nutzen  sein,  dass  eine  stetig 
gekrümmte  Fläche  mit  jeder  Vertikalebene  eine  stetig  verlaufende 
Durchschnittslinie  bilden  muss. 

V.  Die  Steigungsverhältnisse  der  Funktionen. 

** 

Schon  die  oberflächlichste  Ansicht  verschiedener  Curven  zeigt 
sehr  mannigfaltige  Arten  der  Ordinatenveränderung ; während  z.  B. 
die  Ordinaten  der  Parabel  fortwährend  zunehmen,  die  Curve  also 
immer  steigt,  findet  in  der  Sinuslinie  (y  ==  sinx ) ein  Wechsel  von 
Zu-  und  Abnahme  statt;  ja  selbst  bei  Curven,  welche  sich  in  Be- 
ziehung auf  Wachsthum  oder  Abnahme  der  Ordinaten  ähneln,  kann 
die  Art  und  Weise,  wie  diese  Veränderung  geschieht,  noch  sehr 
verschieden  sein.  So  z.  B.  steigen  die  beiden  Parabeln  y — \JX..  und 
y — x1  gleichzeitig , man  wTird  aber  von  der  zweiten  sagen,  dass 
sie  rascher  als  die  erste  steigt,  auch  findet  noch  insofern  eine 
wesentliche  Differenz  statt,  als  die  erste  Parabel  der  Abscissenachse 
die  hohle  Seite,  die  zweite  Parabel  dagegen  ihr  die  convexe  Seite 
zukehrt.  Um  nun  jenen  noch  unbestimmten  Begriff  der  Geschwindig- 
keit des  Wachsthums  näher  zu  fixiren,  betrachten  wir  vorerst  die 
Gerade,  deren  Gleichung  y = ax-\-b  sein  möge.  Von  dieser  ist 
unmittelbar  klar,  dass  ihre  Steigung  immer  dieselbe  bleibt,  und  man 
wird  das  Maass  dieser  Steigung  am  einfachsten  dadurch  ausdrücken, 
dass  man  angiebt,  um  wieviel  die  Ordinate  y wächst,  wenn  die  Ab- 
scisse  x um  die  Einheit  zunimmt,  wie  dies  schon  bei  den  Angaben 


Fig.  3. 
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über  die  Steigungen  von  Strassen  geschieht.  Nehmen  wir  in  Fig.  4 


OM  — x , MP  = y,  MN  = PR  = 1,  so  ist  die 
NQ  um  QR  grösser,  als  -die  frühere,  und  das  Verhältniss 


neue  Ordinate 
QR 
PR 

möge  hier  das  Steigungsmaass  oder  kurz  die  Steigung  heissen.  Ihre 
Grösse  bestimmt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  QR  die  lineare 
Tangente  des  Winkels  QPR  = OST , den  wir  z nennen  wollen, 
und  dass  andererseits  vermöge  bekannter  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  tan  z = a ist ; somit  ergiebt  sich  a = tan  z als  Steigung 
der  Geraden  y = ax  -)-  ä,  und  es  ist  diese  Steigung  in  der  That 
überall  dieselbe,  d.  h.  unabhängig  von  x. 

Fig.  4.  FiS-  5‘ 


a/  , 

Y 

y 

/ 

/ 

— 

R 

S C 

M N X 

M M N X 


Denken  wir  uns  ferner  eine  Curvc  dadurch  entstanden,  dass 
sich  ein  Punkt  stetig  fortbewegt  und  dabei  unausgesetzt  seine  Rich- 
tung ändert,  so  darf  man  sagen,  dass  die  augenblickliche  Richtung 
desselben  jederzeit  durch  . die  zugehörige  Tangente  an  der  Curve 
dargestellt  wird.  Es  sei  nun  £ T (Fig.  5)  die  Tangente  der  Curve 
im  Punkte  P und  die  vorige  Construction  auf  diese  Tangente  an- 
gewandt, so  ist  QR  offenbar  die  Zunahme  der  Ordinate  MP,  welche 
der  Zunahme  MN  ==  1 der  Abscisse  entsprechen  würde,  wenn  die 
Curve  von  P aus  in  der  Richtung  ihrer  Tangente  verliefe,  also  in 
die  gleichmässig  steigende  Gerade  PT  überginge.  Nennen  wir 

^ die  Steigung  der  Curve,  so  ist  dieselbe  nunmehr 


wiederum 


PR 


nichts  weiter,  als  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  z zwi- 
schen der  berührenden  Geraden  und  der  Abscissenachse , den  wir 
kurz  den  Berührungswinkel  nennen  wollen.  Die  Aufgabe  wäre  also, 
den  Werth  jenes  Vcrhältni ?ses  oder  tanz  zu  bestimmen,  und  sie  ist 
einerlei  mit  dem  vielfach  behandelten  Problem  der  Construction  von 
Tangenten  an  gegebeue  Curven.  In  der  That  bestimmen  auch  die 
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verschiedenen  Lagen  der  Tangenten,  ob  eine  Curve  zn-  oder  ab- 
nimmt, ob  sie  langsamer  oder  rascher  als  eine  andere  Linie  wächst 
und  dergl.,  wovon  man  sich  schon  durch  eine  nach  dem  Augen- 
inaasse  entworfene  Construction  der  Tangenten  an  verschiedene 
Punkte  einer  Curve  überzeugen  wird. 

Zur  Kenntniss  von  tanz  führt  die  Bemerkung,  dass  eine  Ge- 
rade, die  zwei  Punkte  einer  Curve  verbindet,  also  eine  Sekante,  zur 
Tangente  wird,  sobald  die  beiden  verbundenen  Punkte  zusammen- 
rücken und  in  einander  fallen;  demgemäss  verbinden  wir  die  beiden 
beliebigen  Punkte  P und  P der  Curve,  bestimmen  zunächst  die  Lage 
der  Sekante  PP  und  hieraus  die  Lage  der  Tangente  PrJ\  indem 
wir  P mit  P zusammenfallen  oder  die  Strecke  M M , welche  d 
heissen  möge,  in  Null  übergehen  lassen.  Ist  y — /(#)  die  Glei- 
chung der  Curve,  so  haben  wir 

tanPPU=p,ü  = MP— MP  rf(x  + d)  - f(x)  . 

PU  MM  Ö 

und  wenn  8 = 0 wird,  so  geht  der  Winkel  PPU  in  FPU  = x 
über;  wollte  man  aber  auch  rechter  Iland  ohne  Weiteres  8 = 0 

0 

setzen,  so  würde  das  unbestimmte  und  nichtssagende  Resultat  — 

zum  Vorschein  kommen;  man  thut  daher  besser,  nur  anzudeuten, 
dass  schliesslich  d = 0 werden  soll , also  zu  schreiben 

i)  tanr  = [/<*+ *>-/(*)] 

L -v=o) 

In  jedem  speziellen  Falle  bedarf  es  nun  einer  besonderen  Aus- 
fuhrung  der  rechter  Hand  angedeuteten  Operationen ; für  / (r)  = x*  2 
z.  B.  wäre  der  cingeklammerte  Quotient: 

= 2.r-j-d, 

mithin  tanz  = 2x;  für  f(x)  = y/ x ist  jener  Quotient: 

y/jj-j-d  — \J x (aj-j-d)  — x 1 

d d [\/^-)-d  -j-  \J x ] y/a?  — (—  d -\-  y/.r 

mitliin  tan  r = - — Aus  diesen  Beispielen  ersieht  man  hinreichend 

2 \x 

den  Gebrauch  der  Formel  1),  welche  zwar  nicht  geradezu  ein  fer- 
tiges Resultat  angiebt,  Avohl  aber  den  Weg  zeigt,  auf  welchem  ein 
solches  gefunden  Avird. 

Wir  haben  in  dem  Obigen  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass 
d ganz  beliebig,  d.  h.  eine  unabhängige  Variabele  sei,  und  es  ist 
dann  allerdings  kein  Zweifel,  dass  auch  d = 0 gesetzt  Averden  darf; 
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dies  würde  jedoch  so  unmittelbar  nicht  mehr  gelten,  wenn  8 ab- 
hängig ist,  wie  es  später  häufig  der  Fall  sein  wird.  Wäre  z.  B. 

8 = — oder  8 = \72  — 1,  wo  m eine  beliebige  Zahl  bezeichnet, 
m 

so  kann  man  8 nicht  schlechtweg  zu  Null  machen,  wohl  aber  der 
Null  beliebig  nahe  bringen , indem  man  m ins  Unendliche  wachsen 
lässt.  Um  auch  für  diesen  Fall  zu  sorgen,  sagen  wir,  „d  habe  die 
Null  zur  Grenze14,  und  verstehen  darunter,  dass  entweder  8 die 
Null  erreicht,  ohne  sie  zu  überschreiten,  oder  dass  8 der  Null  so 
nahe  kommen  kann,  als  es  nur  verlangt  wird;  im  ersten  Falle  ist 
die  Grenze  eine  erreichbare,  im  zweiten  Falle  eine  (durch- Rech- 
nung) unerreichbare,  trotzdem  aber  ebenso  gewiss  vorhandene.  In 
diesem  Sinne  bildet  die  Lage  der  Tangente  PT  die  Grenze  für  die 
verschiedenen  Lagen,  welche  die  Sekante  PP'  bei  abnehmendem  8 
bekommt,  ebenso  ist  z die  Grenze  des  Winkels  P'PU , endlich  tanz 

f (ß | — ^ ..  j (^0 

die  Grenze  des  Quotienten  - — ^ . Benutzen  wir  die 

Sylbe  Lim  zur  Bezeichnung  einer  Grenze,  so  lassen  sich  diese  Be- 
merkungen durch  die  Gleichungen  Lim  8 = 0 , z = Lim  (/_  P P £7), 


•2) 


tan  z — Lim 


S O + «)  — /(x) 


darstellen;  dieser  genaueren,  auf  alle  Fälle  passenden  Ausdrucks- 
weise werden  wir  uns  künftig  immer  bedienen. 


» 
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DIFFERENZIALRECHNUNG. 


Cap.  I. 

Grundbegriffe  der  Differenzialrechnung,  Differenziation  der 

einfachen  Funktionen. 

§.  1. 

Differenzen  und  Differenziale. 

Zufolge  unserer  einleitenden  Betrachtungen  ist  es  der  Quotient 

’ ö 

dessen  Grenz werth  eine  wichtige  Rolle  bei  den  Fragen  nach  dein 
Wachsthum  und  der  Abnahme  der  Funktionen  spielt  und  der  zu- 
gleich eine  geometrische  Bedeutung  gewinnt,  wenn  die  Gleichung 
y=f(i r)  als  Gleichung  einer  ebenen  Curve  betrachtet  wird.  Das 
häufige  Vorkommen  jenes  Grenzwerthes  macht  nun  zunächst  eine 
möglichst  kurze  Bezeichnung  desselben  nöthig,  und  man  ist  daher 
übereingekommen,  denselben  mit  /'(a?)  zu  bezeichnen,  so  dass  also 
die  Gleichung 

2)  /»(*)  = Lm 

die  Definition  des  Symboles  f*  ( x ) enthält.  So  ist  z.  B.  für  /(a?) 
= ax  -(-  6,  fix)  = a,  ferner  für  f(x ) = x 2,  fix)  — 2 a?,  für  /(a?) 

— yfa  f OD  = : — —j=-  u.  s.  w.,  und  man  nennt  hierbei  /'(a?)  die 

2 y x 

abgeleitete  oder  derivirte  Funktion  im  Gegensätze  zu  der  ur- 
sprünglichen Funktion  fix). 

Eine  andere  Symbolik  ist  aus  der  Bemerkung  entstanden,  dass 
die  in  Nro.  1)  vorkommende  Grösse  d,  der  Zuwachs  des  a?,  als  der 
Unterschied  zweier  verschiedenen  Werthe  des  a?,  nämlich  des  neuen 
Werthes  a?-|-d  und  des  früheren  Werthes  a?,  angesehen  werden  darf; 
bezeichnet  man  nun  überhaupt  jede  beliebige  Differenz  mit  z/,  so 
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würde  die  Differenz  zweier  verschiedenen  Werthe  des  x mit  Ax  oder 
Ax  zu  bezeichnen  sein,  wobei  man  sich  nur  zu  hüten  hat,  Ax  für 
ein  Produkt  anzusehen.  Dem  entsprechend  würde  Ay  die  Differenz 
der  beiden  verschiedenen  Werthe  des  y sein,  von  denen  der  eine 
dem  j?,  der  andere  dem  x-\-Ax  entspricht;  vermöge  der  Gleichung 
y — f(x)  ist  dieses  Ay  — f(x-\-Ax)  — f(x ) und  mithin 

ox  _ /(a  + ^ *)  — /(*) 

} Ax~  Ax 


Geht  Ax  in  Null  über  und  ebenso  auch  Ay,  so  wird  hieraus 

4)  Lim  4* •=/'(*), 

ZI  X 

um  jedoch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  Lim  zu  ersparen, 

schreibt  man  -$•  statt  Lim  also 

dx  A x 

5)  ifx=/‘(-x) 

und  hier  bedeuten  dy  und  dx  Differenzen,  auf  welchen  die  Bedin- 
gung ruht,  in  Null  überzugehen;  derartige  Differenzen  heissen  Dif- 
ferenziale und  sind  demnach  nichts  weiter  als  Differenzen , wel- 
che die  Null  zur  Grenze  haben.  Die  Gleichung  5)  spricht  die 
Gleichheit  des  Differenzialquotienten  und  der  derivirten  Funktion 
aus;  eine  Verschiedenheit  besteht  nur  in  der  Schreibweise;  rechts 
sind  die  in  dem  Ausdrucke 


Lim 


/(*+«)—/(*) 


postulirten  Rechnungsoperationen  ausgeführt,  links  bloss  angedeutet, 
ähnlich  wie  in  \/9  = 3 und  dergleichen. 

Da  nach  dem  Vorigen  der  Differenzial quotient  die  Grenze  des 
Differenzenquotienten  ist,  so  sind  beide  so  lange  verschieden,  als  die 
Differenzen  endliche  Werthe  haben;  nennen  wir  Q den  Unterschied 
zwischen  beiden  Quotienten,  nämlich 

_ dy_ 

4x  dx  ’ 


6) 


so  folgt  umgekehrt 

^ = (S  + q)  Jx 

oder  wenn  man  die  Gleichung  5)  zu  Hülfe  nimmt 

Ay  = /'  (j?)  A x Q A x. 

Lassen  wir  A x und  Ay  wieder  in  Null  übergehen,  d.  h.  zu  Differen- 
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zialen  werden , so  verschwindet  p,  wie  inan  aus  Nro.  6)  sogleich  er- 
kennt, und  e3  bleibt 

7)  dy  = f1  ix)  dx , 

d.  h.  je  kleiner  die  Aenderung  dx  von  x ist,  um  so  genauer  ist  die 
Aenderung  dy  von  y gleich  dem  Produkte  /' (#)  eta,  was  man  leicht 
geometrisch  und  ebenso  an  den  gegebenen  Beispielen  prüfen  kann. 
Die  Differenzialgleichung  7)  giebt  übrigens,  verglichen  mit  Nro.  5), 
zu  erkennen,  dass  man  mit  den  veränderlichen,  der  Grenze  Null  zu- 
eilenden Grössen  dx  und  dy  ebenso  multiplicirt  und  dividirt,  als 
wären  sie  bestimmte  Zahlen,  und  hierin  besteht  ein  nicht  geringer 
Vortheil  der  obigen  Bezeichnung. 

An  diese  Erörterung  über  die  Begriffe  und  Bezeichnungen  der 
Differenzialrechnung  schliesst  sich  naturgemäss  die  wirkliche  Aus- 
führung der  angedeuteten  Operationen,  indem  man  an  die  Stelle  von 
/ ( x ) die  einfachen  und  zusammengesetzteren  Funktionen  treten  lässt. 
Bevor  wir  dazu  schreiten,  wollen  wir  noch  einen  Blick  auf  die  geo- 
metrische Bedeutung  von  /'  ( x ) werfen ; diese  ist  nämlich  verschie- 
den, je  nachdem  man  der  ursprünglichen  Funktion  f(x)  den  einen 
oder  anderen  Sinn  unterlegt.  Man  hat  in  Beziehung  hierauf  eine 
dreifache  Wahl;  denken  wir  uns  x immer  als  Abscisse,  so  kann  fix) 
entweder  eine  Curvenordinate , also  eine  Linie  wie  x selbst,  bedeu- 
ten oder  eine  Fläche  oder  endlich  ein  Volumen.  Für  den  ersten 
Fall  wissen  wir  bereits  au3  der  Einleitung , dass  f ix)  = tan  z ist, 
und  wir  haben  daher  noch  die  beiden  anderen  Fälle  zu  erörtern. 

Fig.  G.  • Sei  in  Figur  6 OM=  x,  MP  = 

( jp  ( x ),  die  über  der  Abscisse  x ste- 
hende Fläche  AOMP  — f(x ) und 
MM  — Mx,  so  ist 
f{x  -f-zLr)  — f{x)  = Fläche  MM  F P. 
Diese  Fläche  darf  man  sich  als  ein 
Rechteck  denken , welches  <dx  zur 
Grundlinie  und  eine  zwischen  MP  und 
MF  liegende  Ordinate  NQ  zur  Höhe 
hat,  und  man  kann  demnach  MMFP  - — NQ  . Mx  setzen;  hier- 


aus folgt 

O 


fjx  + Mx)  —fjx) 
M x 


für  /dx  = 0 fallen  die  drei  Ordinaten  M P\  NQ  und  MP  in  eine 
einzige,  nämlich  ALP,  zusammen,  und  es  bleibt 

f‘  ix)  = MP  = cp  ix). 
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Die  derivirte  Funktion  bedeutet  hier  also  geometrisch  die  begren- 
zende Ordinate. 

Fig.  7.  Denken  wir  uns  in 

Fig.  7 OM  als  ar,  die 
Fläche  MPQ  als  den 
zu  x gehörenden  Quer- 
schnitt, der  ip  (x)  heissen 
möge,  und  das  Volumen 
AOBQMP  als  Funk- 
tion f(x ) von  xy  so  ist 
für  MM  = jd  x 
f(x-\-  Ax)  — f{x) 

= Vol.  MPQ  Q'  P>  M‘. 
Diese  Schicht  lässt  sich 
einem  Cylinder  verglei- 
chen, der  zur  Höhe 
(oder  Dicke)  und  einen  zwischen  beiden  Querschnitten  MPQ  und 
MPQ1  eingeschalteten  Querschnitt  zur  Basis  hat;  nennen  wir  q 
diesen  mittleren  Querschnitt,  so  ist  das  Volumen  MPQQ1  P M 
= q . jdx;  folglich 

f(x-\-Ax)  — f{x) 

Ax  ~ q~ 

Für  Mx  = 0 fallen  die  Querschnitte  MPQ ',  q imd  MPQ= 
zusammen  und  es  bleibt: 

/'  (*)  = MPQ  = 4>(x). 

Man  kann  demnach  folgende  Sätze  aussprechen: 

Der  Differenzialquotient  eines  Volumens  ist  sein  letzter  Quer- 
schnitt, der  Differenzialquotient  einer  ebenen  Fläche  ihre  letzte 
Ordinate  und  der  Differenzialquotient  einer  Curvenordinate  die 
trigonometrische  Tangente  des  Befühnmgswinkels, 
wobei  die  unabhängige  Variabele  immer  alsAbscisse  angesehen  wird. 

t 

§.  2. 

Differenziation  der  Potenz. 

Setzen  wir  den  Exponenten  der  Potenz  zunächst  als  ganze  po- 
sitive Zahl  m voraus,  so  zieht  die  Gleichung 

l)  y = 

die  folgende  nach  sich 
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Ay  (x  -f-  A x)m  — xm (.2?  -f-  A x)m  — xm 

Ax  A x (x-\-Ax) — x 1 

auf  welche  sich  der  bekannte  Satz 

am  — bm  . 
a — b 

— am  I-J-qW*  2 4 am  3 42  _|_->#  _)_a6m-2_f_im-l 

für  a = x d x und  b = x unmittelbar  anwenden  lässt;  man  fin 
det  so 

(x  + Ax)m  — xm 
/ix 

=:{x+jxyn~1  +(x  + Jxyn—' 2 x + ....  + x™-> 

und,  wenn  man  Ax  in  Null  übergehen  lässt, 


2) 


Lim 


(je  -f-  Ax)m X 

Ax 


jn 


mx 


m — 1 


d.  i.  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten 

3)  — mxm~  1 oder 

dx  dx 


Ist  zweitens  der  Exponent  ein  positiver  Bruch  — , so  folgt  aus 

P_ 

4)  y = x V , 

durch  beiderseitige  Potenzirung 

y<l  = xP  ; 

ferner,  wenn  sich  x und  y um  Ax  und  Ay  ändern, 


(y  -f“  Ay)V  — y?  = O -f-  Ax'f  — xP, 

dividirt  man  beiderseits  mit  Ax,  so  lässt  sich  dies  folgendermaassen 
darstellen : 

( y-\-Ay )?  — y^  z/y  (ar  + z/^)P  — 
z/y  z*  # Ax 

Der  Grenzenübergang  giebt  hier,  mit  Rücksicht  auf  Nro.  2),  weil 
p und  q ganze  positive  Zahlen  sind, 

-~r: : = p*p~ 1 - 


und  durch  Reduktion  auf 

dx 


dy  __  p yq 

dx  q xP 


— 1 


Schlömilcfa,  Aualy»is. 


2 
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Setzt  man  noch  für  y seinen  Werth  aus  Nro.  4),  so  wird 


5) 


JL 

dp?) 

dx 


v 


JL- i 


Die  Formeln  3)  und  5)  lassen  sich  jetzt  so  zusammenfassen, 
dass  man  sagt,  für  jedes  positive  und  rationale  X ist 


6) 


d Q*) 
dx 


— Xx 


X — 1 


Nimmt  man  für  X der  Reihe  nach  Brüche,  die  sich  einer  irratio- 
nalen positiven  Zahl  nähern  (wie  z.  B.  1,7  dann  1,73  u.  s.  f.  der 
Wurzel  \/3),  so  hört  die  obige  Gleichung  nie  zu  gelten  auf  und 
muss  demnach  für  jedes  irrationale  X richtig  bleiben;  ihre  Gültig- 
keit erstreckt  sich  nun  auf  alle  positiven  X. 

Besitzt  die  Potenz  einen  negativen  Exponenten,  ist  also 


7)  y = x~l=j-, 

so  hat  man  nach  kleiner  Reduktion 

dy  x * — (x  -f-  dx)* 

z Ix  (x-\-dx)*  • dx 

p -(-  dx)*  — x * 


dx  . p -f-  dx )*  ar 

und  hier  ist  der  erste  Faktor  rechter  Hand  nichts  Anderes  als  der 
DifFerenzenquotient  von  welcher  für  da 7 = 0 in  den  Diffe- 
renzialquotienten Xx*  1 übergeht;  dies  giebt 

dx 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  y 


% X 
x * x * 


dp  — *) 

dx 


= (—  X)x 


— A—  l 


Vereinigt  man  diese  Formel  mit  der  unter  6)  verzeichneten , so  ist 
jetzt  für  jeden  beliebigen  Exponenten  ft 

8)  - ^ = yixfJ’~~ 1 und  d (x <“)  = fixt*  1 dx. 
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§.  3. 

Differenziation  des  Logarithmus  und  der  Exponen- 

zialgrösse. 

I.  Der  Differenzenquotient  der  Funktion  “log  x ist 

alog  ( x -f-  Z/x)  — alog  x alog  ^1  -j-  ~~J 
Z/x  /Ix 

Da  es  nur  auf  den  Grenzwerth  dieses  Ausdruckes,  nicht  aber 
darauf  ankommt,  wie  /Ix  in  Null  übergeführt  wird,  so  steht  es  frei, 

x 

sich  zJ  x als  aliquoten  Theil  von  x zu  denken,  also  etwa  Zt  x =.  — 

o 

zu  setzen  und  die  ganze  positive  Zahl  a in’s  Unendliche  wachsen 
zu  lassen.  Der  obige  Differenzenquotient  wird  nun  zunächst 


1) 


,„[(l 


“I“ 


Z] 


und  es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Grenze,  welcher  der  Aus- 
/ 1 \ w 

druck  ( 1 -{-  1 bei  unendlich  wachsendem  ö zueilt. 

Nehmen  wir  an,  dass  in  der  identischen  Gleichung 

am+ 1 — bmJrl 
a — b 

= am  + am  ~ 1 b -f-  am  2 b2  + . . . . + abm~l  -f  bm 
a die  grössere  der  beiden  Zahlen  a und  b sei,  so  kommt  auf  der 
rechten  Seite  offenbar  zuviel  heraus,  wenn  man  überall  a statt  b 
setzt  ; dies  giebt 

am+1 — bm+l  , 

< (w  + 1)  am 

a — b 

oder  durch  Wegschaffung  des  Bruches  und  Transposition  aller  a 
enthaltenden  Grössen 

2)  [a  — (m  -j-  1)  ( a — £)]  am  bm~^~ 


Hieraus  folgt  für  a = 1 4“  — , b = 1 -I-  — 7— 

m m -f-  1 

Bedingung  a b genügt  ist, 

■>  (■+■£■)*<(*+= 


wodurch  der 


m-f- 1 


i 
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Diese  Ungleichung  sagt,  dass  der  Ausdruck  ^1  -) — fortwäh- 
rend wächst,  wenn  o zunimmt.  Ferner  erhält  man  aus  Nro.  2)  für 
a = 1 -| — —— , 6=1,  und  m = n 

Ki+i)n<i  ode,'(1+^)"<2 

und  durch  Erhebung  aufs  Quadrat 


4) 


(•+*)*■ 


< 4, 


immer 


ferner  ist  jetzt  nach  Nro.  3)  um  so  mehr 

/ 1 \2n — i 

5>  v1  + 27T=n)  < 4* 

Die  Beziehungen  4)  und  5)  geben  zu  erkennen,  dass  überhaupt 
j 1 — |—  j weniger  als  die  Zahl  4 beträgt,  dass  folglich 

jene  fortwährende  Zunahme  des  Ausdruckes  ( 1 + — J nicht  in’s 

Unendliche  gehen  kann;  es  muss  demnach  ein  endlicher  Grenzwerth 

/ i \» 

existiren,  welchem  sich  ( 1 — {—  ) mehr  und  mehr  nähert,  und 

zwar  ist  derselbe  grösser  als  ^ 1 + y)  = 2 und  ztig^ich  kleiner 
als  4.  Bezeichnen  wir  ihn  mit  e,  so  dass  also 


6) 


i!m[(1+ir)  ] 


(für  o = oo  ) *) 


*)  Ihrer  Herleitung  zufolge  gilt  die  obige  Gleichung  nur  für  ganze  po- 
sitive unendlich  werdende  tu,  man  kann  sie  aber  leicht  auf  jedes  andere 
(o  ausdehnen.  Ist  nämlich  tu  zwar  eine  positive  aber  nicht  ganze 
Zahl,  so  giebt  es  doch  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  Zah- 
len m und  n = m -j-  1,  zwischen  denen  tu  enthalten  ist,  man  hat  dann 

1 4 — — > 1 -j — -*>14 — L,  mithin  auch 
1 m tu  1 n 

C1  + m)  > 0 + > (x  + • 

Zugleich  lässt  sich  tu  unter  der  doppelten  Form  m -}-  « und  n — ß 
darstellen,  wo  « und  ß echte  Brüche  bezeichnen;  die  vorige  Unglei- 
chung wird  dann 
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die  Definition  dieser  Zahl  e ist,  so  erhalten  wir  aus  Nro.  1)  für  den 
Differenzialquotienten  des  Logarithmus: 


7) 


d ( alog  x) 


dx 


==  — • aloge. 


Gewöhnlich  giebt  man  dieser  Formel  eine  andere  Gestalt.  Denkt 
man  sicli  nämlich  die  Zahl  e selbst  als  Basis  eines  Systemes  von 
Logarithmen  und  bezeichnet  letztere  mit  einem  blossen  Z,  so  ist 
überhaupt  e ^ = r,  mithin  auch 

e*a  = a 

und  wenn  man  beiderseits  die  Logarithmen  der  Basis  a nimmt 

la  • aloge  — alog  a = 1, 
woraus  umgekehrt 


8) 


aLoge  — 


la 


/ / 1 \">  /*  1 \: 

(l  + i)  >('  + $ >(1  + i) 


1 \n— ß 


wofür  man  auch  schreiben  kann: 


7/1  l -j 

■ (>+=)]  " 


> 


> 


[(• + 1)  ] 


«,1  — — 
n 


0 + ~t) 

• 

Wachst  nun  io  unendlich,  so  nehmen  in  und  n gleichfalls  in’s  Unend- 

/ 1 \m  / 1 \n 

liehe  zu,  die  Ausdrücke  ^1  -f-  und  fl  -|-  nähern  sich  der 

gemeinschaftlichen  Grenze  e,  ferner  gehen  und  in  Null  über,  wor- 
aus folgt,  dass  nunmehr  für  nichtganze  positive  unendlich  werdende  w 
gleichfalls 


Lim  K1  + £) *]  = e 


sein  muss.  Wäre  endlich  co  eine  negative  unendlich  werdende  (ganze 
oder  nichtganze)  Zahl,  so  kann  man  io  = — (p  -j”  1)  setzen,  wo  nun 
q eine  positive  unendlich  wachsende  Zahl  ist;  man  hat  aber  in  die- 
sem Falle 


(■ + - ^rfe+M.  H)' (■ + f> . 

Der  Grenzwerth  des  ersten  Faktors  ist  hier  e,  der  des  zweiten  die  Ein- 
heit und  man  kommt  somit  auf  die  Gleichung 


Vm  [0  + £)’]  = e 


zurück,  welche  demnach  für  ein  auf  völlig  willkürliche  Weise  unendlich 
werdendes  w gilt. 
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folgt;  man  hat  dann  statt  der  Gleichung  7)  die  folgende 

d(alogx ) 1 1 

— ~~  ’ “ja* 


9) 


dx  x 

Diese  Formel  wird  am  einfachsten  für  a = e,  nämlich 


10) 


dlx  1 1 

= — und  dlx  = — dx; 

dx  x x 


man  nennt  aus  diesem  Grunde  e die  Basis  der  natürlichen  Lo- 
garithmen, die  Logarithmen  jeder  anderen  Grundzahl  dagegen  künst- 


liche. Der  constante  Faktor  - — , welcher  bei  der  Differenziation 

la 

künstlicher  Logarithmen  vorkommt,  heisst  der  Modulus  der  letzte- 
ren und  wird  gewöhnlich  mit  Ma  bezeichnet. 


II.  Der  Differenzenquotient  der  Exponenzialgrösse  a*  ist 


11) 


a 


dx 


/dx  W /dx 

Bei  verschwindenden  /dx  geht  a?x  in  die  Einheit  und  aJx — 1 in 
Null  über;  setzen  wir  daher 

a?x — 1 = — mithin  /d x = alog  ^1  -j-  — 


so  muss  co  in’s  Unendliche  wachsen,  wenn  /dx  der  Null  näher  und 
näher  kommt.  Der  Differenzialquotient  ergiebt  sich  demnach,  wenn 
man  die  Grenze  des  Ausdrucks 

^ 1 

M1+i)  %4(1  + i)<U] 

für  unendlich  wachsende  co  aufsucht;  zufolge  der  Gleichungen  6) 
und  8)  ist  dieselbe 

a*  • - =a*  la,  . 

alog  e 

mithin  haben  wir  für  die  Differenziation  der  Exponenzialgrösse  die 
Formel 

12)  — - = c?  la  oder  dCa*)  — a*  la  dx. 

dx 


Am  einfachsten  wird  dieselbe  für  a = e,  in  welchem  Falle  man 
ex  die  natürliche  Exponenzialgrösse  nennt;  hier  ist 
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d (e*) 


13) 


dx 


= c*  oder  d (ex)  = c*  da?, 


also  die  derivirte  Funktion  gleich  der  ursprünglichen. 


§.  4. 

Differenziation  der  goniometrischen  Funktionen. 

I.  Unter  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Formel 
sin  A — sin  B = 2 cos  | (A  B)  sin  1 (A  — B ) findet  man 
augenblicklich,  dass  der  Differenzenquotient  des  Sinus 


sin  (x  -f-  z/  x)  — sin  x 


= 2 cos  (o?  -f-  -1  z/o?) 


sin  | z/o? 


z/a?  v"  i 2 ' z/a? 

ist;  bezeichnet  man  ^ ^o?  kurz  mit  d,  wo  nun  d mit  z/o?  gleich- 
zeitig verschwindet,  so  nimmt  jener  Quotient  die  Form  an 

1)  cos  ( x -f-  d ) 

und  es  fragt  sich,  was  daraus  für  8 — 0 wird.  Nun  ist  für  einen 
spitzen  Bogen  8 immer  tan  8 8^>  sin  d,  folglich,  wenn  man  über- 

all mit  sind  dividirt 

1 . 8 


cos  8 


> 


und  umgekehrt 


cos  8 < £ 


sin  8 
sin  8 


> 1 


< i; 


sin 


in  8 


hieraus  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  der  Quotient  — ^ — die  Ein- 
heit zur  Grenze  hat,  wenn  8 in  Null  übergeht.  Dieser  Bemerkung 
zufolge  verwandelt  sich  der  unter  Nro.  1)  verzeichnete  Ausdruck 
(der  Differenzenquotient  von  sinx ) in  cosx  • 1 und  es  ist  daher 
d ( sin  o?) 


2) 


dx 


= cosx  oder  d (sinx)  — cosx  dx. 


II.  Eine  ganz  gleiche  Behandlung  gestattet  der  Cosinus;  sein 

Differenzenquotient  ist  nämlich 

cos(xA-ztx) — cosx  . . , , , . N smiz/o? 

= — 2 sin  (x-\-\dx)  - — 


z/a; 


z/  a? 


= — sin  (a?  -j-  d) 


sin 


in  8 


8 

und  hieraus  folgt  unmittelbar  die  Differenzialformel 
d ( cos  x) 


3) 


dx 


= — sinx  oder  d(cosx)  = — sinx  dx. 
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III.  Für  die  Sekante  hat  man  zunächst 

sec  (je  -f-  /ix)  — secx  cosx  — cos(x  -f-  /ix) 

dx  cos  (x  -(-  /I  x)  cos  x . /i  x 

2 sin  ( x -(-  g /ix)  . sin  \ /i  x sin  ( x -f-  d) 

cos  ( x -{-  /J  x)  cos  x . /ix  cos  ( x — j-  2 d)  cos  x i 

und  mithin  für  d = 0,  wodurch  der  Differenzialquotient  entsteht 

. d (sec  x ) 

4) 


sin  8 


dx 


sinx  sinx 

oder  d(secx)  = r — dx. 


cos 2 x 


cos2x 


IV.  Ganz  ähnlich  verhält  sich  die  Sache  mit  der  Cosekante; 
hier  ist 

cosec  (x  -f-  /f x)  — cosec x sinx  — sin  (x  -f-  /ix) 

d x sin  (x  ~f-  /ix)  sinx  . /Ix 

— 2 cos  (x  -j-  I /ix)  , sin  \ /I x cos  (x  -j-  8)  sin  8 

sin  (x  -j-  /i x)  sin  x . /ix  sin  (x  -f-  2 8)  sin  x Ö 

mithin  für  den  Differenzialquotienten 

d (cosec x)  cosx  , _ , cosx 

5)  — — — und  d (cosec  x)  =: dx. 

dx  sin1  x v y sin2  x 

V.  Wendet  man  die  bekannte  goniometrische  Formel 

tanA  - tan fl  = *> 

cosA  cosB 

auf  den  Differenzenquotienten  von  tanx  an,  so  stellt  sich  derselbe 
unter  die  Form 

tan  (x  /J  x)  — tan  x sin  /ix  1 

■ *•  ■ • 

/ix  /ix  cos  (x  — |—  d x)  cos x 1 

der  Grenzwerth  des  ersten  Faktors  ist  die  Einheit,  und  zwar  aus 

S27Z  8 

denselben  Gründen,  welche  für  Lim  = 1 angegeben  wurden; 

man  hat  daher 

d (tanx) 


6) 


dx 


und  d(tanx)  = — dx. 


■ V. 


COS2X 


COS 2 X 


VI.  Der  Differenzenquotient  von  cot.r,  giebt  durch  Benutzung 
der  Formel 


cotA  — cotB  — — 


sin  (A  — B) 


sin  A sin  B 1 
cot  (x  -f-  /ix)  — cotx  sin /ix  j 

i i ~ ■ » ■ « ■ • 

/ix  /ix  sin  (x  — j—  /J x)  sin x 

und  liefert  das  Resultat 


7) 
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d ( cot  x ) 
dx 


sin 2 x 


oder  d ( cot  x)  — — 


sin2  x 


dx, 


mit  welchem  sich  die  Reihe  der  für  goniometrische  Funktionen  gel- 
tenden Differenzialformeln  schliesst. 


§.  5. 


Differenziation  der  cyklometrisch en  Funktionen. 


I.  Zufolge  der  Definition  von  Arcsin  x zieht  die  Gleichung 

y = Arcsin  x 

die  umgekehrte  Gleichung  nach  sich  ; 

siny  = x. 

Ebenso  würde  aus  der  geänderten  Gleichung 

y = Arcsin  (x  -j-  dx) 

die  nachstehende  folgen: 

sin  (y  dy)  ==  x -f-  dx 

und  mittelst  dieser  Bemerkungen  lässt  sich  der  Differenzenquotient 
von  Arcsin  x in  der  Form 

Arcsin  (x  ~\-  d x)  — Arcsin  x dy 

dx  ' sin  (y  -f"  4y)  — siny 

__  ’ 1 

sin  (y  -f-  dy)  — siny 
dy 

darstellen;  der  rechter  Hand  vorkommende  Nenner  ist  der  Differen- 
zenquotient von  siny,  welcher  für  dy  ==  0 in  den  Differenzialquo- 
tienten cosy  übergeht;  man  hat  daher 

- d ( Arcsin  x ) 1 1 

dx  cosy  \J  1 — sin2  y 

und  wegen  siny  = x ist  nun 

n d (Arcsin  x)  1 . dx 

i)  — — oder  d ( Arcsin  x)  = ^ . 

dx  yl — x2  yl — x 2 

H.  Ein  ähnliches  Verfahren  wäre  zur  Differenziation  von 
Arccos x anwendbar;  beachtet  man  jedoch  die  Gleichung 


jt 


Arccos  x = — Arcsin  x , 


so  findet  man  auf  der  Stelle 

Arccos  (x  - j-  d x)  — Arccos  x Arcsin  (x-\-  dx)  — Arcsin  x 

dx  dx 

und  es  sind  demnach  die  Differenzenquotienten  von  Arccos  x und 
Arcsin x nur  in  den  Vorzeichen  verschieden;  dasselbe  muss  nunmehr 
von  dem  Differenzialquotienten  gelten;  so  findet  man  rascher 


2G 

*2) 
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d (Arccos  x)  1 , , . v dx 


oder  d {Arccos  x)  = — 


dx  y/ 1 — x 2 y/l — x 2 

in.  f ür  die  Funktion  Arctan x bemerken  wir  zunächst,  dass 
immer  die  vier  Gleichungen  bestehen 

y = Arctan  x,  tany  = x 

y -f-  /dy  = Arctan  (x  -|-  z/  x),  tan  (y  -f-  z/?/)  ==  x -f-  z/# 
mittelst  deren  sich  der  Differenzenquotient  von  Arctan  x folgender- 
maassen  gestaltet 

Arctan  ( x -j-  z/#)  — Arctan  x 4 y 

/I  x tan  (y  -(-  4y)  — tan  y 

, 1 

tan  (y  -f-  z/y)  — tan  y * 

Jy 

Der  Nenner  rechter  Hand  ist  der  Differenzenquotient  von  tany  und 

geht  für  Afy  ~ 0 in  — — 1 -f-  tan2y  über,  dies  giebt 

cos  y 

d (Arctan  x)  1 


dx  1 -j~  tan2y 

oder  vermöge  der  Gleichung  tany  = x , 
d (Arctan  x)  1 


3) 


und  d (Arctan  x)  = 


dx 


dx  1 -)-  x2  v ' J 1 — |—  x2 

IV.  Die  Differenziation  von  Arccotx  lässt  sich  mittelst  der  Formel 

7t 


Arccotx  = — — Arctan  x 
2 

auf  die  von  Arctan x zurückführen;  man  findet 
d (Arccotx') 


4) 


i dx 

und  d (Arccotx)  — 


dx  1 -|-  x2  v r-  _ 1 -f-  x2 

V.  Nach  demselben  Verfahren,  wie  es  in  I.  und  HI.  ange- 
wendet wurde,  hat  man  für  y — Arcsecx , also  secy  — x 
Arcsec  (x  -f-  z/  x)  — Arcsec  x <dy 


z/# 


sec  (y  -f-  z/  y)  — sec  y 

1 

sec  (y  4 y)  — secy  ‘ 


4y 

mithin  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  z/.r  und  z/// 
d (Arcsecx)  1 1 


dx 


d.  i.  wegen  secy  = x 


siny 

cos2y 


secy 


yj  sec2 y 
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d ( Arcsec  x)  1 , ,,  , _ dx 


27 


und  (d  Arcsec  x ) = 


dx  x \/ x 2 — 1 ' x \J x1  — 1 

VT.  Zufolge  der  zwischen  Arcsec  x und  Arccosec  x stattfinden- 
den Beziehung: 

Arccosec  x = 

M 

ergiebt  sich  endlich  noch: 

d^Arccscx')  1 , . dx 


Arssec  x 


6) 


rund  d ( Arccsc  x) == ■ 


dx  x x2 — 1 v x yV2 — 1* 

Damit  schliesst  sich  die  Reihe  der  Differenzialformeln  für  die 
einfachen  Funktionen.  Bemerkenswerth  ist  hierbei,  dass  die  Diffe- 
renzialquotienten der  Potenz,  der  Exponenzialgrösse  und  der  gonio- 
metrischen  Funktionen  immer  wieder  Funktionen  derselben  Art  sind; 
die  Differenzialquotienten  des  Logarithmus  und  der  cyklometrischen 
Funktionen  dagegen  sind  algebraische  Ausdrücke ; hierin  spricht  sich 
schon  eine  gewisse  Verwandtschaft  der  Funktionen  aus,  auf  die  wir 
später  zurückkommen. 


Cap.  H. 

Differenziation  zusammengesetzter  Funktionen  von  einer  oder 

mehreren  Variabelen. 


§.  6. 


Differ  enziation  der  Summen,  Produkte  und 

Quotienten. 


I.  Sind  u und  v Funktionen  von  x,  so  bildet  der  Ausdruck 
1)  y = Au-\-Bv 


eine  zusammengesetztere  Funktion  von  x,  welche  unter  Anderen  auch 
die  Summe  so  wie  die  Differenz  u — v als  spezielle  Fälle  in 

sich  enthält.  Die  Aenderung  des  x zieht  die  Aenderungen  von  «,  v 
und  y nach  sich ; man  findet  daher 


/dx 


= A 


bAl 

Jx  ^ 4x' 


Je  kleiner  /Ix  ist,  desto  weniger  unterscheiden  sich  die  Diffe- 
/tu  /Iv 

renzenquotienten  und  von  den  betreffenden  Differenzial- 

quotienten , und  man  kann  daher 

_ /ju  du  . 

2)  “TT  = TT  + Ql 


/d  X 


dx 


/]  v dv  . 

Al  x dx  ' 


setzen,  wo  0!  und  q2  ein  paar  Grössen  bezeichnen,  die  mit  zJx 
gleichzeitig  verschwunden.  Die  vorhergehende  Gleichung  verwan- 
delt sich  jetzt  in  die  folgende: 
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Jy  = A«±jrBdv 


dx  dx  1 dx 

und  diese  liefert  für  dx  = 0 also  auch  Qi  = 0 und  q2 

dy_ 
dx 


0 


du  , dv 

a^7+b-J7 


oder  vermöge  der  Bedeutung  von  y 

d ( Au  + Bv ) , du  , „ dv 

3)  Tx ~A~dx‘B~dx' 

Will  man  statt  der  Differenzialquotienten  blosse  Differenziale 
benutzen,  so  kann  man  schreiben: 

4)  d (Au  -f-  Bv)  = A du  - J~  Bdv. 

Die  obige  Schlussweise  erstreckt  sich  übrigens  auf  jede  beliebige 
endliche  Anzahl  von  Summanden,  nicht  aber  auf  eine  unendliche 
Menge  derselben,  weil  man  in  diesem  Falle  nicht  behaupten  darf, 
dass  der  Ausdruck  -|-  Bq2  CQa  ~\~  771  *»/•  die  Null  zur 
Grenze  habe,  wenn  pj,  p2,  etc.  verschwinden. 

II.  Handelt  es  sich  um  die  Differenziation  eines  Produktes, 

5)  y — uv , 
so  findet  man  sogleich 

dy (u-\-  du)  (y~\~dv) — uv 

d x 


d x 


dv  , du  , du 


dv 


dx 


dx  dx  1 dx  dx 
und  wenn  man  zur  Grenze  für  verschwindende  dx  übergeht: 

dy  dv  . du 

dx  dx  ' V dx  * 

Vermöge  des  Werthes  von  y kann  man  dafür  schreiben: 


6) 


d («ti) 
dx 


dv  , du 

u v 

dx  ' dx 


oder  auch 

7)  d (mu)  = u dv  -(-  v du. 

ni.  Ist  endlich  ein  Quotient  zu  differenziren,  etwa 

8)  y ~ 
so  hat  man  zunächst: 


v 

< 

u 
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z/y  /v-j-z/u  v\ 

\M— (—  z/?<  ll) 


z/a? 


z/a? 


u 


z/u 

z/a; 


z/w 

z/a? 


(?/  — f—  z/  w)  u 

und  hier  giebt  der  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  z/ar: 


dy 

dx 


u 


dv 

dx 


v 


du 

dx 


uJ 


d.  i.  vermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  des  y 

a ) dv  du 

9)  ' “ 


u 


dx 


v 


dx 


dx 


oder  auch  nur: 

, / v \ u dv  — v du 
10)  <*(-)  = ; • 

IV.  Die  hier  entwickelten  Sätze  können  bereits  zu  mancher 
kleinen  analytischen  Entdeckung  führen ; differenzirt  man  z.  B.  beide 
Seiten  der  Gleichung: 

x -j-  x2  -(-  x3  -f-  a?4  -f-  . . . . -j-  a?n 
— g»+i 

1 — x 

und  zwar  die  linke  Seite  mittelst  der  in  I.,  und  die  rechte  nach  der 
in  ITT,  entwickelten  Regel,  so  findet  sich 

1 — 2 a?  — f—  3 a:2  — 4 a?3  — . . . -j-  a?n  1 
_ 1 — (n  -f-  1).  xn  + »*»+  1 
_ (1  — iT)2 

und  so  lässt  sich  überhaupt  aus  jeder  Summenformel  eine  neue  der- 
artige Formel  durch  Differenziation  ableiten. 

V.  Eine  anderweite  und  zwar  nicht  unwichtige  Anwendung 
der  bisherigen  Regeln  ist  folgende.  Wenn  m eine  ganze  positive 
Zahl  bedeutet,  so  liefert  die  wirkliche  Ausführung  der  durch 

(1  -f-  a?)m  angedeuteten  m Multiplikationen  ein  Resultat  von  der  Form 
1 1)  (1  -f-a?)m  = 1 -f-  A1  x -f-  A2  x2  -)-  As  x3  -f-  . . . . -f-  Am  xm . 

Um  die  mit  A bezeichneten  Coeffizienten  zu  bestimmen,  diffe- 
renziren  wir  beiderseits;  dies  giebt: 

d *~(1  dx  — 1Ä1  + iA°-x  + 3 4s*2  + • • • + 
und  dabei  ist  die  linke  Seite  der  Grenzwerth  von 
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(1  -\-x  + 4x)m  — (1  + x)m 
~Z~x  ‘ 

Den  Lehren  des  §.  2 zufolge  gilt  aber  fiir  verschwindende  8 
und  beliebige  z immer  der  Satz: 


04 r.  (z  + Ö)m—zm 
. Lim ! s = Lim 


mzm  i, 


8 0 — f-  8)  — z 

der  sich  für  z — 14-#  und  8 = /i x hier  anwenden  lässt;  man  er- 
hält so  den  Differenzialquotienten 

w(l— J—  x^)m  ^ = l-^i  ~f~  2 A.j  x 4~  3A$x^  4"  • • • ~ }~  mAjnX™ 

Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit  1 -)- x und  die  in  Nr.  1 1) 
verzeichnete  mit  m,  so  sind  die  linken  Seiten  gleich,  mithin  müssen 
auch  die#rechten  Seiten  gleich  sein;  daher  ist: 


1A1+(2A2+1Ai)x- 


m- f-  m Ai  x 

und  hieraus  findet  sich  der  Reihe  nach: 

m . . m — 1 


(3  Aß  — |—  2 ^2)  ^ ~f~  • • • • 
vi  A2  x2  — |—  .... 


Ai  — — , A2  — Ai 
A3  — A2 


2 

m — 2 


m m — 1 
_ ■ 


m m- 

T~~ 


2 7 

-1  m — 2 


man  gelangt  so  zu  der  Gleichung: 
kra  „ . m 


2 3 

— 1)  (in — 2) 


u.  s.  w., 


12)  (!  + ,)"•  = 1 +Y*+-(f=H  ^+m(n,1.  2-.  '3 


welche  den  Namen  des  binomischen  Satzes  für  ganze  positive 

b 

Exponenten  führt.  Nimmt  man  x = — und  multiplizirt  beiderseits 


a 


mit  am,  so  folgt  noch  die  Formel: 


13)  (a  + i>™  — am-\-jam-1  Ä + 


m(m — 1) 


a 


m- 


b2 


1 . 2 

m (in—  1)  (m— 2)  m — 3 
1-2-3 

mittelst  deren  jede  zweitheilige  Grösse  auf  beliebige  Potenzen  er- 
hoben werden  kann. 


4~  • • * •> 


'§.  7. 

Differenziation  der  Funktionen  von  Funktionen. 

I.  Ist  z eine  Funktion  von  y,  und  dieses  eine  Funktion  von  x , 
finden  also  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

i)  z = f(y),y  — <pO) 
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statt,  so  kann  man  die  Differenziation  von  z auf  zwei  andere  Diffe- 
renziationen zuriickföhren.  Die  Aenderung  des  x zieht  nämlich  die 
Aendernngen  des  y und  z nach  sich,  und  es  ist  daher 

dz  _f(y  + dy)  — f(y) 

/Ix  / Ix 

statt  dessen  kann  man  setzen: 

dz  _f(y-{-//y)  — f(y)  /ly 

/Ix  /ly  / Ix ’ 

wobei  man  nicht  übersehen  möge , dass  der  rechts  vorkommende 
Differenzenquotient  von  f(y ) ebenso  gebildet  ist,  als  wenn  y unab- 
hängige Yariabele  und  demnach  /ly  eine  willkürliche  Zunahme  des 
y w£re.  Gehen  wir  nun  in  der  obigen  Gleichung,  oder  in  der  fol- 
genden mit  ihr  identischen  • 

/]  z /I  z /ly 

/Ix  /ly  /Ix 

zur  Grenze  über,  so  folgt  auf  der  Stelle: 

dz  dz  du  dz 

2)  — = —•-—  oder  dz  = — 

dx  dy  dx  dy 


%-d*. 

dx 

dz 


Man  erhält  demnach  den  Differenzialquotienten  — — , wenn  man 

dx 

dz 

zuerst  den  Differenzialquotienten  -r-  so  bildet,  als  wäre  y unabhän- 

o 

■ . dy 

gige  Variabele,  und  ihn  nachher  mit  -f-  multiplizirt ; die  Werthe  der 

dx 

beiden  letzteren  Differenzialquotienten  folgen  jederzeit  aus  den  in 
Nro.  1)  aufgestellten  Gleichungen. 

Hätte  man  z.  B.  die  zusammengesetzte  Funktion 

z = (a-|-6a?n)J> 

zu  differenziren , so  schreibe  man  statt  dieser  einen  Gleichung  die 
beiden  folgenden  Gleichungen 

Z = yp,  y = a-\-baP , 

aus  ihnen  erhält  man  unter  Benutzung  der  bisherigen  Differenziations- 
regeln : 

— - = pyP  “ *,  ^-  = bnxn~  1 
dy  1 dx 

und  mithin  durch  Multiplikation  beider  Gleichungen  nach  Nr.  2): 

= bnp  yP  1 e"“1. 
dx 

Setzt  man  endlich  noch  statt  y und  z ihre  Werthe,  so  ist 
nunmehr : 
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- yi  = lnp  je"-1. 

dx 

Man  wird  bei  mehrfacher  Uebung  in  diesem  Verfahren  bald 
finden,  dass  es  nicht  nöthig  ist,  die  Grössen  y und  z in  Rechnung 
zu  bringen,  da  sie  später  doch  wieder  daraus  verschwinden;  man 
kann  vielmehr  diese  Substitutionen  im  Gedächtnisse  behalten  und 
dadurch  eine  wesentliche  Abkürzung  herbeifiihren.  So  würde  man 

z.  B.  in  dem  obigen  Falle  sagen:  analog  der  d(yP)z=pyP~~*  dy  ist 
d [(a-f-J  #n)P]  — p ( a-\-bxn)P  1 d (a-\-bxn) 

= p (a-\-b  xn)P~^  b d (xn) 

= p (a-^-baPyP- 1 bnxn~ 1 dx, 
was  mit  dem  früheren  Resultate  gleich  lautet. 

Ein  zweites  Beispiel  möge  die  Differenziation  von  xF  sein;  stellt 
man  diesen  Ausdruck  als  Exponenzialgrösse  dar,  so  ist 

x x = (ety*  = 

mithin  vermöge  der  Regel  d(eP)  = $ dy 

d O*)  = d ( xlx ) 

= e ( x dlx  -f-  Ix  dx ) 

==  e — — -j-  Ix  dx\ 


= x*  (1  -)-  l&)  dx. 

Auf  demselben  Wege  gelangt  man  zu  der  folgenden  kleinen 
Formelsammlung,  welche  uns  später  von  Wichtigkeit  sein  wird: 

dx 


3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 
9) 


d [t  l(a  + bx)] 

d [ i>  O + £#)] 

, r i , ßxi 

d I — - Arctan  

laß  a J 

d [JL  l “+-0*1 

L'2aß  a — ßx] 

d [Ä 1 (a+ h x2)] 


d [-1  I {ßs  + y/a*  + 02*2)]  = 


Arcsin 


ß 


1*1 
a J 


a -J-  bx 
dx 

(a  b xY 

dx 

a‘2_j_02it2 

dx 

a*—ß  2«9 
x dx 

a -(-  bx 2 
dx 

*+~ßW 

dx 

v/a2  — W*1 


Schl ö milch,  Analysis. 


r 
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10) 

H) 

12) 

13) 

14) 

15) 

16) 
17) 


x dx 

\J a-\-  b x2 
dx 

^a-\-bx2 
x dx 

\Ja  -j-  bx2~ 

= Ix  dx 
= tanx  dx 
= cotx  dx 

F 1 /a-\-ß  tantfYj  dx 

l'2aß  \cc  — ß tanx) J a2cos2x  — ß2sin2x 

, [ 1 . ß tanx 

d — Tr  Arctan 

L «/ 


b \/ir+h, 

d [x  Ix  — 
d [ — l cosx~\ 
d [/  sin 


=]  = 


dx 


a2cos2x  -j-  ß28in2x * 


ß , « 

II.  So  wie  in  der  vorigen  Betrachtung  z als  Funktion  einer 
Funktion,  oder,  was  dasselbe  ist,  al3  Funktion  einer  abhängigen 
Variabele  y erschien,  so  kann  man  auch  Funktionen  mehrerer  ab- 
hängigen Variabelen  bilden.  Es  sei  z.  B. 

18)  z = /(h,  v), 

wo  u und  v von  x abhängen  mögen,  etwa 

19)  u = (p  (x)  und  v — tl>(x), 

so  ist  z zunächst  eine  Funktion  von  u und  v,  im  Grande  jedoch  eine 
Funktion  von  x.  Um  hier  die  Differenziation  auszufiihren,  bemerke 
man  vorerst,  dass  der  Differenzenquotient 

Alz  f(u  -f-  dufv  -f-  dv)  — /(m,*  u) 

Al  x dx 

auch  in  folgender  Form  dargestellt  werden  kann: 
dz  /(«  -f"  Alu , ü)  — /(m,  v)  Alu 

■ _ --■■■—■  ■ «"■  '■  i - — • ■■ 1 ■ ■ ■■ 

Al  X Alu  Alx 


20) 


■ f(u  -f-  z/m,  v -j-  Alv ) — f(u  -\-  Alu , V ) Alv 

Alv  k Al  x' 

Der  erste  Theil  der  rechten  Seite  ist  ganz  in  derselben  Weise 
gebildet,  als  wenn  v eine  Constante  wäre,  und  sein  Grenzwerth 
wird  demnach 

d /(m,  u)  du  dz  du 

- • '■  nur  1 ■ • — ^ 

du  dx  du  dx 

wobei  sich  die  erste  Differenziation  nur  auf  u bezieht,  als  wäre  v 
constant.  Der  zweite  Theil  der  Gleichung  20)  ist  so  gebildet,  als 
wäre  u -)-  du  eine  Constante,  und  demnach  wäre  sein  Grenzwerth: 

d f(u-\-du , v)  dv 


dv 


dx 


Digitized  by  Google 


Cap.  II.  §.  8.  Differenziation  unentwickelter  Funktionen.  35 

da  jedoch  z/m  mit  z/ x gleichzeitig  verschwindet,  so  ist  der  richtige 
Grenzwerth : 

d f(u , v)  d v dz  dv 

„ dv  dx  dv  dx' 

Nach  diesen  Bemerkungen  erhält  man  aus  der  Gleichung  20) 
die  Differenzialformel: 

dz  d f(tty  v ) du  , d f (m,  r)  dv 

dx 


21) 


+ 


du  dx  ' dv  dx 

Die  beiden  Differenzialquotienten  von  /(m,  v),  deren  einer  nur 
w und  deren  anderer  nur  v als  Variabele  ansieht,  nennt  man  par- 
tielle Differenzialquotienten  und  bezeichnet  sie,  um  besserer  Unter- 
scheidung willen,  entweder  durch  Klammereinschluss,  also  mit 

(dfju,  p)^  Qnd  /<*/(«,  v y 


!) 


du  / \ dv 

oder  kürzer,  nach  neuerer  Weise,  durch 

ÄJi  und  HpA. 

du  dv 

• 9 

Man  wird  jetzt  die  Formel  21)  in  nachstehender  Form  schrei- 
ben, wobei  für  z sein  Werth  gesetzt  ist: 


22) 


df(u,  v)  df(u,v ) dn  . 3/0,  v) 


dx 

Hiernach  ist  z.  B. : 
dl  (au2  4-$u2) 


du 


2 au 


dx 


+ 


dv 


dv 

~dU' 


du 


+ 


2 bv 


dv 
dx  ’ 


dx  au2-\-bv2  dx  1 au2-\-bv 2 

wie  man  leicht  findet,  indem  man  die  in  I.  entwickelte  Regel  für 
y = au2  -)-  bv2  benutzt. 

Die  soeben  durchgeführten  Betrachtungen  lassen  sich  auf  Funk- 
tionen mehrerer  abhängigen  Variabelen  ausdehnen;  so  erhält  man, 
wenn  m,  v,  w Funktionen  von  x sind: 

d f(u , v,  w ) 


df(u,v,w)  du 

~ — - ■ II  ■ --■-■■■  • ■ — 

du  dx 


+ 


dx 

df(u,  U,  w) 


dv  . d /(m,  ü,  u>)  dw 


+ 


dv  dx  1 dw  dx ’ 

ähnliche  Formeln  gelten  bei  mehreren  abhängigen  Variabelen. 


§.  8. 

Differenziation  unentwickelter  Funktionen. 

Wenn  zwischen  zwei  Variabelen  x und  y eine  Gleichung  von 


der  Form : 

1) 

Si 

II 

o 

/ 

9 

3* 
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besteht,  so  sind  nicht  beide  Variabele  willkürlich,  denn  man  würde 
durch  Auflösung  der  Gleichung  in  Beziehung  auf  y als  Unbekannte 
ein  Resultat  von  der  Form: 

2)  y — <p  O) 

erhalten,  wo  nun  x die  unabhängige,  y die  abhängige  Variabele  ist. 
Lässt  sich  diese  Reduktion  auf  y ausführen,  so  kann  man  auch 

dy 


dx 


= <p‘  O) 


nach  den  vorigen  Regeln  entwickeln;  dies  geht  jedoch  nicht  mehr, 
wenn  die  Gleichung  1)  unauflösbar,  also  eine  unentwickelte 
Funktion  von  x ist.  Man  hilft  sich  dann  auf  folgende  Weise:  Aus 
der  Gleichung  1)  folgt  zunächst,  weil  sie  für  alle  x und  die  daraus 
folgenden  y bestehen  soll,  dass  auch 

/ (x  -f-  /Jx,  y -f  4y)  — 0 

sein  muss,  und  demgemäss  finden  die  Gleichungen 

/ O + 4x,  y -f  /ly)  — / Q,  y)  __ 

/Ix 

und 

d f O,  y) 


dx 


0 


statt.  Vermöge  der  Gleichung  22)  des  vorigen  Paragraphen  ist 
dies  so  viel  wie 


y ) dx  . 3/(^,  y)  dy 


+ 


Dx  dx  ' Dy 
und  hieraus  ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 

y) 

dy 


dx 


= 0, 


3) 


D x 


dx 


3/0,  y ) 

Dy 


Um  also  den  Differenzialquotienten  der  unbekannten  Funktion 
y = 9?0)  zu  finden,  braucht  man  nur  die  partiellen  Differenzial- 
quotienten der  Bedingungsfunktion  / (a?,  y)  durch  einander  zu  divi- 

Die  so  für  ~~  = cp1  («)  gewonnene  Formel  enthält  zwar 
dx 


diren. 


noch  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  dessen 
Werth  jedoch  gefunden  werden  kann,  sobald  x einen  speziellen 
Zahlwerth  bekommt;  denn  es  wird  dann  die  Gleichung  /O,  y)  zu 
einer  numerischen  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  (y),  und  eine 
solche  Gleichung  kann  mindestens  durch  Probiren  immer  aufgelöst 
werden. 
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Wäre  z.  B.  die  gegebene  Bedingungsgleichung : 

4)  /Oi  y)  = 2/5*3  ~ 2 y*x2-\-3y  — ßx  — 0, 
die  in  Beziehung  auf  y nicht  lösbar  ist,  so  folgt: 


87 


3/0*1  y) 

3/Q,  /) 
32/ 


3ybx2  — 4?/4.r  — 6 


byAx° — 8 y3  — j—  3 


und  mithin  ist 


dy 


— <p‘  O)  = — 


8 ybx2  — 4 yAx  — 6 . 


dx  T v~'  by4x3  — r 8y3#2-|-3" 

Für  a:  = 1 z.  B.  geht  die  obige  Bedingungsgleichung  in  die 
numerische  Gleichung  über: 

yb— 2yiJr3y  — 6 = o, 

deren  einzige  reelle  Wurzel  y = 2 ist;  dem  Werthe  # = 1 ent- 
spricht also  9?  (1)  = 2 und 

3 ♦ 25  — 4 • 24  — 6 26 

^ ' “ 5 ♦ 24  — 8 • 23  -j~  3 19  * 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von 
x die  zugehörigen  Zahlwerthe  von  <jp  ( x ) und  <p'  O)  aufsuchen  können. 
Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

4 y*  — 3y  -j-  sin  x — 0. 

Hier  ist 

*JpJ±  = co,s,  12^-3, 

und  hieraus  findet  man  sogleich: 


dy 


COS  X 


dx  3(1  — 4/0 

Der  vorliegende  Fall  gestattet  noch  eine  Probe.  Die  Wurzel 
der  obigen  Gleichung  ist  nämlich  y = sin  | <z,  wie  man  mittelst 
der  goniometrischen  Formel: 

4 sinz  A — 3 sin  A sin  3 A = 0 

leicht  finden  wird.  Es  müsste  also 

cosx  d (sm  I o?) 

3(1  — 4 sm2  O)  c?# 

sein,  und  dies  bestätigt  sich,  wenn  man  die  bekannte  Formel: 

cos  3 A n=  cosA  (1  — 4 sin 2 Ä) 

für  A = I x anwendet  und  andererseits  sin  | x auf  gewöhnliche 
Weise  differenzirt. 
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§.  9. 


Differenziation  der  Funktionen  von  mehreren 
> unabhängigen  Variabelen. 

Enthält  eine  Funktion  mehrere  unabhängige  Variabele  ar,y,  z etc., 
ist  also 

1)  u = /Oi  y?  2?  • • • 

so  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  andere  Variabele  für  sich 
allein  ändern,  oder  eine  gleichzeitige  Aenderung  mehrerer  Variabe- 
len vornehmen.  So  erhält  man  z.  B.  durch  Aenderung  des  x allein: 

du  jjiTfJ  ^ y*  • • •)  /(^i  • • 0 


dx  ~ /d  x 

und  hierbei  gelten  y,  z,  -.  . . als  Constanten;  e3  ist  also  der  vor- 
stehende Differenzialquotient  ein  partieller  und  muss  demgemäss  mit 

^ U bezeichnet  werden.  Eine  solche  partielle  Diffe- 


/ du  \ 

\dx) 


oder 


3 x 


renziation  hat  nun  weiter  keine  Schwierigkeit,  und  es  bedarf  daher 
nur  noch  der  Untersuchung  des  zweiten  Falles  einer  gleich- 
zeitigen Aenderung  mehrerer  Variabelen. 

Lassen  wir  zunächst  x und  y sich  ändern,  so  geht  die  Glei- 
chung 1),  welche  wir  in  diesem  Falle  kurz  durch 
2)  u = /O,  y) 

darstellen  wollen,  in  die  folgende  über: 

u-\-/lu  = f{x-\-/ix,  y-\-/!y), 
und  aus  ihr  findet  sich,  wie  leicht  zu  übersehen  ist, 

/(iC-j-z/x,  y)—  /O,  y) 


3) 


/du  — 


/d  X 


/dx 


, f(x-\-4x,y-\-/dy)—f(x-\-4x,  y)  ^ 
+ 


Gehen  /ix  und  /ly  in  Null  über,  so  gelten  offenbar  die  Glei- 
chungen : 

T f(ß-]-4x,  y)  — f(x,  y)  __  3/0,  y ) _ 3u 
/dx  “ da?  ~ 3a; 

^ /Q  + ^^y  + ^y)— ' f(x-\-/dx,  y ) _ 3/Q-[-z/a:,  y) 

/dy  3 y 

und  weil  /ix  und  /iy  gleichzeitig  verschwinden,  so  ist  der  vor- 
stehende Ausdruck  auch 


Lim 


3 y 


* y 
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Die  Differenzengleichung  3)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  fol- 
gende Differenzialgleichung : 

b u . bu 

4)  du  = dx  - 1 — dy 


bx 


by 


oder 


5) 


«*/(*,  = <**  + 2%ü> 


,b  x y 1 by 

welche  sagt,  dass  das  totale  Differenzial  einer  Funktion  die  Summe 
von  den  partiellen  Differenzialen  derselben  ist.  Diese  Regel  lässt 
sich  sehr  leicht  auf  Funktionen  mehrerer  Variabelen  ausdehnen; 
ändern  sich  z.  B.  x,  y,  z gleichzeitig,  so  gilt  die  Gleichung: 

„ bu  _ , bu  _ , bu  , 

6)  du  = — — dx  + — — dy  H — - — dz, 

y bx  1 by  d 1 bz 

und  ähnlich  bei  mehreren  Variabelen. 

Als  Anwendung  hiervon  diene  Folgendes.  Wenn  zwischen  den 

drei  Variabelen  x,  y,  z die  Bedingungsgleichung : 

7)  F’O»,  y,  z)  ~ 0 oder  kurz  F = 0 

besteht,  so  würde  durch  Reduktion  auf  z ein  Resultat  von  der  Form 

2 = ty(x,  y ) 

zum  Vorschein  kommen,  und  es  hätte  dann  keine  Schwierigkeit,  die 


bz 


bz 


partiellen  Differenzialquotienten  — — und  -r — direkt  zu  entwickeln. 

bx  oy 

Will  man  oder  muss  man  jene  Reduktion  auf  z vermeiden,  so  ist 

zunächst  die  Gleichung  6)  zu  benutzen;  sie  giebt: 

Ä bF  _ . bF  _ , bF  , 

0 = — — dx  -f-  — — dy  — — — dz, 

bx  ' bx  * 1 bx  ’ 

und  dies  würde  ohne  Weiteres  richtig  sein,  wenn  x,  y,  z sämmtlich 

unabhängige  Variabele  wären;  es  ist  aber  im  Gegentheil  z eine 

Funktion  von  x und  y , also 

b z , b z 

dz  = — — dx  -f-  — — dy, 
bx  1 by  J 

Substituirt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  und  dividirt  nach- 
her mit  dx , so  folgt: 

bF  , bF_  bz\  /bF  bF_  _bz_ 

bz  bx)'\by'bz  by 
Da  dx  und  dy  die  Differenziale  der  beiden  unabhängigen  Va- 
riabelen x und  y,  also  selbst  von  einander  unabhängig  sind,  so  kann 
dy 

— jede  beliebige  Grösse  q bezeichnen,  indem  es  freisteht,  dy=qdx 
zu  setzen;  dann  ist  es  aber  zum  Bestehen  der  obigen  Gleichung  er- 


-(£+ 


\dy_ 
) dx  ' 


40  Cap.  IL  §.  9.  Differenziation  der  Funktionen  etc. 

forderlich,  dass  die  einzelnen,  in  Parenthesen  stehenden  Ausdrücke 
für  sich  Null  sind;  dies  giebt 

in 

dz  d X 


dz 


dx 


IL 

dz 


dy 


dF 

dy__ 

IL 

dz 


Man  könnte  dies  auch  unmittelbar  aus  den  Lehren  des  vorigen 
Paragraphen  erhalten,  und  zwar  bedarf  es  nur  der  einfachen  Be- 

3 z 

merkung,  dass  bei  der  Entwickelung  von  — — das  in  F (#,  y,  z)  — 0 

o X 

vorkommende  y als  Constante  anzusehen,  also  nicht  weiter  zu  beach- 

d z 

ten  ist , und  dass  es  ebenso  bei  — — nicht  auf  x ankommt;  in  jedem 

dx  4 

Falle  hätte  man  es  dann,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  nur  mit 
zwei  Variabelen  (x  und  z oder  y und  z)  zu  thun  gehabt. 


\ 
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Mehrfache  Differenziationen. 

§.  10. 

Fundamentalbegriffe  und  Formeln. 

Das  Verfahren,  welches  zur  Entwickelung  der  Differenz 

1)  4y  = -f*z/a?)  — f{x) 

einer  Funktion  y = fix)  diente , ist  auf  diese  Differenz  selbst  wie- 
der anwendbar;  indem  man  nämlich  x-\ -z/a?  an  die  Stelle  von  x 
treten  lässt  und  nachher  den  ungeäuderten  Ausdruck  abzieht,  hat  man 
4 i^  y)  = fix 4-  2 . z/ x)  — fix  -|-  z/  a?)  — [/  (a?  -f-  z/  a?)  — /(»], 
und  man  schreibt  dafür  gewöhnlich: 

2)  ^y  = fix  -f-  2 /dx)~  2fix-\-^d  x)  -)-/ ix), 

wobei  der  in  z/2  vorkommende  Exponent  kein  Potenzexponent , son- 
dern nur  der  Anzeiger  einer  zweimaligen  Differenzenbildung  sein 
soll.  Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich  durch  Wiederholung  des  Ver- 
fahrens: - 

3)  z/3y  = /(a?-|-  3 z/a?)- — 3/(a?-^2z/a?)-j-3/(a?-f-z/ar) — fix), 
und  es  ist  leicht  genug,  in  dieser  Weise  weiter  zu  gehen. 

Was  von  den  Differenzen  gilt,  lässt  sich  gleichförmig  auf  die 
Differenzenquotienten  anwenden;  man  hat  dann,  von  dem  ersten 
Differenzenquotienten 

. Jy  _ /(*- f-Za)  — /Q) 

z/a?  z/a? 

ausgehend,  für  den  zweiten  Differenzenquotienten  den  Ausdruck: 
fix- f-2z/a?) — /(a?-f-z/a?)  /(a?-|-z/a?) — fix) 

z/a?  z/a? 

z/a? 

__  / ix  + 2 z/  a?)  — 2 fix  -f  z/  x)  + /(a?) 

(z/a?)2  ’ 
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d.  i.  vermöge  der  Gleichung  2),  und  wenn  man  kurz  z/  x1  statt 
(z/a?)2  schreibt: 

d1 y /(*-)-  2 /Ix) — 2/(x-f-Zi) +/(*). 

/tx‘  ~ /Ix'1  5 

dann  auf  gleiche  Weise 

z/3y  _/(a?-f 3z/a?)-— 3/(a?  + 2z/a?)-f 3/(a?  + z/a?)— /(a?) 
z/a:3  z/a:3 


5) 


6) 


U.  8.  W. 


Lässt  man  z/a?  in  Null  übergehen,  so  erhält  man  die  Gleichungen : 


7) 


8) 


9) 


dy 
dx 
Vy_ 
dx 2 

dx 3 


= Lim 


= Lim 


— Lim 


/(a?  -f-  z/a?)  — /(a?) 
z/a? 

/(a?  -f-  2z/ a?)  — 2 / (a? -f  - z/ a?)  -(-/Qc) 

z/  a;2 

y(a?—|~  3 z/  a?) — 3 y(a?— J—  2 d x)  — j—  3 j^(a?—|— z/  a?) — f(j%) 

z/  a;3 


u.  s.  w., 

welche  die  Definitionen  der  linker  Hand  stehenden  Symbole  ent- 
halten. Dieser  ursprünglichen  Erklärung  der  successiven  Differen- 
zialquotienten kann  man  übrigens  leicht  eine  sekundäre  Definition 
substituiren , welche  sich  durch  grössere  Einfachheit  empfiehlt.  Da 
nämlich  der  zweite  Differenzenquotient  nichts  weiter  als  der  Diffe- 
renzenquotient des  ersten  Differenzenquotienten  ist,  so  muss  auch 
der  zweite  Differenzialquotient  entstehen,  wenn  man  von  dem  ersten 
Differenzialquotienten  wieder-  den  Differenzialquotienten  nimmt,  und 
ein  Gleiches  gilt  von  den  weiteren  Differenzialquotienten;  man  wird 
also  die  auf  einander  folgenden  Differenzialquotienten  nicht  nach 
den  obigen  Formeln  unmittelbar,  sondern  einen  aus  den  anderen 
durch  fortgesetzte  Differenziation  bilden.  Das  Schema  hierzu,  nebst 
der  üblichen  Bezeichnung,  ist  dann: 

y — /(*) 

dy  (lf(x) 

dx  dx 

10)  { <Py  _df(x ) 


/(*) 


dx2 

dzy 


dx 


= /'  (*) 


dx3 


d/w  = 

dx  J y 


U.  8.  W. 
2 


So  hat  man  z.  B.  für  y = § $\Jx 

dy  . d<1y  


dx 


\Jx  , 


dx  2 


5 


'V 


— 11.  s. 


f. 
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Auch  in  diesen  successiven  Differenziationen  kann,  wenigstens 
bis  zu  einem  gewissen  Grade,  eine  geometrische  Bedeutung  liegen; 
denken  wir  uns  z.  B.  y als  die  über  der  Abscisse  x stehende  Fläche 

einer  Curve,  so  ist  die  am  Ende  von  x stehende  Ordinate  und 

dx 


d2y 
dx 2 


die  trigonometrische  Tangente  des  Berührungswinkels ; in  dem 


oben  angegebenen  Beispiele  würden  diese  Beziehungen  einer  Parabel 
entsprechen. 

§.  11. 

Höhere  Differenzialquotienten  der  einfachsten 

Funktionen. 

I.  Durch  fortgesetzte  Anwendung  der  für  die  Potenz  geltenden 
Differenziationsregel  findet  man  ohne  Mühe: 

d oo 


dx 

d \xP) 
dx * 
d\x^) 
dx 3 


= fl 

= ft  (ft l)xP~~2 

= ft  (ft  — 1)  (ft — 2)  xt*~3 


und  überhaupt,  wenn  n eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 
cP  (*.“) 


1) 


dxn 

Für  ft  ~ — 1 und  ft  = 
vorkommenden  Formeln: 


= ft  (ft — 1)  (ft — 2)  . . . (ft — n — l)x^  n. 

- ergeben  sich  hieraus  die  häufig 


<P 


2) 


3) 


(i)  (—  1)”  1 . 2 . 3 . . . n 


dxn 


«"+1 


(—1)"  1.3.5...  (in— 


1) 


dxn  2n  xn  \/x 

Auf  ganz  gleiche  Weise  kann  man  die  mehrfache  Differenziation 
des  allgemeineren  Ausdrucks  ( a-\-bx ausfiihren;  man  erhält: 
dn  (a-^-bxY* 


4) 


dxn 


— ft  (ft— 1) (ft— 2)...  (ft— n—  1 )bn  (a-\-bx)fi’~\ 


Ist  ft  eine  ganze  positive  Zahl,  so  wird  der  fite  Differenzial- 
quotient constant,  alle  folgenden  mithin  gleich  Null. 
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II.  Für  die  Funktion  alogx  ist  bekanntlich 


d ( alog  x) 


— m ; 


i 


a 


dx  x 

und  hieraus  findet  mau  leicht  der  Reihe  nach: 


( alog  x ) 
also  überhaupt: 


= Jf 


© 


d8  ( alog  x) 


d2 


dx 


<P  {alogx) 


dx 3 


(P~ 


= M, 


© 


dx 2 


etc. 


= AT 


© 


da:”  ° da:”“1 

d.  i.  nach  Formel  2),  wenn  man  n — 1 für  n schreibt: 


5) 


d/1  ( alogx ) 
dxn 


— (—  X)"-1  Ma 


1.2.  3...  (n— 1) 


X 


n 


Auf  gleiche  Weise  entwickelt  man  die  allgemeinere  Formel: 

6)  d»  [°tog  (a + *>*)]  _ j,n_i  M 1 • 2 »••  (»— l)t” 
da:”  ° (a-fi*)” 

HI.  Sehr  einfach  gestaltet  sich  die  successive  Differenziation 
der  Ejqjonenzialgrösse ; man  findet  sogleich 


«*(«*)  _jr,- 

sr  = ***  - *fr  = a (fe)  ’ 

und  hat  demnach  die  allgemeine  Formel: 

(a») 


^3  (aT) 
dx8 


= o*(Za)*,  . . . 


7) 


= ax  (ld)n 


oder  für  la  — ß,  wo  nun  a = e&  ist: 

8)  JLSÜ  = /3"  A 

7 da:” 

IY.  Für  den  Sinus  gelten  folgende  unmittelbar  verständliche 
Gleichungen : 

d ( sin  x ) . . / 7t  - \ 

• = -f-  cos  x ==  sin  I — r x ) 


dx 

d'2  ( sin  x) 
dx 2 

d8  (sin  x) 


sinx 


sin  (“T  + x ) 

d*  ~ ~ C03X  = s“  (■©L  + x) 

d*(smx)  / 4n  . \ 

-f-  sinx  = sm  I ■ — x J 


dx * 


Ul«  8.  W • 
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aus  denen  sofort  die  allgemeine  Formel  fliesst: 


45 


9) 


P ( sin  x) 
dxn 


= sm  (t + 4 


Dasselbe  gilt  fast  wörtlich  vom  Cosinus;  man  erhält 

dn  (cos  x) 


10) 


dxn 


= cos  (’y  + 


Weniger  einfach  gestalten  sich  die  höheren  Differenzialquotien- 
ten der  Funktionen  secx , tanx , cosec. r,  cotx , Arcsin  x und  Arctan  x\ 
bevor  wir  etwas  Näheres  darüber  angeben  können,  müssen  wir  zu- 
nächst die  Differenzialquotienten  zusammengesetzter  Funktionen  un- 
tersuchen. 


§.  12. 

Die  höheren  Differenzial  quotienten  zusammengesetz- 
ter Funktionen. 

I.  Sind  u und  v Funktionen  von  x , deren  höhere  Differenzial- 
quotienten unmittelbar  entwickelt  werden  können,  so  lässt  sich  auch 
die  successive  Differenziation  von 

1)  y — Au  -f-  Bv 

ausführen;  man  findet  nämlich  der  Reihe  nach 


dy 

dx 

Py_ 

dx 


. du  , „ dv 
= A — 


A 


dx 
d-a 
dx 2 


dx 
<Pv 
dx 2 


und  im  Allgemeinen  für  jedes  ganze  positive  n 


£l =A  — 

dxn  dx11 


Pu  , Pv 

A3  } 

dx11 


wofür  man  vermöge  des  Werthes  von  y auch  schreiben  kann: 
2) 


P (Au  -I-  Bv ) . (Pu  . Pv 

K ' —A (-  B 


dxn  dxn  ' dxn 

Nach  dieser  Regel  ist  z.  B.  der  Ausdruck  1 : (1  — x 2)  leicht  zu 
differenziren,  indem  man  beachtet,  dass 


1 = i , _j_/ 

1 — x2  t — x ' 


ist;  man  findet  dann  unter  Rücksicht  auf  die  Formel  4)  des  vori- 
gen Paragraphen 
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“■  (rrs) 


= 2*1  • 2 • 3 • 


n 


+ (-1)"  l 


dx"  ‘ «1  — *)n+]  ' (!+*)"+ M 

II.  Handelt  es  sich  um  die  Differenziation  des  Produktes  y 
— uv,  so  erhält  man  successiv 


dy  __ 

dx 

fL  = 

dx 2 
d*y 


dv  , du 

u17  + v 17 


dx 3 


<P»  ,9 

u — — - -f-  l 
dx*' 

d*v  . 

= u17*  + 3 


du  dv 


dx 

du 

dx 


, d2u 

v 

dx  ' dx2 

d2v  . d2u  dv 

dx2'  ' dx 2 dx 


+ 


d*u 

dx* 


v. 


Diese  Gleichungen  lassen  erkennen,  dass  die  allgemeine  Formel  für 
den  nten  Differenzialquotienten  folgende  Gestalt  besitzen  muss 

Py P(uv) 

dx11  dxn 


4) 


— An  U 


Pv 


“h 


du  <P  *v 


dx11 

• • • • + Än  — 1 


ui  + Äi 


dx  dxn' 

P 1 u dv 
dx 


d2u  P 2v 
dx 2 dxn~ 2 


+ 


+ \ *, 


dxn  1 dx  dx11 

in  welcher  A0,  Ai,  . . . An  gewisse  noch  unbekannte  Coeffizienten 
bedeuten,  welche  nicht  von  der  Natur  der  Funktionen  u und  v,  son- 
dern von  der  Anzahl  der  ausgeführten  Differenziationen,  d.  h.  von 
7i,  abhängen.  Setzt  man  daher  für  u und  v irgend  ein  paar  solcher 
Funktionen , dass  man  sämnitliche  auf  beiden  Seiten  in  Nro.  4)  an- 
gedeuteten Differenziationen  ausführen  kann,  so  erhält  man  eine  Be- 
dingungsgleichung für  jene  Coeffizienten;  eine  derartige  Substitu- 
tion ist 

u = e(lx , v — e?  also  uv  = 

woraus  für  ganze  positive  k und  n folgt 
d^u  7,  ~~  c/°v  P (uv) 


= «*««*  — — 


«*» 


. K . Jjfc . n = (i+«)"  «(1+ß)I- 

dxK  dxr  dx11 

Benutzt  man  diese  Werthe  der  Differenzialquotienten  und  lässt  am 

Ende  den  beiderseits  gemeinschaftlichen  Faktor  e?  eax  = 
weg,  so  bleibt 

(1  + «)" 

z=  Aq  Al  cc  A2  a2  -j-  • • • “h  An  _ i an  ~ 1 -f-  An  an 
und  hieraus  folgt,  dass 
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zusammengesetzter  Funktionen. 

n(n-l) 
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n 

T 


Äo  = 


1.2 


sein  muss,  mit  einem  Worte,  dass  die  Coeffizienten  Aq,  A?,  . , . 
die  sogenannten  Binomialcoeffizienten  des  Exponenten  n sind.  Be- 
zeichnen wir  diese  kurz  mit  n0l  «x,  n2,  . . . wonach  im  Allgemeinen 


5) 


»k  = 


n(n  — 1)  ( n — 2)  . . . (n  — k — 1) 


1 . 2 . 3 ....  k 

ist,  so  haben  wir  jetzt  zur  Differenziation  der  Produkte  die  Formel : 

cP  (uv) 


6) 


= n0u 


<Pü 

dxn 


+ ni 


du 

dx 


dx11 

cP 


dxn 


ZZl  +”2 


Ix 

X 


d2u  cP  2v  . 

2~  " 1 • • • • 

. 

zu  differenziren,  gebe  man 


Um  z.  B.  hiernach  den  Ausdruck 
ihm  die  Form 

Ix  . — 
x 

% 

wo  nun  die  obige  Regel  anwendbar  ist;  man  erhält  nach  gehöriger 
Reduktion : 


d n 


7) 


m 

dx11 


HI.  Nicht  immer  lässt  sich  für  den  wten  Differenzial  quotien- 
ten  einer  Funktion  eine  fertige  Formel  angeben,  da  die  Ausdrücke, 
welche  durch  successive  Differenziation  entstehen,  oft  so  verwickelt 
werden,  dass  man  ihr  Bildungsgesetz  nicht  mehr  übersehen  kann. 
In  solchen  Fällen  ist  es  vortheilhaft,  auf  die  Bildung  einer  Relation 
zwischen  dem  nten  Differenzial quotienten  und  seinen  Vorgängern,  also 
einer  Gleichung  zwischen  f(n\x),  f(n  (#),  /(n— 2)  (.r)  etc.,  aus- 

zugehen, mittelst  deren  man  im  Stande  ist,  jeden  Differenzialquo- 
tienten zu  finden,  wenn  die  Differenzialquotienten  von  niedrigeren 
Ordnungen  bekannt  sind.  Wir  wollen  dieses  Verfahren  an  einigen 
Beispielen  zeigen. 

A.  Ist  / (#)  = sec  x , so  gilt  die  Gleichung 

cosx  . f(x)  = 1 

und  der  nte  Differenzialquotient  derselben  ist  nach  Nro.  6): 
n0  cos  x . /")(*)  — n^cosx.  f(n  2)(ar)-j -n4cosx.f(n  ^(x) — ..) 

— sin  x *\x)  -|-  n3  sin  x — n5  sinx  .^Cn—ö)(^)-|_.  .)  ^ 

und  hieraus  findet  man  sogleich 
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8)  /»)(*)  = [»!/("- !)(*)— »3/n-s)(*)  tanx 

+ "2  /(n~2)(*)  — n4/('*“4)(®)  + «c/(n_C)  (*)—... 

Benutzt  man  diese  Gleichung,  indem  man  der  Reihe  nach  n = 2, 
3,  4,  etc.  setzt  und  f‘  (.z)  = secx  . tanx , /^OO  = sec#  als  bekannt 
ansieht,  so  erhält  man  successiv  f°  ( x ),  /;//  (#)  etc. 

B.  Dasselbe  Verfahren  passt  auf  die  Tangente,  aus/(#)  = tanx 
folgt  nämlich 

cosx  ,f(x ) = sinx 
und  nach  der  obigen  Methode: 

9)  /W  O)  = Sm  (i ^ — n3/(n~3)(j)+-]  tanx 

COS  iv 

4-  «2  /n-2)0)— n4/n-4)(x)4-  .... 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  die  Differenzialquotienten  der  Cose- 
kante  und  Cotangente  entwickeln. 

C.  Bezeichnen  wir  Arctan  x mit  cp  (#),  so  ist 

cp1  (#)  = - — p — - oder  (1  -f-  x 2)  cp*  ( x ) = 1. 

1 — p xl 

Durch  nmalige  Differenziation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich: 

Wo  (1  -(-  x*1)  <p(n-f- *)  (#) -(- nx . 2 x (pW  (#)  -(-  7i2  • 2 . 1 (p^n  ^ (#)=0 
und  durch  Reduktion  auf  <gpCyi~f~  (a?) , wenn  man  zugleich  statt  t*o, 
nx,  n2  ihre  Werthe  setzt: 

10)  9(»+ 1) («)  = _ 2 y(")<-rL+_”(”-,1).^n~1)W. 

1 — J—  x 2 

für  n — 1,  2,  3,  ...  ergeben  sich  hieraus  der  Reihe  nach  die 
Werthe  von  cp 11  ( x ),  cp,u  (x)  etc. 

D.  Um  eine  ähnliche  Formel  für  Arcsin x zu  bekommen,  sei 
Arcsin  x = ip  (x) ; es  ist  dann 


7p1  ( X ) = 


und  7pn  (x)  = 


x 


\/l  — x2  \Jl- 

Der  letzten  Gleichung  kann  man  die  Form  geben: 

(1  — x2)  7pu  ( x ) — x — ^ = 0 


x J 


d.  i. 


\/l  — #s 


(1  — x2)  tp11  ( X ) XTp!  ( X ) = 0 

und  aus  dieser  folgt  durch  nmalige  Differenziation 
n0  ( 1 — x 2)  tp(n  ~1“  2)(#)  — nj . 2xip(n  *)(#)  — n% . 2 . 1 tpW  (#) ) 

— Wq  .x  ip(n~^~*\x) — Hi  . 1 ipW(i v)  ) 

Indem  man  das  Gleichartige  vereinigt  und  auf  ^//(n“H2)  (#) 
findet  man 


= 0. 
reduz  irt. 


Digitized  by  Googl 


Cap.  III.  §.  13.  Successive  Differenziation  der  Funktionen  etc.  49 

U)  *(-+*)W=  + 

1 d?2 

Yon  if)'  (#)  und  xl>n  (x)  ausgehend,  gelangt  man  durch  die  Supposi- 
tionen  n = 1,  2,  3 etc.  zur  Kenntniss  von  il>,n  (x),  (x)  etc. 

E.  Sehr  ähnlich  ist  die  Behandlung  der  allgemeineren  Funktion 

cp  (d?)  = sin  (fi  Arcsin  x). 

Durch  einmalige  Differenziation  erhält  man 

fi  cos  (fi  Arcsin  x)  r . 

cp*  (x)  = oder  y 1 — x2  cp1  (x)  = fi  cos  .(fi  Arcsin  x) 

yl  — x2 

und  durch  eine  zweite  Differenziation 

x 


\J  1 — x2  cp"  (x)  — 


<p'  (x)  = — 


fi2  sin  (fl  Arcsin  x) 


\/l  — x2  ^ 

d.  i.  nach  Wegschaffung  der  Brüche  und  vermöge  der  ursprüngli- 
chen Bezeichnung  für  sin  Ql  Arcsin  x) 

(1  — x2)  cp 11  (x)  — x cp1  (x)  =±  — fi2  cp  (.r). 

Durch  n malige  Differenziation  und  nachherige  Reduktion  auf 
m(n~b2)(a)  leitet  man  liieraus  die  Formel  ab: 

12)  (n  + 2)(r)  = (2n+l)xy("  + »)(^)  + (^-^)(p(")(x) 

F.  Dasselbe  Verfahren  ist  beinahe  wörtlich  auf  die  Funktion 

ip  (x)  = cos  (fl  Arcsin  x) 

anwendbar  und  man  findet  mittelst  desselben  die  Formel 

13)  *(*+»(*)  = (2"  + D^»('‘+1)W  + (^-^)  »<»>(«) 

welche  von  der  unter  Nro.  12)  verzeichneten  nur  in  so  fern  abweicht, 
als  i^(x)  von  cp(x)  verschieden  iat. 


§.  13. 

Successive  Differenziation  der  F unktionen  mehrerer 

unabhängiger  Variabelen. 

Wenn  man  eine  Funktion  mehrerer  unabhängiger  Variabelen 
wiederholt  differenzirt,  so  kann  dies  entweder  partiell  in  Beziehung 
auf  diese  oder  jene  Variabele,  oder  total  in  Beziehung  auf  alle  Va- 
riabel zugleich  geschehen. 

I.  Wird  die  Funktion  f(x , ;/)  zunächst  partiell  in  Beziehung 
auf  x und  der  so  entstandene  Differenzialquotient  partiell  in  Bezie- 
hung auf  y differenzirt,  so  entsteht  der  zweite  Differenzialquotient 

4 


Schlö milch,  Annlysis. 
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V y ) 

3_  a* 


welchen  man  kürzer  mit 


ly 

* * ^2/  Oi  y) 


Sy  Sa? 


bezeichnet,  indem  man  zugleich 


durch  die  Stellung  der  Sy  und  Sa?  die  Reihenfolge  der  Differenzia- 
tionen (von  der  Rechten  nach  der  Linken)  zu  erkennen  giebt.  Auf 

^2/0>  y) 


gleiche  Weise  würde 


Sa?  Sy 


das  Resultat  einer  zweimaligen  par- 


tiellen Differenziation,  in  Beziehung  auf  y und  a?  bedeuten.  Den  ei- 
gentlichen Sinn  solcher  Differenziationen  findet  man  leicht,  wenn 
man  auf  die  Definition  des  Differenzialquotienten  zurückgeht;  es  ist 
nämlich,  /(a?,  y)  kurz  z bezeichnet, 

___  Lim  + y ) — /(a?,  y) 

Sa?  ^ z/a? 

und  es  folgt  daraus,  dass  man  setzen  darf 

__  j)— /(*.  y)  i . 

wo  Q eine  mit  <dx  gleichzeitig  verschwindende  Grösse  bezeichnet. 
Weiter  hat  man 

% r /(•+-**  »)—/(*.  yT 

1 


Wz 


f 


z/a? 


!] 


+ 


Sy  Sa?  Sy  1 Sy  ’ 

d.  i.  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten: 

S2  Z S Q 

ly  Ix  ly 

, /C^y+^y)— C/C^+^^yj—ZC^y)] 

*_/y  z/a? 

Lässt  man  ^a?  mit  z/y  gleichzeitig  Null  werden,  so  verschwindet  p 
und  es  bleibt 

S*z  _ S2/ (a?,  y) 

Sy  Sa?  Sy  Sa? 

— —/(*,  y + 4y)  y)  y) 

z/y  z/a; 

als  unmittelbare  Erklärung  des  nach  a?  und  y genommenen  Diffe- 
renzialquotienten. Aus  denselben  Gründen  würde  die  Gleichung 

S2z  32/0,  y) 


1) 


2) 


Sa?  Sy 


Sa?  Sy 


— £tm  Lim  ^ +^y+ ^y)  — /Q  + ^ ff) — /O,  y + ^y)  +/(x,  y) 


z/a?  z/y 


» 


Digitized  by  Google 


mehrerer  unabhängiger  Variabeleu.  51 

die  umgekehrte  Anordnung  jener  zwei  Differenziationen  aussprechcn; 
die  rechten  Seiten  der  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  sind  aber  die- 
selben und  man  hat  daher  den  bemerkenswerthen  Satz : 

Wz 

^y  üx  Da? 

welcher  sagt,  dass  es  für  das  Endresultat  gleichgültig  ist,  in  wel- 
cher Ordnung  die  zwei  partiellen  Differenziationen  in  Beziehung  auf 
x und  y ausgeführt  werden.  — Man  kann  diesem  Theoreme  eine 
sehr  anschauliche  Seite  abgewinnen,  wenn  man  sich  z als  das  Vo- 
lumen denkt,  welches  unterhalb  von  einem  beliebigen  Rechtecke  aus 
den  Seiten  OL  = x und  OM  =.  y (Fig.  8),  seitwärts  von  den  vier 


Fig.  8. 


auf  OL , LN,  NM,  MO  errichteten  Vertikalebenen,  und  oberhalb 
durch  irgend  eine  Fläche  begrenzt  wird;  es  ist  dann  in  der  That  z 
eine  Funktion  von  x und  y,  und  man  hat  nach  §.  1.: 

4^-  = Fläche  LNWU 

ÖX 

HLNWU)  , 

iy  Ix  iy 

andererseits : 

— = Fläche  MN  W V 

Mz  =jWNWJ)  = NW 

ix  ~by  <)x 

. was  mit  der  Gleichung  3)  übereinstimmt. 

Sind  irgend  wieviel  Differenziationen  in  Beziehung  auf  irgend 
wieviele  Variabele  auszuführen,  so  lassen  sich  nach  dem  Vorigen 
immer  je  zwei  Differenziationen  vertauschen;  auf  diese  Weise  kann 

4*  < 
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man  jede  beliebige  Anordnung  der  Differenziationen  herbeiführen, 
ohne  dass  das  Resultat  eine  Aenderung  erleidet. 

Et.  Mittelst  des  Vorigen  lassen  sich  die  höheren  totalen  Dif- 
ferenziale einer  Funktion  leicht  entwickeln;  man  hat  nämlich  zu- 
nächst bei  zwei  Variabelen 


4) 


bz  . bz 
dz  ~ — — dx  -| — dy 


bx  1 by 
und  unter  Anwendung  desselben  Satzes 

bz 


dH 


{^-dx\  i(^-dx) 

ldx  + Ali — ldy 


bx 


by 


dy 


dy 2 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  3) 

5) 


b2z 

d2z  = ■ dx 3 -f-  2 

bx*  ' bx  b'y 


b2z  ' ' . b2z 

dx  dy  -) — — - dy1. 


by 2 


Durch  Wiederholung  desselben  Verfahrens  findet  sich 

d3z 


6) 


b3Z 

d3z  = *r — r dx3  -4-  3 s 

bx3  bx2  by 


dx 3 dy 


b3 Z b$ z 


und  wenn  man  beachtet,  dass  die  hier  vorkommenden  Zahlencoeßi- 
zienten  durch  dieselbe  successive  Addition  wie  in  §.  12.,  I.  entste- 
hen, so  erkennt  man  als  allgemeines  Gesetz: 

7)  <T‘z  = n0  äxn-\- - ni  dx”~1dy 


ixn 


-f-  n. 


ix“-1  iy 


bx 


n — 2 


Kürzer  schreibt  man  dafür 

8) 


by‘ 


dxn~2dyi  + . 


■ ***  = (-bd*  + -k  dyi  3”z- 


I 

I 

! 

I 

« 
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Bei  drei  Variabelen,  wenn  also  u eine  Funktion  von  x,  y und  z 
wäre,  erhält  man  auf  gleiche  Weise: 


und  man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  die  Sache  bei  mehreren 
Variabelen  gestaltet. 

§.  14. 

Höhere  Differenzialquotienten  unentwickelter 

Funktionen. 


Aus  den  Betrachtungen  des  §.  8.  wissen  wir,  dass  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

1)  /O,  y)  = 0 oder  / = 0 

durch  Differenziation  die  folgende  giebt: 

y i y dv 

dx 


2) 


+ 


= 0, 


ehr  1 Tfy 

wobei  x die  unabhängige  Variabele  bedeutet  und  y als  unentwickelte 
Funktion  von  x angesehen  wird.  Um  nun  die  Differenzialgleichung 
zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  der 
Gleichung  2)  für  den  Augenblick  mit  fx{i r,  y ) oder  noch  kürzer  mit 
/i;  es  ist  dann  unter  Anwendung  derselben  Regel 

V.  i JA  dy 


3) 


+ 


= 0, 


d#  1 2>y  dx 

andererseits  hat  man  aber  vermöge  der  Bedeutung  von  fi 


JA_ 

2>x 

JA 


_ ü!/  . 

— S*2  _r 


JL 

<>y 


<Py 

dx2 


+ 


Vf  dy 

■ ■■  » • 1 1 1 

c)x  7)y  dx 


vf 

c) x 


+ 


(S 


v 

• 

<>y 


+ 


iV 

ly2 


dy 

dx 


Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  y nur  von  x abhängt,  dass  also  auch 

~ nur  x enthält,  mithin  eine  Funktion  von  x allein  [nach  der  frü- 
dx 

heren  Bezeichnung  (p‘  (#)]  und  constant  in  Beziehung  auf  y ist ; man 
hat  daher 


und  wenn  mau  die  drei  letzten  Gleichungen  in  Nro.  3)  einführt,  so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung: 


54  Cap  III.  §.  14  Höhere  Differenzialquolientcn  unentwickelter  Funktionen. 


4) 


32/ 


+ 2 


3*/  dy 


, jv 

da?  ’ Sy2 


.^=o. 

\da?y/  ~ Sy  da?2 


Sa?2  1 Sa?  Sy 

Nach  demselben  Verfahren  kann  die  Differenzialgleichung  drit- 
ter Ordnung  aufgestellt  werden;  sie  ist,  wenn  /2  die  linke  Seite  der 
vorigen  Gleichung  bezeichnet: 


5) 


V2  i <\Z*2  dy 


Sa? 


+ 


Sy  da? 


= 0. 


Bei  wirklicher  Entwickelung  der  angedeuteten  partiellen  Diffe- 
renzialquotienten  findet  sich: 


M. 

Sa? 


S3/  , . 

— J—  4-  2 
S a?3  ' 


S8/ 


+ 


Sa?2  Sy 

37  /iJL\ 


da?  Sa?  Sy 


d2y_ 

da?2 


_ 3»/ 

Sy  Sa;2  Sy 

+ 33/ 


Sa?  S y2  \ da?  / 

3/  <*3.y 

■ 1 • ™ 11  1 

Sy  da?8 

s8/ 


!+2i^ 

^ 3y3 

J>7 


+ 


+ 2 


Sa?  Sy2 


Sa?  Sy 
dy 
dx 


dy 

dx 

d'y 
dx 2 


d*y_ 

da?2 


fiy_Y  , ÜJ 

\<W  + 3y 


3V  ^ 


Sy3  \da?  / 1 Sy2  da?2 

Durch  Substitution  in  Nro.  5)  giebt  dies  bei  Vereinigung  aller 
gleichartigen  Grössen: 


6) 


2V  ,3 

3*3  ' S 

+ 3 


33/ 


Sa?2  Sy 

S2/ 
Sa?  Sy 


I , 33/ 

da?  ' Sa?  Sy2 


+ac 

^ Sy3  V 


5t_Y 

da?  ) 


^ , 31V 

da?2  ' S y2 


dy 

da? 


£y 

da?2 


+ 


S/  d3y 


= 0. 


Sy  da?3 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  mittelst  dieses  Verfahrens,  was 
freilich  immer  längere  Rechnungen  erfordert,  die  höheren  Differen- 
zialgleichungen der  gegebenen  Gleichung  entwickeln  lassen;  aus  ih- 
nen lassen  sich  dann  auch  die  Differenzialquotienten  der  Funktion 
y von  a?  herleiten ; denn  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  2) : 

V 

dy 


7) 


Sa? 

da?  S / 1 

3 y 

wie  schon  bekannt  ist;  ferner  aus  Nro.  4): 
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8) 


gy 

dx2 


ü!/  + » »*/  . ii. 

Sx3  ' Dx  Dy  dx 


+ 


3V 


(£)' 


i/ 


<*y 


und  hier  kann  man  den  vorhergefundenen  Werth  von  einsctzen ; 

dx 

9 d3  y 

die  Gleichung  6)  führt  dann  weiter  zur  Kenntniss  von  ■■■  \ u.  s.  f. 

dx3 

Auch  bei  Funktionen  mehrer  Variabelen  bleibt  das  Verfahren 
ganz  dasselbe,  man  unterlässt  es  jedoch,  allgemeine  Formeln  aufzu- 
stellen, weil  diese  sehr  verwickelt  werden  würden,  und  zieht  es  da- 
gegen vor,  in  jedem  gegebenen  speziellen  Falle  die  nötliige  spezielle 
Rechnung  auszuführen. 


§.  15. 

Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen. 


Bezeichnet  x die  unabhängige  Variabele,  in  Beziehung  auf  welche 
ein  oder  mehrmal  differenzirt  wird,  so  ist  nach  den  Prinzipien  der 
Differenzialrechnung  dx  ein  dem  x willkürlich  ertheilter  und  auf 
irgend  eine  Weise  in  Null  übergehender  Zuwachs,  und  es  ist  mithin 
dx  unabhängig  von  x;  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Differenziale 
dy  der  abhängigen  Variabelen  y,  denn  für  y=/(x)  ist  dy=fl (x).dx 
und  hier  bildet  dy  eine  Funktion  von  x , weil  es  aus  zwei  Faktoren 
besteht,  deren  erster  x enthält.  Nach  dieser  Bemerkung  folgt  bei 
zweiter  Differenziation,  indem  dx  als  constanter  Faktor  gilt, 
d2y  = df1  (x)  . dx  = fN (x)  d x . dx  = fn(x)dx 2 übereinstimmend 
mit  den  früheren,  und  ebenso  würden  für  die  ferneren  Differenziatio- 
nen dx2,  dx 3 etc.  als  Constanten  anzusehen  sein.  Es  kann  nun  im 
Verlaufe  einer  analytischen  Untersuchung  nöthig  werden,  dem  x den 
Charakter  der  unabhängigen  Veränderlichkeit  abzunehmen  und  ihn 
auf  eine  andere,  entweder  bereits  vorhandene  oder  erst  neu  einzufüh- 
rende, Variabele  zu  übertragen;  so  z.  B.  könnte  es  bei  der  Unter- 
suchung einer  Curve,  deren  Abscissen  x und  deren  Ordinaten  y 
heissen,  erforderlich  sein,  nicht  die  Abscisse,  sondern  die  Ordinate 
als  unabhängige  Variabele  anzusehen,  oder  man  könnte  in  den  Fall 
kommen,  die  Coordinaten  einer  durch  stetige  Bewegung  entstandenen 
Curve  als  Funktionen  der  Zeit  betrachten  zu  müssen,  welche  während 
der  Bewegung  verfliesst,  wie  dies  namentlich  in  der  Mechanik  häufig 
geschieht.  Schärfer  aufgefasst  wäre  jetzt  die  Frage,  was  man  an 
die  Stelle  der  DifFercnzialquotienten 


56  Cap.  ID.  §.  15.  Vertauschung  der  unabhängigen  Variabelen. 

dy  d2y  d2y 
dx  ’ dx 2 ’ dx3  ’ 

zu  setzen  habe,  wenn  x nicht  mehr  als  unabhängige  Variabele,  son- 
dern als  Funktion  einer  anderweiten  unabhängigen  Veränderlichen  t 
angesehen  wird,  wodurch  nun  auch  y in  letzter  Instanz  eine  Funktion 
von  t geworden  ist. 

Beachtet  man,  dass  y von  x und  x von  t abhängt,  also  y eine 
zusammengesetzte  Funktion  bildet,  so  hat  man  nach  den  Lehren  des 

§.  7.,  I.: 

dy  dy  dx 

dt  dx  * dt 

und  man  erhält  hieraus 

dy 

i)  ilL  _ JL-. 

dx  dx, 

~dt 


Indem  man  beiderseits  in  Beziehung  auf  die  unabhängige  Varia- 
bele t differenzirt,  wo  nun  dt  constant  ist,  dx  und  dy  dagegen  von 
t abhängen,  findet  man  links 


d 


dt 


dx  d2y 
dt  dx2 


dx 

~dt 


und  rechter  Hand  nach  der  Regel  für  die  Differenziation  der  Quo- 
tienten 

dx  d2y  dy  d2x 

dt  dt2  dt  dt2 

■ (£)’ 

Stellt  man  beide  Ausdrücke  in  eine  Gleichung,  so  ergiebt  sich 

d2y 

durch  Reduktion  auf 

dx2 


2) 


dx2 


dx  d2y  dy  d2  x 

d t * "dt2  ~dt  * d t2 


Durch  Wiederholung  der  Differenziation  in  Beziehung  auf  t fin- 
det man  auf  gleiche  Weise 
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dx3 


/ dv\2  d3y  dx  d2x  d2y  . dy  /J2j?\3  dx  dy 

\d t)  dt 3 dt  dt2  . dt2  dt\dt2)  dt  dt 


d3x 

Hi* 


/ dx  Y 

V dt  ) 

Wie  man  auf  diese  Weise  weitergehen  kann,  ist  unmittelbar 
klar;  allgemeine  Formeln  würden  wegen  der  grossen  Complication 
der  Ausdrücke  von  keinem  Nutzen  sein. 

Nehmen  wir  beispielsweise  t = y,  womit  gesagt  ist,  dass  nun- 
mehr y als  unabhängige  Variabel e gelten  oder  die  Gleichung  y =f(x) 
umgekehrt  werden  soll  [#  = jF(y)],  so  ist 

dy  1_ 


4) 


dx 


dx 

dy 


5) 


6) 


dx 2 


d*y 
dx 3 


d2x 
dy 2 


/ dx  y 
\dy  ) 

fd2x  Y dx 
\dy2)  ~ dy 
d x Y 

~di) 


d3x 
dy 8 


(■ 


U.  8.  W. 


Dasselbe  Verfahren  passt  auch  auf  den  Fall,  wenn  mehrere  un- 
abhängige Variabelen  vorhanden  sind,  nur  werden  die  Formeln  noch 
etwas  verwickelter.  Man  zieht  es  daher  vor,  die  Rechnung  erst  in 
den  gerade  vorkommenden  speziellen  Fällen  auszuführen,  wie  man 
es  später  sehen  wird. 
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Untersuchungen  über  krumme  Linien  und  Flächen. 

§.  16. 

Der  Lauf  ebener  Curven. 

I.  Die  erste  Frage  bei  der  Betrachtung  ebener  krummer  Linien 
wird  immer  die  nach  dem  Steigen  und  Fallen  derselben  sein,  weil 
man  gerade  hieraus  die  Gestalt  der  Curve  schon  mit  einiger  Sicher- 
heit abnehmen  kann.  Soll  nun  die  Curve  steigen,  so  muss  die  nächste 
Ordinate  grösser  als  die  vorhergehende  sein;  beim  Heruntersteigen 
findet  offenbar  das  Umgekehrte  statt.  Betrachten  wir  also  x und 
y = /(#),  x-\-/dx  und  y -\-4y  =f(x- j-z/.r)  als  Coordinaten  zweier 
Nachbarpunkte,  so  steigt  oder  fällt  die  Curve,  je  nachdem  die  Dif- 
ferenz 

4'J  = f(xJr<dx')  — /O) 

positiv  oder  negativ  ist,  wofür  man  wegen  des  als  positiv  vorausge- 
setzten 4x  auch  sagen  kann,  je  nachdem  der  Differenzenquotient 

4y  ___  /Q-f-zLr)  — /Q) 

/J  x /J  x 

positiv  oder  negativ  ist.  Nun  bildet  aber  der  Differenzialquotient  die 
Grenze  des  Differenzenquotienten  und  wenn  diese  Grenze  positiv  aus-  » 
fällt,  so  muss  auch  der  Differenzenquotient  zuletzt  positiv  gewesen 
sein ; ebenso  würde  ein  negativer  Differenzialquotient  nur  durch  einen 
Differenzenquotienten  entstehen  können,  der  am  Ende  (d.  h.  für  hin- 
länglich kleine  z/  x)  negativ  war ; nach  diesen  Bemerkungen  erhellt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Die  Funktion  f (je)  und  ebenso  die  durch  y — f(x)  cha- 
rakterisirte  Curve  steigt  oder  fallt,  je  nachdem  der  Differen- 
zialquotient /'(#)  positiv  oder  negativ  ist. 

Man  wird  dies  geometrisch  sogleich  bestätigt  finden,  wenn  man 
sich  an  die  Gleichung  tanz  = /'(#)  erinnert;  für  ein  positives  /'(.r) 
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ist  r positiv,  die  Berühnmgsgerade  S T liegt  links  in  Fig.  9 und  die 

9 Curve  steigt;  bei  negativem 

/'(#)  wird  r negativ = — OS'T1 
oder  stumpf  r=  XS1  Tl , die 
Berührende  S ' T1  fällt  rechts, 
also  entgegengesetzt , und  die 
Curve  fällt.  Giebt  man  dem 
x einen  solchen  speziellen 
Werth,  dass  /'(*)  = 0 wird, 
so  liegt  die  Tangente  der  Ab- 
scissenachse  parallel  wie  im 
Punkte  A,  und  wird  endlich  /'(.z)  = oc  , so  ist  r = 90°  und  die 
Tangente  läuft  parallel  zur  Ordinatenachse  wie  im  Punkte  B. 

II.  Eine  zweite  Frage  ist  die  nach  der  Couvexität  oder  Con- 
cavität  der  Curven.  Kehrt  der  Bogen  PP‘  (Fig.  10)  der  Abscissen- 
achse  die  convexe  Seite  zu,  so  heisst  dies  nichts  Anderes,  als  dass 
er  zwischen  seiner  Sehne  und  der  Abscissenachse  liegt,  dagegen  ist 


Fi&  10-  Fig.  11. 


der  Bogen  concav  (Fig.  11),  wenn  umgekehrt  die  Sehne  zwischen 
dem  Bogen  und  der  Abscissenachse  durchgeht.  Schalten  wir  auf  der 
Mitte  der  Sehne  den  Punkt  Q ein,  construiren  die  Coordinaten  der 
Punkte  P,  Q,  P"  und  suchen  noch  die  zu  OM 1 gehörende  Curven- 
ordinate  M1  P;,  so  ist  im  Falle  der  convexen  Krümmung 
M‘  Q M‘  P‘  oder  M‘  Q — M‘  P‘  positiv 
und  bei  concaver  Krümmung 

M‘  Q M‘ P‘  oder  M*  Q — M1  P‘  negativ. 

Für  OM  = x,  MM1  = zi x und  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
M Q das  arithmetische  Mittel  zwischen  MP  und  M“  P"  ist,  lautet 
dieses  Kennzeichen,  die  Curve  kehrt  der  Abscissenachse  die  convexe 
oder  concave  Seite  zu,  je  nachdem  der  Ausdruck 

— +2^)-L/—  -/0+^x)= J [/(.r+2z/x)  - 2/(;r-h*r)+ /(x)] 


Lim 
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positiv  oder  negativ  ist.  Da  es  nur  auf  den  eingeklammerten  Aus- 
druck ankommt  und  andererseits  (/Ix)2  jederzeit  positiv  ist,  so  kann 
man  sich  auch  des  Quotienten 

f(x  -[-  2 /Jx)  — '2f(x-\-/1x)  -f-  f(x)  ■ 4 

//  x 2 

« # • - 

bedienen,  um  die  obige  Entscheidung  in  ganz  derselben  Weise  zu 
geben.  Ist  nun  für  verschwindende  /I  x 

f(x  ~f~  2 /Ix)  — 2f(x-\-/lx)  -J-  f(x) 

/Ix2*  • ' 

»4  * I 

positiv,  so  muss  der  ganze  Ausdruck  zuletzt  positiv  gewesen  sein, 
und  auf  gleiche  Weise  kann  dieser  Grenzwerth  nur  negativ  werden, 
wenn  der  Quotient  zuletzt  negativ  war.  Nach  Formel  8)  in  §.  10. 
bedeutet  der  fragliche  Grenz werth  den  Differenzialquotienten 
d2y 

—£-  = fn  (x)  und  es  findet  daher  eine  convexe  Krümmung  statt, 

wenn  fn(x)  positiv  ist,  eine  concave,  sobald  fn(x)  negativ  ausfällt. 
Diese  Bemerkungen  lassen  sich  auch  auf  den  Fall  übertragen,  wo  die 
Curve  unterhalb  der  Abscissenachse  liegt,  also  die  Ordinaten  AfP, 
M*F,  M‘0,  und  M'^F1  negativ  sind,  und  zwar  wird  man  sehr  leicht 

finden,  dass  hier  umgekehrt,  ein  negatives  Zeichen  des  /" (x)  der 

1 / * / 

Convexitat,  ein  positives  der  Concavität  entspricht.  Mit  dem  Vori- 
gen vereinigt  sich  dies  zu  folgendem  Satze  : ' , 

Die  Curve,  deren  Gleichung  y = f(x)  ist,  kehrt  der  Ab- 
scissenachse die  convexe  oder  concave  Seite  zu,  je  nachdem 
* / s \ 
f(x)  und  /"(tf)  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen 

besitzen. 

Verschwindet  /"(#)  für  einen  speziellen  Werth  von  x , ohne 
dass  zugleich  f(x)  — 0 wird,  so  findet  in  dem  betreffenden  Punkte 
der  Curve  ein  Uebergang  von  der  einen  Krümmungsart  zur  anderen 
statt;  derartige  Punkte  heissen  In  flexionspunkte. 

Wie  man  mittelst  der  hier  entwickelten  Sätze  den  Lauf  einer 
Curve  verfolgen  kann,  wollen  wir  kurz  an  einem  Beispiele  zeigen. 
Es  sei  y 2 — x*  -}-  xb  = 0 oder 

1)  y = x2  \/l — x 

die  Gleichung  einer  Curve  fünften  Grades,  so  findet  man 
d 4.r  — 5 x2  x (4  — hx) 

dx 
cPy 
dx 2 ' 


2) 


3) 


2\/l — x 2\/l  — 

8 — 24  .r  + lhx2  . 


X 


4\/ 1 — x 

und  schlie8st  hieraus  Folgendes.  Da  in  Nro.  1)  das  Wurzelzeichen 
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ebensowohl  positiv  als  negativ  genommen  werden  darf,  so  entspre- 
chen jeder  Abscisse  zwei  gleich  grosse  entgegengesetzte  Ordinaten ; 
die  Corve  besteht  demnach  aus  zwei  congruenten  Theilen  von  entge- 
gengesetzter Lage.  Betrachten  wir  deshalb  nur  den  einen  Theil, 
welcher  dem  positiv  genommenen  Wurzelzeichen  entspricht.  Da  x * 


immer  positiv  ist,  so  bleibt  das  Produkt  x 2 yi— * nach  der  eben 
gemachten  Voraussetzung  immer  positiv  und  es  liegt  also  der  eine 
in  Rede  stehende  Theil  auf  der  einen  Seite,  etwa  oberhalb,  der  Ab- 
scissenachse.  Er  ist  reell,  so  lange  1 — x positiv  ausfällt,  mithin 
von  x = — oo  bis  1 , und  hat  mit  der  Abscissenachse  zwei 

Punkte  gemein,  denn  für  x =0  und  = — |—  1 wird  jedesmal  y — 0. 
Ferner  ergiebt  sich  ausNro.  2),  dass  f‘(x)  negativ  ist  von  x = — oo 
bis  x = 0,  positiv  von  x = 0 bis  x = | und  negativ  von  x = | 
bis  J?  = 1 ; die  Curve  geht  also  aus  dem  Unendlichen  bis  zum  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  herab,  wird  hier  von  der  Abscissenachse 

berührt,  steigt  von  #=0  bis  #=*,  hat  im  Punkte  («=}, 
eine  horizontale  Tangente,  und  fällt  von  x = | bis  x=  1;  im  letz- 
teren Punkte  ist  die  Tangente  vertikal.  Aus  Nr.  2)  erkennt  man, 
dass  fn  (x)  positiv  bleibt  von  x = — oo  bis  dahin , wo  zum  ersten 
Male  8 — 24  x -|-  15  x2  = 0 wird,  d.  h.  bis 


12  — 2 \/6 

x = — v — = 0,473o  . . 

Io 

von  da  ab  ist  f“(x ) negativ  bis  wiederum  8 — 24#  -|-  15xa 
wird,  d.  h.  bis 

x = = 1,126  . . 


= o 


im  letzteren  Falle  wird  aber  y imaginär  und  braucht  nicht  beachtet 
zu  werden;  die  Curve  ist  demnach  convex  von  x = — oo  bis 
x = 0,4735  . . . und  im  Uebrigen  (d.  h.  von  x = 0,4735  . .*  bis 
x = 1)  concav.  Nach  diesen  Bemerkungen  hat  man  bereits  eine 
klare  Vorstellung  von  dem  Laufe  der  Curve;  Fig.  12  giebt  ein  Bild 
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von  dem  besprochenen  einen  Theile  derselben ; der  andere  Zweig 
liegt  unterhalb  der  Abscissenachse  und  ist  dem  ersten  congnient. 


§.17. 

Bogendifferenzial,  Tangenten,  Asymptoten  und  Nor- 
malen ebener  Curven. 


1) 


I.  Die  schon  mehrmals  benutzte  Gleichung 

dy 


tanz  = 


dx 1 


welche  gilt,  sobald  x und  y die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  einer  ebenen  Curve  bezeichnen,  bildet  die  Grundlage  für 
alle  Construktionen , welche  mit  dem  Probleme  des  Tangentenzei- 
chens in  irgend  einem  Zusammenhänge  stehen.  Zuvörderst  bemerken 
wir,  dass  aus  der  Gleichung  1)  die  folgenden  entspringen 

dy 

1 . dx 

2)  COS  T - 


V' + W 


smt 


y/'  + (!)’ 


denen  man  auch  die  folgenden  Formen  geben  kann: 

dx  dy 

’ y/d^+df' 


3) 


cosz 


sinz  = 


\/  dx2-\-dy2 

Hier  besitzt  der  Nenner  eine  geometrische  Bedeutung.  Je  kleiner 
nämlich  dx  und  dy  sind,  desto  eher  ist  es  erlaubt,  den  Bogen  einer 
Curve  mit  seiner  Sehne  zu  verwechseln,  also  das  aus  dx , dy  und 
dem  zugehörigen  Bogen,  welcher  ds  heissen  möge,  gebildete  Dreieck 
als  geradliniges  Dreieck  anzusehen;  dass  diese  Vorstellung  in 
der  That  richtig  ist,  beweist  die  daraus  folgende  Gleichung 
dy 

tanz  = welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt.  Dann 
dx 

kann  man  aber  weiter  schliessen,  dass 
4)  ds2  — dx2  -J - dy2 

sein  müsse,  wo  nun  ds  das  Bogendifferenzial  bezeichnet,  und  es  ist 
daher  auch 


5) 


dx 

COSZ  , 

ds 


dy 

sinz  — 

ds 


wovon  wir  öfter  Gebrauch  machen  werden. 
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II.  Um  eine  Tangente  an  den  Punkt  xy  zu  legen,  kann  man 
Fig.  13.  entweder  den  Winkel  X aus  der 

Gleichung  1)  bestimmen  und  sein 
Complement  MPS  (Fig.  13)  an  MP 
antragen,  oder  eine  von  den  Linien 
MS  und  PS  construiren.  Die  erste 
heisst  die  Tangente,  letztere  die 
Subtangente,  und  man  findet 
leicht 


6) 


Tann.  ==.  — — = y 
J smt 


\/> + (i)' 


dy_ 

dx 


= y 


ds 
dy  1 


v dx 

7)  Sbtg.=ycot  x = — = y -■ 

dx 

Heissen  £ und  r\  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Tangente, 
so  ist 

V — y = (S — tont, 

wie  man  leicht  bei  wirklicher  Construktion  der  Differenzen  £ — .r 
und  7]  — y bemerkt,  und  man  hat  daher 


8) 


V 


-»=■£«—) 


als  Gleichung  der  Tangente.  Man  könnte  statt  derselben  auch 
schreiben 

9)  t,  =f‘(x)  . | + /(*)  — */'(*), 

. dy 

indem  man  f(x)  und  /'(; r)  für  y und  — — setzt. 

dx 


ECL.  Wenn  die  in  Rede  stehende  Curve  in's  Unendliche  geht 
und  sich  für  unendUch  wachsende  x die  Ausdrücke 

/'  (#)  und  f(x)  — xf‘  (x) 

bestimmten  Grenzen  nähern,  so  giebt  es  eine  bestimmte  Grenzlage 
der  Tangenten,  welcher  sie  näher  und  näher  kommen,  je  weiter  der 
Punkt  xy  fortrückt.  Diese  feste  Gerade  ist  eine  Asymptote  der 
Curve  und  ihre  Gleichung  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Glei- 
chung der  Tangente;  setzen  wir  nämlich  bei  unendlich  wachsenden  x 

10)  Limf'^x)  = A,  Lm{J(x) — xf1  (#)]  = 2?, 

*o  ist  die  Gleichung  der  Asymptote: 

11)  V = A £ + B. 
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So  hat  man  z.  B.  für  die  Hyperbel,  deren  Gleichung 

b 


y = — V*2 — «2  = /(*)  . 


sein  möge, 


x 


Af  =/-(«)  = i-  . ..  ■ 


hieraus  ergiebt  sich  für  die  Subtangente : 

17  £.z 

ferner  als  Gleichung  der  Tangente 


£2.r 


2? 


6 


a y/o?2 — a2 
ft  1 


£ + 7 V* 


2— a2 


x* 


a yjx*— a2 


ft  1 fc  a6 

a y/j  0 ^ — a2 


woraus  für  unendlich  wachsende  x die  Gleichung  der  Asymptote: 

b t 

n = . 

hervorgeht,  wie  schon  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannt  ist. 

IV.  Errichtet  man  im  Punkte  P eine  Senkrechte  PN  auf  der 
Tangente,  so  entsteht  die  Normale  der  Curve;  MN  heisst  die 
Subnormale  (Fig.  13).  Aus  der  Bemerkung,  dass  [___  MP N 
= [_  MST  = t ist,  findet  man  leicht: 


12) 


13) 


Norm.  — 


y 


COS  X 


y 


Sbnm . = y tanz  = y ; 

dx 


v/. + m = . t 

dy 


ferner,  wenn  £ und  rj  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der 
Normale  bedeuten, 

rj  — y — (x — D cotr 

oder 


14) 


dx  . 


als  Gleichung  der  Normale. 


V.  Um  den  Gebrauch  der  obigen  Formeln  zu  zeigen,  geben 
wir  einige  Beispiele  für  die  Construktion  von  Tangenten  und  Nor- 
malen. 

a.  Die  Kegelschnitte.  Rechnet  man  die  Coordinaten  x 


Digitized  by  Google 


und  Normalen  ebener  Curven. 


G5 


und  y von  dem  Endpunkte  der  grossen  Achse  eines  Kegelschnittes 

an,  so  ist  bekanntlich 

15)  y 2 = 2 px  -f-  qx 2 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  und  bedeutet  darin  p 
den  Halbparameter  (die  Ordinate  im  Brennpunkte).  Man  findet 
hieraus 


16) 


dx  * 1 * ”•  dx 

mithin  für  die  Gleichung  der  Tangente 

n-y  = p-^  a-*).' 


Fig.  14. 


Setzen  wir  | = 0 
und  schreiben  i]0  für  17, 
so  ist  t]q  das  Stück  0 T 
(Fig.  14),  welches  die 
Tangente  von  der  Or- 
dinatenachse  abschnei- 
det, und  nach  dem  Vo- 
rigen hat  man 

p 4-  q x 

*lo  = y — — - x 

y 

y 2 — px  — qx 2 


oder,  vermöge  des  Werthes  von  t/2, 

px 

% = r, 

dies  giebt  folgende Construktion  der  Tangente:  man  nehme  OQ=  p, 
fälle  von  Q auf  OP  eine  Senkrechte,  welche  die  Ordinatenachse  in 
T schneidet  und  verbinde  endlich  T mit  P durch  eine  Gerade.  Was 
ferner  die  Normale  anbelangt,  so  bemerke  man,  dass  die  Gleichung 
16)  auch  in  der  Form 

^ dx  x ^ 

dargestellt  werden  kann,  wo  die  linke  Seite  die  Subnormale  bedeu- 
tet; man  hat  dann  folgende  Construktioh  der  Normale  (Fig.  14): 
auf  OP  errichte  man  in  P eine  Senkrechte,  welche  der  Abscissen- 
achse  in  R begegnet,  nehme  dann  RN  =tp,  so  ist  NP  die  Nor- 
male. 

ß.  Die  Cycloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein 
Punkt  eines  Kreises  beschreibt,  wenn  letzterer,  ohne  zu  gleiten,  auf 
einer  Geraden  fortgewälzt  wird,  sich  also  die  Peripherie  des  Kreises 
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auf  der  Geraden  abwickelt.  Ist  AB  die  gegebene  Gerade  (Fig.  15), 

p.  15  A der  Anfangspunkt  der 

Bewegung,  GK=r , [_GKP 
in  Theilen  des  Halbmes- 
sers ausgedrückt  ===  t, 
AN  = u,  ■ . 

. NP  = v 

so  ha^t  man 

ti  = AG—GN 
— ArcGP — FP 
= r t—r  sin  t 

v — iVP  = GüT — PK"  = r — r cos  t. 

Für  t = 7t,  also  nach  einer  halben  Umwälzung  wird  u = AD 
= r 7t  und  v = CD  = 2r.  Nehmen  wir  C als  Anfangspunkt  neuer 
Coordinaten , nämlich  CM  = x und  MP  = y,  so  ist  x = 2r  — v, 
y = — u oder 

17)  x = r (\ -\- cos  ()  , y = r (pt  — $-}-«»  *)• 

Hieraus  folgt,  indem  man  t,  den  sogenannten  Wälzungswinkel , als 
unabhängige  Variable  ansieht: 


dx  , dy 

— = — r sin  t.  — — 
dt  ’ dt 


r (1  — cos  t), 


ferner  durch  Division 

dy  1 — cos  t 

dx  " 


1 —CO 9t  . /T 

\/ 1 t 1 


COS  t 


sin  t VI  — cos2 1 


— |—  cos  t 


x 2 r — x 

Andererseits  folgt  aus  Nro.  17) : 1 -f-  cos  t = — , 1 — cost  — 

und  mithin  ist  jetzt:  . 

dy  /2  r — x \/2  rx — "x2 

dx  V x x 

Dies  hat  einen  sehr  einfachen 
geometrischen  Sinn.  Denkt  man 
sich  nämlich  über  CD  = 2 r 
(Fig.  16)  den  Kreis  CQD  con- 
8truirt  und  die  zu  CM  = x ge- 
hörende  Ordinate  desselben  auf- 
gesucht, so  ist  dieselbe 

MQ  = \/2  rx — 
und  es  folgt  jetzt  aus  Nro.  18), 
dass 

MQ 


tan  x — -—7  = Um  MCQ 
c ja 


t 


und  Normalen  ebener  Curven. 


f,7 


oder  l__x  = [_  MC Q,  d.  h.  die  Tangente  parallel  CQ  und  ebenso 
die  Normale  parallel  DQ  ist. 

y.  Die  Cissoide  entsteht  auf  folgende  Weise.  Ueber  der 
• pjg  17  Geraden  AB  = 2r  als  Durch- 

messer (Fig.  .17)  ist  ein  Kreis 
beschrieben  und  im  Punkte  B 
eine  Senkrechte  auf  AB  errich- 
tet; zieht  man  von  A aus  belie- 
bige Gerade,  welche  den  Kreis 
in  Z7,  die  Senkrechte  in  V schnei- 
den und  nimmt  immer  VP=  A U, 
so  erhält  man  beliebig  viele 
Punkte  P der  Cissoide.  Für 
A M = x , MP  = y findet  man 
nach  dieser  Angabe 


/V/7r 


S M 


f = 


X1 


19)  " — 2 r — x 
als  Gleichung  der  Curve;  die  Differenziation  giebt 

20)  „ dJL  = (8’—«)*». 

J dx  (2r  — x )2 

Dividirt  man  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite,  so  wird 

dx  (2  r — x)x  2 rx  — x 2 

^ dy  3 r — x 3 r — x 

Die  linke  Seite  ist  die  Subtangente,  rechts  bedeutet  2rx  — x 2 
das  Quadrat  der  zur  Abscisse  AM  = x gehörenden  Kreisordinate 
MQ,  und  vermöge  dieser  Bemerkung  hat  man  folgende  Tangenten- 
construktion : man  nehme  BC  = r,  ziehe  CQ  und  darauf  eine  Senk- 
rechte, welche,  von  Q ausgehend,  die  Abscissenachse  in  S schneidet, 
die  Gerade  SP  ist  dann  die  Tangente.  Für  die  Construktion  der 
Normale  giebt  es  nichts  Kürzeres,  als  erst  die  Tangente  und  auf 
diese  eine  Senkrechte  zu  legen.  * ** 


§.  18. 

Krümmungskr eis,  Evolute. 

I.  Die  Gleichung  der  Normale  am  Punkte  xy  einer  Curve  lässt 
sich  für  y = f(x)  und  — = f*  (x)  sehr  leicht  auf  folgende  Form 

(JLCu 

bringen : 

1) 


/'  O)  • v -f  £ = x -f  /O)  /'(*)> 


5* 


i r 
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für  einen  zweiten  Punkt  der  Curve,  dessen  Coordinaten  x -j-  d und 
y1  = y (jp  — |—  d)  sein  mögen,  würde  auf  g&nz  gleiche  Weise  sein: 

2)  /' O + d)  . y+Z  = x+Ö+f(x+Ö)  /‘(x  + Ö). 

Die  beiden  Normalen,  deren  Gleichungen  hier  aufgestellt  sind, 
werden  sich  im  Allgemeinen  schneiden  und  zwar  findet  man  die 
Coordinaten  des  Durchschnittes  dadurch,  dass  man  in  1)  und  2)  £ und 
rj  als  Unbekannte  ansieht  und  auf  algebraische  Weise  bestimmt. 
Man  erhält  so  : 

+ — O)  ■ 

n — /'(*+«)  — /'(*)  V. . : 

oder,  indem  man  beiderseits  y = /(#)  abzieht: 

_ a+/(*+a> /'(*+$)  — foo  /«(»+*> , . 

n y /'(*+«>—/•(*) 
und  aus  Nro.  1): 

f . _ *+/(«+*)/'(«+*)  — /(*)/' (*+  5 ) 

s -/'(*)  /C)‘ 
Dividirt  man  in  beiden  Gleichungen  Zähler  und  Nenner  durch 

d,  so  ist  auch 


3) 


4) 


v — y — + 


i + /fr+*W(*>/'(H-a) 

d 


/'  (*)> 


/‘(x+Ö)  — f‘(x) 

ö 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  d = 0,  d.  h.  wenn  die  beiden  Punkte, 
durch  welche  Normalen  gelegt  waren,  in  einander  fallen: 

5)  5_x  = _H«£Vw=__+W 


<Py 

dx* 


dy_ 

dx' 


6)  ,_y=+i±mz 

' ' y • /» (x) 


(x) 


=+ 


+ (£) 

dx 2 


Der  Durchschnitt  zweier  benachbarter  Normalen  rückt  also 
nicht  ins  Unendliche  fort,  wenn  die  Normalen  zusammenfallen,  son- 
dern nur  bis  zu  einem  bestimmten  Punkte,  dessen  Coordinaten  £ und 
rj  aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  entnommen  werden  können.  Die- 
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ses  für  den  ersten  Augenblick  überraschende  Resultat  erklärt  sich 
auch  geometrisch  leicht.  Denken  wir  uns  in  Fig.  18  die  Normalen 

an  den  Punkten  P und  P * bis  zu 
ihrem  Durchschnitte  R verlän- 
gert, so  sind  die  Längen  von  PR 
undP'P  um  so  weniger  verschie- 
den, je  näher  P und  P1  aneinan- 
der liegen.  Nehmen  wir  daher 
näherungsweise  P1  R = PP,  so 
lässt  sich  R als  Mittelpunkt  eines 
Kreises  ansehen,  der  die  Punkte 
P und  P ' und  in  diesen  zugleich 
die  Tangenten  PT  und  P'  T‘  mit 
der  Curve  gemein  hat,  der  sich 
also  unter  allen  sonstigen  durch  P und  P‘  möglichen  Kreisen  jeden- 
falls der  Curve  am  genauesten  anschliesst,  oder  wie  man  zu  sagen 
pflegt,  mit  der  Curve  fast  gleiche  Krümmung  besitzt  Diese  nur  nä- 
herungsweise richtigen  Behauptungen  erhalten  volle  Gültigkeit,  wenn 
P1  und  P zusammenfallen ; der  nunmehr  durch  die  Gleichungen  5) 
und  6)  bestimmte  Punkt  £r]  heisst  dann  der  Krümmungsmittel- 
punkt, und  das  zwischen  den  Punkten  xy  und  £rj  enthaltene  Stück 
der  Normale  der  Krümmungshalbmesser;  nennen  wir  q diese 
Linie,  so  ist 

9*  = (£-*)’  + (.n—y? 

und  nach  dem  Vorigen  findet  sich 

, , t . (*L 

n _ Vi+[/'0)P  L ' W 

’ 9 /"(*)  dx  . cPy 

dx * 

Der  aus  ij^mitp  beschriebene  Kreis,  der  Krümm  ung  skr  eis, 

' • 

ist  nun  die  Curve,  welche  durchaus  gleichförmig  dieselbe  Krümmung 
besitzt,  welche  der  Curve  y = f(x ) im  Punkte  xy  zukommt.  Man 
kann  übrigens  vermöge  dieser  Vorstellungsweise  auch  direkt  zu  der 
Formel  7)  gelangen;  ist  nämlich  t wie  gewöhnlich  der  Winkel  MST 
(Fig.  18),  und  der  Bogen  AP  = s,  so  ändern  sich  r und  s um  z/r 
und  ^s,  wenn  x um  z/a?  zunimmt;  diese  Aenderungen  sind  in  der 
Figur  sichtbar,  nämlich 

z/  s = Are  PP * 

z/r  ==  /_XS'T‘  — /_XST  = /_T*ÜT=  l^P'RP. 

Ferner  hat  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  PP ' ein  mit  dem 
Halbmesser  PR  = Q beschriebener  Kreisbogen  ist: 


Fig.  18. 
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/4  s — o . /4x  oder  o = —7—, 

folglich  genau  bei  verschwindenden  z/.r,  dz 

ds 


8) 


dx 


Vermöge  der  Gleichung  tanz  — --  oder  umgekehrt  X — Arctan 


dx 


ist  aber 


dz  — 


ydx 


dx 


+(gf 


1 


+ (dt. 


y 


und  diese  Substitution  macht  die  Formel  8)  identisch  mit  der  unter 
Nro.  7)  gefundenen. 

Nimmt  man  das  in  unseren  Formeln  vorkommende  Wurzelzei- 
chen immer  positiv,  so  hängt  das  Vorzeichen  des  Q von  dem  Vor- 

d ^ y 

Zeichen  des  Nenners  - ab ; dies  heisst  geometrisch , der  Kriim- 

ex  oc 

mungshalbmesser  kann  zwei  verschiedene  einander  entgegengesetzte 
Lagen  haben  und,  wenn  die  eine  Lage  dem  Falle  der  Convexität 
entspricht,  so  gehört  die  entgegengesetzte  Lage  zum  Falle  der  Con- 
cavität,  wie  man  auch  in  der  Figur  bestätigt  finden  wird. 

Für  die  geometrische  Construktion  des  Krümmungshalbmessers 
ist  die  Bemerkung  von  Vortheil,  dass  man  die  Gleichung  7)  durch 
die  folgende  ersetzen  kann  : ' 


9) 


m d'y 

Q ~ : dx2  ’ 


worin  N die  Länge  der  Normale  bezeichnet;  letztere  ergiebt  sich 
bei  der  Construktion  von  selbst,  sobald  man  die  Lage  der  Tangente 
oder  die  Subnormale  bestimmt  hat.  So  findet  man  z.  B.  durch  zwei- 
malige Differenziation  der  Kegelschnittsgleichung 

y ==  \/2 px  -)-  qx 2 

für  den  zweiten  Differenzialquotienten  den  Werth 

d2y  p 2 


dx 2 


r 


mithin  für  den  Krümmungshalbmesser  die  sehr  einfache  Formel: 

jV3  / N\ 2 

!0)  q==--  = -N(-),  , 

welche  sich  mittetot  folgender  Betrachtung  construiren  lässt.  In 
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Fig.  19  sei  DE  die  Direktrix  eines  Kegelschnittes,  F sein  Brenn- 


Fig.  19. 


punkt,  AF  = f,'AM  = x , FP  = r,  so  stehen  bekanntlich  die 
Entfernungen  FP  und  FU  in  einem  constanten  Verhältnis,  welches 
B heissen  möge,  und  es  ist  daher  gleichzeitig 

r f _ • 

PU  ~ *’  AD  — £' 

Berücksichtigt  man,  dass  in  der  ersten  Gleichung  PU=AD-\-x 
ist,  und  eliminirt  AD  aus  beiden  Gleichungen,  so  findet  man 

r = f -\-  sx. 

Vermöge  der  Gleichung  y 2 = r2  — (J — x )2  erhält  man  hieraus 

2,2  = 2(l+£)/.*  + (£2  — l)*2 

und  durch  Vergleichung  mit  der  gewöhnlichen  Form  der  Kegel- 
schnittsgleichung 

P = (!  + *)/,  2 = eJ — 1. 

Für  die  Subnormale  MN  = p qx  ergiebt  sich  mm 


und  wenn  man  MF  — f — x hiervon  abzieht,  so  bleibt 

FN  = £/ -f-  s2x  = £r, 


woraus  u.  A.  die  Gleichheit  der  Winkel  FTJP  und  FPN , also  eine 
neue  Construktion  der  Normale  NP  folgt.  Zieht  man  NQ  senk- 
recht auf  PF , so  erhält  man  zwei  Dreiecke,  FNQ  und  FPM , aus 
deren  Aehnlichkeit  die  Beziehung 


FN 


FM  = b (/-  x) 


FP 
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entspringt,  welche  erkennen  lässt,  dass  PQ  = FQ,-\-r  = «(/ x) 

“f-  f~\~  £ x ==:  (1  ~j~  0 / = p , und  mithin 

ATDrr  .NP  N 

■sec  NPF  = = — 

PQ  p . 

sein  muss,  wo  N die  Normale  bezeichnet.  Nachdem  man  hierdurch 
die  geometrische  Bedeutung  des  in  der  Formel  10)  vorkommenden 

Quotienten  ——  gefunden  hat,  ist  es  leicht,  den  Krümmungshalb- 
messer geometrisch  därzustellen , und  zwar  besteht  die  Construktion 

sehr  einfach  darin , dass  man  in  iV  (Fig.  20)  auf  der  Normale  eine 

« • 

Fig.  20. 


Senkrechte  errichtet,  welche  den  verlängerten  Vector  PF  in  IV' 
schneidet,  und  nachher  wieder  in  N'  eine  Gerade  senkrecht  auf  PN1 
zieht,  bis  sie  der  Normalen  in  R begegnet;  R ist  dann  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt und  PR  der  Krümmungshalbmesser. 

Ein  anderes  sehr  einfaches  Beispiel  bildet  die  Cycloide ; man 
wird  leicht  finden,  dass  ihr  Krümmungshalbmesser  das  Doppelte  der 
Normale  ausmacht. 

II.  Die  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktes 
enthalten  in  letzter  Instanz  nur  drei  Veränderliche,  nämlich  x , £ und 
tj,  da  man,  wenigstens  bei  entwickelten  Gleichungen  von  der  Form 
y = /(#)  i sowohl  y als  die  Differenzialquotienten  von  y durch  x 
ausdrücken  kann.  Denkt  man  sich  aus  diesen  zwei  Gleichungen 
zwischen  x , £ und  rj  die  erste  Variabele  eliminirt,  so  bleibt  nur  eine 
Gleichung  zwischen  £ und  r\  übrig;  eine  solche  Beziehung  zwischen 
den  Coordinaten  irgend  eines  Krümmungsmittelpunktes  ist  nichts 
Anderes,  als  die  Gleichung  der  Curve,  welche  die  verschiedenen 
Krümmungsmittelpunkte  in  ihrer  Aufeinanderfolge  bilden.  Diesen 
geometrischen  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  nennt  man  die  Evo- 
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lute  der  gegebenen  Curve.  So  findet  man  z.  B.  für  die  Parabel 
mittelst  der  angegebenen  Elimination 


io 


JL  (I— p)8 

— 27  p 


als  Gleichung  der  Parabelevolute,  welche  eine  Linie  dritten  Grades 
bildet.  Für  die  Cycloide  gilt  der  bemerkenswerthe  Satz,  dass  ihre 
Evolute  wiederum  eine,  mit  ihr  congruente,  Cycloide  ist,  die  jedoch 
eine  andere  Lage  hat.  — Die  Benennung  Evolute  kommt  übrigens 
daher,  dass  man  sich  die  ursprüngliche  Curve  durch  Abwickelung 
eines  um  die  Evolute  gelegten  Fadens  entstanden  denken  kann. 


§.19. 

Formeln  für  Polar  coordinaten. 


Giebt  man  die  Gleichung  einer  krummen  Linie  nicht  in  recht- 
winkligen, sondern  in  Polarcoordinaten  an,  so  ist  meistentheils  der 
Winkel  zwischen  dem  Radiusvector  und  der  Abscissenachse  die  un- 
abhängige Variabele,  und  jener  Leitstrahl  die  abhängige  Variabele. 
Für  OM  = »c,  MP  = y , OP  = r,  [_MOP  — u gelten  zunächst 
die  Gleichungen: 

1)  x = reo««,  y = rsinu, 


welche  zum  Uebergange  von  dem  ersten  zum  zweiten  Coordinaten- 
system  dienen;  löst  man  die  an  die  Stelle  von  y = /(#)  tretende 
Gleichung  r sin  u — f(r  cos  u)  nach  r auf,  so  erhält  man  ein  Resul- 
tat von  der  Form: 

2)  r = 9 )(«), 


woraus  sich  auch  die  Differenzialquotienten 


dr  d2r 


ableiten  lassen.  Es  fragt  sich  nun,  welche  neue  Formeln  an  die 
Stelle  der  früheren  treten,  wenn  man  die  vorstehenden  Differenzial- 
quotienten statt  der  früheren  einführen  will. 

Die  Formeln  1)  geben  zunächst  durch  Differenziation  in  Bezie- 
hung auf  die  neue  unabhängige  Variabele  u: 


3) 

4) 


dx 

du 

dy 

du 


dr 

= — cosu  — rsinu 
du 

dr 

— — sinu 
du 


-f-  rcosu\ 


/ 
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folglich  durch  Division  unter  Berücksichtigung  der  Formel  tanz: 

dx 


tanz  — 


dr 

— sin  u -|-  r cos  u 


dr 

du 


cos  u 


r sin  u 


dr  . 

-7—  tanu-\-r 
• du  1 

-■  ■ ■ ■ • 

dr 

— rtanu 

du 


dr 


Die  Reduktion  auf  — — eiebt  weiter : 

du 


d.  i. 
5) 


- | * 

dr  1-| -tanz  tanu  1 

d u tan  z — tan  u tan  (z  — u)’ 


.f  . 1 dr 

cot(z u)  =z — , 

r du 


Durch  diese  Formel,  die  man  auch  durch  eine  sehr  einfache 
pjg  gl'.  geometrische  Betrach- 

tung finden  kann,  wird 
das  Problem  des  Tan- 
gentenziehens unmittel- 
bar gelöst,  denn  es  ist 
z — u der  Winkel,  wel- 
chen die  Tangente  mit 
dem  Radiusvector  bildet 
(/_OPS  in  Fig.  21). 

Nennen  wir  m den 
Winkel  PNX , welchen 
die  Normale  mit  der  Achse  der  x einschliesst , so  ist  a = 1 jt  -j-  z 
oder  z — u = a — u — und  es  folgt  jetzt  aus  5): 

1 dr 

6)  tan(co-u)  = - — 

womit  sich  der  Winkel  o — u zwischen  Normale  und  Radiusvector 
bestimmt. 

II.  Die  Formel  für  das  Bogendifferenzial 

ds 2 = dx2  dy2, 

verwandelt  sich  mittelst  der  Werthe  von  dx  und  dy  aus  Nro.  3)  und 
4)  in  die  folgende: 

7)  ds2  = dr2-\-(r  du)2 
oder 

8)  ds  = du  \Jt 2 -f  (|^)  , 

was  man  durch  eine  geometrische  Betrachtung  leicht  prüfen  kann. 
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HI.  Um  auch  den  Krümmungshalbmesser  in  Polarcoordinaten 
auszudrücken,  bemerken  wir  zunächst,  dass  man  mittelst  der  Formel 

«71 2 A = — — t— — T—r 

1 -f-  coPA  • 

aus  der  Gleichung  5)  die  folgende  ableiten  kann: 

. 1 * 


sin2  (t — u)  — — 


J 1 /I  <Zr\8* 

• . : 1 + (t4Ö  '■ 


DifFerenzirt  man  dagegen  die  Gleichung  5),  indem  man  r und 

r als  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  u betrachtet,  so  wird 

• . t % 

dt 

1 

<Pr 


du  1 / 1 ' dr\2  f 1 

sin2(t  — «)  \ r du)  ' r 


du 2 


Diese  Gleichung  multipliziren  wir  mit  der  vorhergehenden  und 
dt 

reduziren  auf  -7—;  dies  giebt: 
du 


dt 

du 


L 

r du 2 


Wenn  man  mit  dieser  Gleichung  in  die  folgende 


ds 

du 


. . . d s 

dividirt,  so  erscheint  linker  Hand  -7—,  d.  h.  der  Krümmungshalb- 

dt 

messer,  nämlich: 


9)  q = 


r[1  + (-7^)1 

1 + 2('7k)  -7 


(Pr 
du 2 


[ - + (£)f 


du 2 


* 

Von  besonderem  Vorth  eil  sind  die  hier  entwickelten  Formeln 
in  den  Fällen,  wo  die  Polargleichung  einer  Curve  einfacher,  als 
die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist.  Sucht  man  z.  B. 
den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  i3,  deren  Abstände  von  zwei 
festen  Punkten  F und  G (Fig.  22)  mit  einander  multiplizirt  eine 
Rechtecksfläche  geben,  die  constant  und  zwar  gleich  dem  Quadrate 
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über  5 FG  ist,  so  findet  man  für  OF  = OG  = c,  OM  = 

MP=y:  , 

^(c  — #)I. 2  — f-  y2  • \^(c  -{-  #)2  -j-  y2  = c2, 
oder  nach  gehöriger  Reduktion 

O2  + y2)2  = 2 c2  (a2  — y2) 


Fig.  22. 


als  Gleichung  dieses 
geometrischen  Ortes ; 
derselbe  ist  eine  Curve 
vierten  Grades,  welche 
den  Namen  Lemnis- 
cate  führt.  In  Polar- 
coordinaten  wird  die 
Gleichung  dieser  Linie: 
r2  = 2 c2  cos  2 m, 
oder  wenn  wir  c y/*2  kurz 
mit  a bezeichnen: 


r = a y cos  2 u . 


Man  erhält  hieraus: 


dr 

du 


sin  2 u 


a 


cos2u 

und  mithin  nach  den  Formeln  5)  und  6): 

cot  (r  — u ) = — tan  2m,  tan  (cd  — u)  = tan  2 m, 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Winkel  zwischen  Normale  und  Leit- 
strahl das  Doppelte  von  dem  Winkel  zwischen  Leitstrahl  und  Ab- 
scissenachse  ausmacht. 

Andere  bemerkenswerthe  Beispiele  bieten  die  Spiralen  dar, 
namentlich  die  Archimedeische  Spirale  r = au,  die  parabolische 

r = \j2au,  die  hyperbolische  r = — , und  die  logarithmische  Spi- 
rale, für  welche  r = eau  ist. 


§.  20. 

Die  Tangenten  und  Normalebenen  an  doppelt 

gekrümmten  Linien. 

I.  Eine  Curve  von  doppelter  Krümmung  hat  bekanntlich  zwei 

Gleichungen,  weil  man  sie  als  den  Durchschnitt  zweier  Flächen 
betrachten  kann;  sind  die  Gleichungen  der  letzteren  gegeben,  etwa 
in  der  Gestalt: 
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1)  /( >1  y,  *)  = 0,  F(x,  y , 0 = 0, 

so  kann  man  aus  ihnen  einmal  z und  einmal  y eliminiren,  und  man 
erhält  dann  zwei  neue  Gleichungen  von  der  Form: 

2)  y = <p  (x)  und  z — (ar), 

welche  nichts  Anderes  als  die  Gleichungen  der  beiden  Projektionen 
unserer  Curve  auf  die  xy  und  xz  Ebene  sind.  Es  mögen  nun  zwei 
Punkte  P und  P der  Curve  betrachtet  werden,  deren  Coordinaten 
«,  y,  t und  x-\-/dx,  y-\-4y,  z-\-d z heissen  sollen.  Die  Länge 
der  Sehne  PP  ist  dann 

\J  d x*1 y1 z*1 

und  wenn  wir  a,  ß,  y die  Winkel  nennen,  welche  diese  Gerade 
mit  den  drei  Coordinatenachsen  einschliesst,  so  ist 

z Ix  1 


cos  cc 


v"+^+"‘'  </*(£)' + m 


cosß  = 


Jy 


dl 

/dx 


z/  z 


cosy  = 


z/z 


/d  X 


y/T+(diy + 

Für  verschwindende  /dx  rücken  die  Punkte  P und  P zusam- 
men, die  Sekante  wird  zur  Tangente  und  aus  den  vorigen  Glei- 
chungen werden  die  folgenden: 

/.  1 


COS  OL 


v/‘+(£)'+t 


dz  y 
dx  ) 


3) 


cosß  = 


dy_ 

dx 


vM£)’ +(■£)' 


cosy  — 


dz 

dx 


v*+(-ä-)’+(5-; 
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wo  nunmehr  a,  /3,  y die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Tangente  im 
Punkte  xyz  mit  den  drei  Coordinatenachsen  einschliesst. 

Der  in  diesen  Formeln  vorkommende  gemeinschaftliche  Nenner 
hat  einen  geometrischen  Sinn.  Bezeichnen  wir  nämlich  den  Bogen 
PP  mit  z/s  und  die  gleichnamige  Sehne  mit  ^<J,  so  findet  folgende 
Gleichung  statt: 

v/i+^y + 

z/<J  x z/0  V ' \/lx)  ' \/lx) 

/J s 

und  für  /Ix  — 0,  wobei  —r—  die  Einheit  zur  Grenze  erhält,  wird 

z/d  ’ 


z/s 
z/  X 


hieraus : 


4) 


ds 

dx 


oder 


5)  da*  — dx2  _|_  dy*  -f  dz*. 

Durch  Substitution  von  Nro.  4)  in  Nro.  3)  hat  man  jetzt: 

6) 


cos  a = 


dx  a dy  dz 

— , coSß=—,  co>y=1[7. 

Um  die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  xyz  zu  finden, 
betrachten  wir  einen  beliebigen  Punkt  der  Tangente , nennen  £,  iy,  £ 
seine  Coordinaten  und  r seine  Entfernung  vom  Punkte  x,  y,  z\  es 
finden  dann  folgende  drei  Gleichungen  statt: 

| — x = rcosa , r\  — y = r cos/3,  £ — z = rcosy , 
aus  denen  man  leicht  die  nachstehenden  zwei  bildet: 


V 


_„  = i£i£r*_ 


y = 


cosa 


a — *>, 


« — ■ 2-c*-* 


Setzt  man  in  diesen  für  cosa,  cos/3,  cosy  ihre  Werthe,  so  hat 
man  unmittelbar  die  Gleichungen  der  Tangente,  nämlich: 

Man  erkennt  aus  ihnen,  dass  die  Projektionen  der  Tangente 
die  Projektionen  der  Curve  berühren,  was  sich  voraussehen  liess. 

II.  Eine  Ebene,  senkrecht  auf  die  Tangente  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  letzteren  gelegt,  heisst  eine  Normalebene  der 
doppelt  gekrümmten  Curve;  ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgen- 
dem Wege.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  Q (Fig.  23) 
der  Normalebene  mögen  £,  17,  £ sein,  «,  v und  w mögen  die  Win- ' 
kel  bezeichnen,  welche  der  Radiusvector  OQ  mit  den  drei  Coordi- 
natenachsen bildet;  es  ist  dann  zunächst: 

8)  £ = OQ  . cosu,  ri  = OQ  . cosv,  £ = OQ  . cos w. 
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an  doppelt  gekrümmten  Linien. 


Sei  ferner  0 A die  Senkrechte  vom  Anfangspunkte  der  Coordi- 

naten  auf  die  Normalebene,  so 
ist  OA  parallel  der  Tangente  PT 
und  bildet  folglich  mit  den  Ach- 
sen dieselben  Winkel  a,  /3,  y 
wie  PT  Nach  einem  bekannten 
Satze  der  analytischen  Geometrie 
hat  man  nun: 

cos  AOQ  = cos a . cosu 
-j-  cosß  . C08V  + cos  y . cos  10, 
folglich  durch  Multiplikation  mit 
0 Q unter  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 8): 

0 Q . cos  AOQ  = Cosa  . | 

— |—  cos  ß . r\  — f-  cos  y * £. 

Das  linker  Hand  stehende 
Produkt  ist  nichts  Anderes,  als  die  Entfernung  0 A,  welche  p heissen 
möge;  man  hat  daher  als  Gleichung  der  Ebene  MN: 
p = cos  a . £ -f~  cos  ß . ij  -f-  cos  y . f. 

Diese  Gleichung  muss  auch  für  den  Punkt  P gelten,  durch 
welchen  die  Normalebene  gelegt  ist;  subtrahirt  man  die  so  ent- 
stehende Gleichung 

p = cos  a . x -f-  cos  ß . y -f-  C08  Y • z 
von  der  obigen,  so  bleibt: 

0 = cos  ol  . (£ — x)  -f -cosß  . (rj — y ) -f-  cosy  . (£ — z), 
oder  nach  Division  mit  cosa  und  vermöge  der  Werthe  von  cos«, 
cos  ß , cos  y : 


9) 


und  dies  ist  die  Gleichung  der  Normalebene  in  ihrer  brauch- 
barsten Gestalt. 

Die  in  unseren  Formeln  vorkommenden  Differenzialquotienten 
dy  dz 

und  — — kann  man  aus  den  Gleichungen  2)  unmittelbar  erhal- 
ten, wenn  die  Gleichungen  der  Curve  in  dieser  Form  gegeben  sind; 
kennt  man  aber  nur  die  beiden  Flächen,  als  deren  Durchschnitt  die 
Linie  angesehen  wird,  und  lässt  sich  die  im  Anfänge  dieses  Para- 
graphen angedeutete  Elimination  nicht  ausfuhren,  so  muss  man  die 

Gleichungen  1)  zur  Entwickelung  von  uud  - benutzen.  Die 

d «r  d jc 

Differenziation  derselben  giebt  unter  der  Rücksicht,  dass  in  ihnen 
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eine  unabhängige  Variabele  x und  zwei  abhängige  Variabele  y und 
z Vorkommen: 


1L 

bx 

HL 

bx 


+ 

+ 


IL 

7)y 

bF 

w 


dy 

dx 

dy 

dx 


+ 

+ 


±L 

bz 

bF 


dz 

dx 

dz, 


bz  dx 


0 


= 0. 


Hieraus  findet  sich  durch  Elimination: 


V 


bF 


bF 


dy 

dx 


v 


10) 


dz 

dx 


b X 

bz 

1 ■ • 

3 X 

bz 

bF 

if 

bF 

*y 

bz 

h 

bz 

bF 

bF 

3/ 

b x 

’by 

bx 

by 

bF 

3/ 

2L. 

bF 

bz 

2>y 

bz 

mseren 

Formeln 

zu  substituirc 

§.  21. 

. Die  Krttmmungsverhältnisse  räumlicher  Curven. 

So  wie  wir  in  §.  18.  den  Grenzpunkt  aufsuchten,  in  welchen 
der  Durchschnitt  zweier  benachbarten  Normalen  einer  ebenen  Curve 
tiberging,  wenn  die  Normalen  in  einander  fielen,  so  können  wir  bei 
doppelt  gekrümmten  Curven  die  Grenzlinie  bestimmen,  in  welche  der 
Durchschnitt  zweier  benachbarten  Normalebenen  beim  Zusammen- 
fallen dieser  Ebenen  fortrückt.  Zu  diesem  Zwecke  mögen  x,  y,  z 
die  Coordinaten  des  Punktes  P und  x4  = x -f-  d x,  y4  = y dy, 
z4  — z d z die  eines  zweiten  Punktes  P 4 sein;  die  Gleichungen 
der  durch  P und  P4  gelegten  Normalebenen  sind  dann  nach  Nro.  9) 
des  vorigen  Paragraphen: 

1)  (£—*)  dx  + (rj—y)  dy  -f  (£— z)  dz  = 0, 

(£ — x4)dx4-j-  (rj — y4)dy4  - f-  (£ — z4)dz4—  0. 

In  Beziehung  auf  x , y , z ist  die  erste  Gleichung  unter  der  all- 
gemeinen Form  F(x,y>z)  = 0,  die  zweite  unter  der  entsprechenden 
Form  F{x ',  y ',  z 4)  = 0 oder  F (x  -|-  d x,  y -\-  dy , z -j-  dz)  = 0 
enthalten;  beachtet  man  aber,  dass  immer  die  Gleichung 

F(x-{-dx , y+dy,  z-\-d z)  — F(x,y,  z)  -|~  d F(x,y,  z) 
statt  findet,  wo  rechter  Hand  d die  totale  Differenz  bezeichnet  und 
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berücksichtigt  man  ferner,  dass  F (#,  y,  z)  = 0 ist,  so  kann  man 
die  Gleichung  der  zweiten  Normalebene  durch 

2)  4 [(5  — x)dx  -f-  (rj  — y) dy  -(-  (£  — z)dz\  — 0 

darstellen.  Um  ferner  auszudrücken,  dass  später  die  zweite  Normal- 
ebene mit  der  ersten  zusammenlallen  soll,  schreiben  wir  d statt  zd 
und  haben  so  durch  Ausführung  der  totalen  Differenziation 

({— X)  d*X  + (17— y)  <Py  + (£  — *)  <Pt 
— dx2  ■ — dy2  — dz2  = 0, 

oder  kürzer 

3)  (£ — x).d2x  -f-  (q — y)d2y  -f-  (£— z)d2z  — ds2. 


Die  Gleichungen  des  Durchschnittes  beider  Normalebenen  wür- 
den sich  jetzt  dadurch  finden,  dass  man  einmal  g — z,  das  andere 
Mal  q — y aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  eliminirte,  da  es  uns 
aber  nur  auf  die  Grenzlinie  dieses  Durchschnittes  ankommt,  so  be- 
nutzen wir  die  Gleichung  3)  statt  der  Gleichung  2),  in  welcher  durch 
den  Gebrauch  des  Differenziales  statt  der  Differenz  der  vorzuneh- 
mende Uebergang  zur  Grenze  bereits  ausgesprochen  ist.  Unter  Be- 
nutzung der  Abkürzungen 

4)  X=dy  d2z  — dz  d2y , Y— dz  d2x  — dx  d2z , Z—dxd2y  — dy  d2x 


finden  sich  nun  mittelst  der  angedeuteten  Elimination 


5) 


7j—  y = 
g — z = 


i (t~x)  ~ 

f «-'>  + 


ds2dz 

X 

ds2dy 

X 


als  Gleichungen  der  Grenzlinie  für  den  Durchschnitt  zweier  - be- 
nachbarten Normal  ebenen.  Nennen  wir  u , v,  w die  Winkel,  welche 
diese  Gerade  mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  so  ist  nach  bekann- 
ten Sätzen  der  analytischen  Geometrie : 


cosu  cosv  cos  w 1 

x — y — z — _|_  y4  _|_  = • 

Auf  die  oben  bestimmte  Grenzlinie  fällen  wir  Vom  Punkte  P 
aus  eine  Senkrechte,  deren  Fusspunkt  die  Coordinaten  £,  r] , g be- 
sitzen und  deren  Länge  Q sein  möge.  Der  Fusspunkt  £ r\  g heisst 
dann  der  Krümmungsmittelpunkt  und  q der  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve  doppelter  Krümmung.  Nennen  wir 
die  Winkel,  welche  q mit  den  Coordinatenachsen  bildet,  so  ist  erstlich 

7)  £ — . x = q cos  X , — y — q cos  ft,  g — z = q cosv, 

6 
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ferner,  weil  die  Grenzlinie  und  der  Krümmungshalbmesser  mit  ein- 
ander einen  rechten  Winkel  bilden : 


COS  U C08  A -f-  COSV  COS  fl  -j-  cos  w cosv  — 0. 

Setzt  man  für  cosu,  cosv,  cosw ; ihre  Werthe  aus  Nro.  6),  und 
für  cosA,  cos fi,  co*v  ihre  Werthe  aüs  Nro.  7),  so  verwandelt  sich 
die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende : 

8)  X (f— *)  + Y 0j—  y)  -f  £ tt  — z)  = 0. 

Die  Coordinaten  £,  rj,  % des  Krümmungsmittelpunktes  bestim- 
men sich  aus  der  doppelten  Bemerkung , dass  sie  einerseits  in  * der 
Grenzlinie  5),  andererseits  in  der  Senkrechten  darauf  liegen  müssen, 
was  durch  die  Gleichung  8)  ausgedrückt  ist.  Aus  den  Gleichungen 
5)  und  7)  findet  sich  nun: 


9) 


4 

V 


x 


y = 


Y dz  — Z dy 
4-  Y2  + Z2 
Z dx  — X dz 

x*  -f  r*  + z * 

X dy  — Ydx 
X 2 + Y2  + 


ds2 


ds 2 


ds 2. 


ds 2. 


Für  den  Krümmungshalbmesser  hat  man  unmittelbar 
<>2  = (|-x)2  -f  (r,—  yY  + (£— *)’, 
folglich  nach  Einsatz  der  vorigen  Werthe: 

_ v/(  Ydz  — Zdy)*  -\-(Zdx  — Xdz)*  -f  (Xdy—  Ydx)* 

1U)  9 — _)_  y2  _J_  Z2 

Eine  bemerkenswerthe  Umformung  dieses  Ausdruckes  ist  fol- 
gende. Man  hat  bei  gewöhnlicher  Ausrechnung : 

Ydz  — Zdy  = (dx*1  -j-  dy 2 -j-  dz2)  d2x  — dx  (dx  d2x  -|-  dy  d2y  dz  d2z) 

— ds 2 d2x  — dx  d2s  ds  = ds8  d , 

auf  gleiche  Weise: 

Zdx  — Xdz  = ds*d  0&) 

Xdy  — Ydx  = dssd  (jj) , 


woraus  man  vermöge  der  Werthe  von  ds 2 und  dsd2s  leicht  die  fol- 
gende Gleichung  herleitet: 

(Ydz  — Zdy)2  -f-  (Zdx  — Xdz)2  -f-  (Xdy — Ydx)2 
' ss  [(d2x) 2 + (d2y)2  -f  (d2z)2  — (d2s)2]  da*. 
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Andererseits  ist  es  ebenfalls  nicht  schwer,  sich  von  der  Richtig- 
keit der  Gleichung 

X2  4-  F2  4-  ^2  _ [(rf2*)2  _4  (^2  y) 2 4.  (,/2  2) 2 _ (<*2*)2]  J8l 


zu  überzeugen;  man  gelangt  so  zu  der  Formel: 

ds 2 

11)  Q : 


V (d2T)‘  -f-  (dhiY‘  (</-’  -)•->  — (dKiy’’ 

0 

die  sich  auch  in  der  folgenden  Gestalt  darstellen  lässt: 

' ' vm  * m . [«1 


wie  man  durch  Entwickelung  der  angedeuteten  Differenziation  fin- 
den wird. 


Die  Gleichungen  9)  kann  man  jetzt  durch  die  folgenden  ersetzen: 


Es  verdient  übrigens  bemerkt  zu  werden,  dass  man  die  Formel 
12)  direkt  auf  einem  ähnlichen  Wege,  wie  er  nach  der  Formel  7)  in 
§.  18.  eingeschlagen  wurde,  erhalten  kann.  Bildet  nämlich  die  Tan- 
gente im  Punkte  P mit  den  drei  Coordinatenachsen  die  Winkel  a,  ß,y, 
ebenso  die  Tangente  in  P‘  die  Winkel a\  ß1,  y1,  so  kann  man  setzen: 

cosa1  — cosa cosa,  cos  ß‘ = cosß -\-^d  cosß,  cosy*  =zcosy-\- 4 cosy, 

womit  weiter  nichts  gesagt  ist,  als  dass  eine  Aenderung  der  Winkel 
ß . y eine  Aenderung  ihrer  Cosinus  nach  sich  zieht;  man  hat  nun 
gleichzeitig : 

14)  cos2a  4-  cos2  ß 4-  cos2y  = 1, 

15)  (cos  a-\-  4 cos  a)2  4~  (cos  ß 4 cos  ß)2  (cosy 4 cosy)2  — 1; 

ferner,  wenn  dx  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tangenten  in 
P und  P1  mit  einander  einschliessen : 

cos  /Ix  = cosa  cosa1  -)-  cosß  cosß 1 -4-  cosy  cosy 1 

r=  cos  a (cosa  4~  4 cosa)  -|-  cos  ß (cosß  4~  4 cosß)  4~  cos  y (cosy  4~  4 cosy). 

Subtrahirt  man  das  Doppelte  dieser  Gleichung  von  der  Summe 
der  Gleichungen  14)  und  15),  so  bleibt: 

2 (1  — cosdx)  = (4 cosa) 2 4~  (d cosß)2  -\-  (4 cosy)2, 

6 * 
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woraus  man  findet: 

16)  2 sm~z/ r = \/(z/ cos  a)2 -f- (4 cos ß )2  -)- (z/ cos yj2. 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  /4  s den  Bogen  PP\  so  ist  identisch 

/4  s sin\/4r  • /4s 

z/t  \/4  t 2 8in\/4x> 

und  vermöge  der  Gleichung  16): 

/4  s sin  \/4t  1 


z/t 


. //z7cosa\2  / /4cosß\ 2 . (/4cosy 

V \”^7" / + W/7" / + W7- 


)' 


Gehen  wir  in  dieser  Gleichung  zur  Grenze  für  verschwindende 

//  g {jg 

/4s  und  z/t  über,  so  erhalten  wir  linker  Hand  Lim  ——  = — , 

z7  t </t 

d.  h.  den  Krümmungshalbmesser  9,  wenn  wir  die  in  §.  18.  gemach- 
ten Bemerkungen  auf  die  * doppelt  gekrümmten  Linien  übertragen ; 
rechter  Hand  ist  der  Grenz werth  des  ersten  Faktors  die  Einheit, 
und  es  wird  so: 


Q 


1 


. / fdcosaV2  SdcosßY2  , / dcosyY 2 

* \ ds  ) ' w7~ ) w7~ ) 


was  mit  der  Formel  12)  übereinstimmt,  sobald  man  die  Werthe  von 
cosa , cosß , cosy  aus  Nro.  6)  des  vorigen  Paragraphen  einsetzt. 

Die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  des  Krümmungsmittel- 
punktes und  des  Krümmungshalbmessers  sind  völlig  allgemein,  d.  h. 
sie  gelten,  welche  auch  die  unabhängige  Variabele  sei;  sie  verein- 
fachen sich  aber,  wenn  man  eine  von  den  Grössen  #,  y,  z,  s selbst 
als  unabhängige  Veränderliche  ansieht.  Wird  z.  B.  die  Curve  durch 
ihre  Horizontal  - und  Vertikalprojektion  bestimmt,  so  ist  x die  unab- 
hängige Variabele,  dx  ein  irgendwie  willkürlich  in  Null  übergehen- 
der und  ebendeswegen  von  x unabhängiger  Zuwachs  des  x,  folglich 
d2x  = 0;  man  erhält  für  diesen  Fall: 


17) 


Q — 


[!  + (fl)  + (ff)  ] 


dy 

dx 


d2z 
dx 2 


dz 

dx 


d'2y\2 

dx2) 


(&y\2 

\dx2J 


/ d2  z V 

\dx2) 
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l— — p2 


dy  d2y  . dz  d2z 
dx  dx 2 ' dx  dx 2 

f1  + (ä)  + (fe)  ] 


18)  l r\—y=  Q 


(■ 


dz  d'2y 
dx  dx 2 


dy  d2  z\  d z d2y 
dx  dx v 1 <iar2 


s— * = P! 


D + ßf)  + (fe)  ] 

/ dy_  d2  z dz  d2y\  dy  d2 ; 

\dx  dx'2  dx  dx2 / d x ! dx 


[■  + m + (m 


Besonders  symmetrisch  gestalten  sich  die  Formeln,  wenn  man  s 
als  unabhängige  Variabele,  mithin  x,  y,  z als  Funktionen  von  s an- 
sieht; es  ist  dann  d2s  = 0 und  man  hat: 

19)  Q z 1 


^(s; +(&)■+ m' 

d2y 


, d2  z 

= Q~  d 


20)  i-*=e2g,  ^-y=P2 

Will  man  die  Untersuchung  über  die  Krümmungsverhältnisse 
der  räumlichen  Curven  weiter  fortsetzen  (was  Sache  *der  höheren 
Geometrie  sein  würde),  so  ist  es  vortheilhaft,  für  den  oft  vorkom- 

1 * 

menden  Ausdruck  — einen  besonderen  Namen  einzuführen:  man 

• Q 

hat  ihn  deshalb  das  Krümm ungsmaass  oder  kürzer  die  Krüm- 
mung derCurve  im  Punkte  xyz  genannt.  Beachtet  zu  werden  ver- 
dient noch  die  Ebene  des  Kriiin  m un  gs  kr  ei  s es,  welche  einer- 
lei mit  der  Ebene  ist,  die  man  durch  den  Punkt  xyz  senkrecht  auf 
die  Grenzlinie  5)  legt;  nach  dem  Früheren  findet  man  leicht,  dass 
die  Gleichung  dieser  Ebene  ist: 

21)  X (|,  — .r)  + Y (Vl  —y)  + Z (J,  - z)  = 0, 

wo  X,  Y,  Z die  frühere  Bedeutung  haben  und  , tjx  , die  laufen- 
den Coordinaten  der  Ebene  bezeichnen. 

Denkt  man  sich  in  den  Gleichungen  18)  y und  z durch  x aus- 
gedrückt, so  enthalten  jene  Gleichungen  die  drei  Variabelen  £,  rj , £ 
und  x ; man  kann  aus  ihnen  zwei  neue  Gleichungen  bilden,  welche 
kein  x enthalten  und  die  Formen 

n = <p  (£) , Z = i>(£) 
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besitzen ; sie  charakterisiren  den  geometrischen  Ort  der  Krümmungs- 
mittelpunkte  der  ursprünglichen  Linie;  diese  neue  Curve  kann  man 
sich  wie  früher  durch  Abwickelung  entstanden  denken  und  sie  dem- 
gemäss eine  Evolute  der  gegebenen  Linie  nennen. 


§.  22. 

Die  Tangentialebenen  und  Normalen  der  Flächen. 


I.  Die  Gleichung  einer  Fläche  kann  man  entweder  in  der  un- 
entwickelten Form 


1)  F O,  y,  z)  = 0 
• \ 

oder  in  der  entwickelten  Form 

2)  z=f(x,y) 


angeben,  und  sie  enthält  dempach  zwei  unabhängige  Variabele  x 

und  y,  welche  in  Fig.  24 
durch  OM  und  MN  dar- 


Fig.  24. 


mögen, 


gestellt  werden 
während  die  dritte  Varia- 
bele z = NP  ist.  Lassen 
wir  x um  M3P  z/  x zu- 
nehmen, ohne  jedoch  y zu 
ändern,  so  erhalten  wir 
einen  zweiten  Funkt  N* 
der  Ebene  xy , welchem 
ein  zweiter  Punkt  P der 
Fläche  entspricht;  die  Co- 
ordinaten  des  letzteren 
sind : 


z 1 x , 


und  hier  soll 


4 x 


einen  Zuwachs  des  z bedeuten, 


welcher 


durch  eine‘ alleinige  Aenderung  des  x hervorgerufen  worden  ist,  so 
dass  also  (£)  einen  partiellen  Differenzenquotienten  des  z be- 
zeichnet. Lassen  wir  umgekehrt  x ungeändert , und  geben  dem  y 
die  Zunahme  NN11  = z/y,  so  entspricht  dem  Punkte  N°  ein  Punkt 
der  Fläche  mit  den  Coordinaten 

>j  + Jy- 
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Durch  die  drei  Punkte  P,  P,  P'  legen  wir  eine  Ebene,  deren 
Gleichung 

3)  t = + Btj  + C 

sein  möge;  es  müssen  dann  die  Coordinaten  der  Punkte  P,  P,  P' 
dieser  Gleichung  genügen,  mithin  die  drei  Bedingungen  stattfinden: 

4)  z — Ax-\-By~\-C 

z + (60 

1 (60)  = AxJrB(yJrJ'J'*Jrc- 

Aus  diesen  erhält  man  sehr  leicht: 


zd  x = A(x-\-<d  x^-^By-^-C 


Subtrahirt  man  ferner  Nro.  4)  von  Nro.  3)  und  setzt  für  A und 
B die  vorstehenden  Werthe,  so  ist 

5 - * = (60)  «-*>  + (60) (ri  ~s) 

die  Gleichung  der  Schnittebene.  Für  verschwindende  x und  dy 
fallen  die  drei  Punkte  P,  P,  P"  in  einander,  die  von  der  Ebene 
abgeschnittene  Kappe  zieht  sich  auf  einen  Punkt  zusammen,  die 
Schnittebene  wird  zur  berührenden  Ebene,  aus  den  partiellen  Diffe- 
renzenquotienten werden  die  partiellen  Differenzialquotienten 

/ dz\  c )z  ( dz\  ? z 

, \dx)  c*#1  \dy)  Zy 

und  somit  ergiebt  sich 

5)  S-«  = ^ «— #)  + ¥;  (.v-y) 

dx  , oy 


als  Gleichung  der  Tangentialebene. 


IT.  Eine  Senkrechte  auf  die  Tangentialebene  im  Berührungs- 
punkte der  letzteren  heisst  die  Normale  der  Fläche ; nennen  wir 
a,  /3,  y die  Winkel,  welche  sie  mit  den  drei  Achsen  bildet,  und 
J,  77,  £ die  Coordinaten  eines  Punktes  von  ihr,  so  sind  ihre  Glei- 
chungen : 


6) 


71  — y — 


cos  ß 
cosa 


({—*), 


cosy 

cosa 


Um  die  rechter  Hand  vorkommenden  Quotienten  zu  bestimmen, 
braucht  man  nur  zu  bemerken,  dass  eine  im  Punkte  xyz  senkrecht 
auf  die  Normale  gelegte  Ebene  die  Tangentialebene  sein  müsste. 


88  Cap.  IV.  §.  22.  Die  Tangentialebenen 

Die  Gleichung  dieser  Ebene  wäre  nach  ganz  ähnlichen  Betrachtun 
gen  wie  im  vorigen  Paragraphen : 


0 = cos  a . (J — or)  -f - cos  ß . (rj — y ) -(-  cosy  . (£ — z ) 


oder 


s-*  = 


cosa 


(S— *) 


0?  — y), 


cos  y cos  y 

und  wenn  man  dies  mit  Nro.  5)  zusammenhält,  so  ergiebt  sich 

d z cosa  dz  cosß 


7) 

und  hieraus 


dar 


cosy'  d y 


cosy 


dz 

cos  y 1 cos  ß _ ty 

cosa  <)z  ' cosa  dz 


dar 


dar 


Durch  Substitution  in  Nro  6)  erhält  man  jetzt  als  Gleichungen 
der  Normale : 


8) 


dar 
dz 

— *=+Jf  (£—*)• 

dar 


5 


Unter  einer  besseren  Form  erhält  man  dieselben,  wenn  man  £ 
als  willkürliche  Coordinate  ansieht;  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn 
man  die  Normale  nicht  auf  die  Coordinatenebenen  j-rj  und  |£,  son- 
dern auf  die  Ebenen  ££  und  £77  projizirt;  man  hat  dann 

9) 

als  Gleichungen  der  Normale. 

Will  man  die  Winkel  a,  /3,  y selbst  bestimmen,  so  verbinde 
man  die  Gleichungen  7)  mit  der  folgenden: 

cos2  a -|-  cos  2ß  -f-  cos2  y = 1 ; 

es  ergiebt  sich  dann  durch  gewöhnliche  Substitution  und  nachherige 
Wurzelausziehung : 
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cosa 


vm + m + 


10) 


\cosß  — 


bz 


i 


cos  y — 


\/m + m + ■ 

v/fö)' + W + 


Die  in  unseren  Formeln  vorkommenden  partiellen  Differenzial- 
quotienten entnimmt  man  entweder  der  Gleichung  2)  unmittelbar, 
oder  man  benutzt  dazu  die  unentwickelte  Gleichung  1);  im  letzte- 
ren Falle  hat  man,  wie  in  §.  7.,  Formel  9)  u.  s.  w. : 

bF_  b_F 

bz  bx  bz  by 

bx  bF ’ by 


b z 


bF 

bz 


und  man  erhält  als  Gleichung  der  Tangentialebene: 


bF 


bF 


bF 


io  . , . 

bx  ' by  ' <)z 

Die  Gleichungen  der  Normale  werden: 

bF  bF 

12)  5 — ^ = -^|r  C£ — ^)-.  n—y  — jJr(S— *)> 


bz  b Z 

und  zur  Bestimmung  der  Winkel  a;  ß,  y hat  man  die  Formeln: 

bF  bF  bF 

13) 


3a?  n by 

cosa  — - ■— , • cos p — — — 
N 


bz 


N 


cosy 


N ’ 


wobei  zur  Abkürzung 


■*>  w+m 

gesetzt  worden  ist.  Passende  Beispiele  für  die  hier  entwickelten 
Formeln  bieten  die  Flächen  zweiten  Grades  dar;  bei  den  Flächen 
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ohne  Mittelpunkt,  deren  Gleichungen  also  von  der  Form  z = px2 
-f-  qy 2 sind,  wird  man  sich  der  Formeln  2)  bis  10)  bedienen;  bei 
den  Flächen  mit  Mittelpunkt,  deren  Gleichungen  in  dem  Schema 
Ax2  By2  Cz2  -J-  D r=  0 enthalten  sind,  ist  die  Anwendung 
der  Formeln  11)  bis  14)  bequemer,  weil  man  die  sonst  sich  ein- 
stellenden Wurzelzeichen  damit  vermeiden  kann.  So  findet  man 
z.  B.  für  das  dreiachsige  Ellipsoid,  dessen  Gleichung  ist: 

f/2  *2 

— + i-  O-  i 1 — 0 

a2  ' b2  ‘ c2 
als  Gleichung  der  Tangentialebene: 

+ jr  («-*)= o 


oder 


x 


ja?t+-jkr>+~j’Z 


Nimmt  map  darin  einmal  £ = 0,  dann  rj  = 0,  so  erhält  man 
die  Gleichungen  der  beiden  Durchschnittslinien , welche  die  berüh- 
rende Ebene  mit  den  Coordinatenebenen  xy  und  xz  bilden;  dies  sind 
die  beiden  Spuren  der  Tangentialebene,  deren  Lagen  man  mittelst 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  weiter  untersuchen  kann. 


§.  23. 

Die  Krümmungsverhältnisse  der  Flächen. 

Um  die  in  einem  bestimmten  Punkte  stattfindende  Krümmung 
einer  Fläche  kennen  zu  lernen,  ist  es  das  Natürlichste,  durch  jenen 
Punkt  eine  Normale  auf  die  Fläche,  durch  diese  Normale  eine  Reihe 
von  sonst  beliebigen  Ebenen  zu  legen  und  die  Krümmungen  zu  unter- 
suchen, welche  die  Durchschnitte  dieser  Ebenen  und  der  Fläche  be- 
sitzen. Dieser  Gedanke  lässt  sich  auf  folgende  Weise  ausführen. 
Die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  xyz  mögen  sein 

1)  £ — a?+p(S  — z)  — 0 und  rj—  y-^-qit,  — *)  — 0, 
wobei  wir  zur  Abkürzung 

c )z  c)Z 

2)  p = —,q  = 

gesetzt  haben;  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene  sei 

3)  «i-M^+yS  = i; 

soll  diese  Ebene  die  Normale  in  sich  enthalten,  so  muss  die  Glei- 
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chung  3)  auch  dann  noch  bestehen,  wenn  man  statt  | und  r]  die  aus 
Nro.  1)  entnommenen  Werthe  einsetzt;  dies  giebt 

( y—ap  — ßq ) t + ax+ßy-\-{ap-{-ßq)  z — 1, 

und  diese  Gleichung  kann  für  jedes  £ nur  dann  erfüllt  sein,  wenn 
gleichzeitig  die  Beziehungen 

4)  y = ctp-{-ßq 

5)  ax  -(-  ßy  -}-  yz  — 1 

stattfinden.  Die  so  bestimmte  durch  die  Normale  gehende  Ebene 
bildet  mit  der  Fläche  eine  Durchschnittslinie,  die  wir  einen  Nor- 
malschnitt  nennen  wollen;  die  Gleichungen  desselben  würde  man 
dadurch  finden,  dass  man  erstlich  in  Nro.  3)  x,  y,  z für  £,  r],  £ 
setzte,  wodurch  man  auf  die  Gleichung  5)  kommt,  und  dann  aus 
dieser  und  der  Gleichung  der  Fläche  z — /(,r,  y)  einmal  z,  das  an- 
dere Mal  y eliminirte.  Für  die  Krümmung  des  Schnittes  hätte  man, 
x als  unabhängige  Variabele  angesehen: 

_1 (dy  cl2z  — d'2y  dz)*  -f  (d*y)*  -f-  (d*z)* 

Q2  ~ 


6) 


(dx 2 -f  dy 2 + dz*)» 

ferner  durch  Differenziation  der  Gleichungen  der  Fläche  und  der 
Ebene: 


dz 


d z 


dx  -)- 


c \Z 


dy  — p dx  -j-  q dy 

:0, 


dx  2 )y 

a dx  -j-  ß dy  -)-  y dz 

und  durch  nochmalige  Differenziation : 

d*z  = r dx 2 -j-  2 s dx  dy  -j~  t dy 2 -f-  q d'2y 
ß d2y  -4-  y d*  z — 0, 

wobei  von  folgenden  Abkürzungen  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 

d*Z  . 32* 

< ) r - 


s 


t 


dx*  1 ~ dx  dy  ' dy 2 

Aus  den  obigen  Gleichungen  erhält  man  durch  gewöhnliche 


Elimination: 


dy 


a-\-py  dz  pß  — qa 


8) 


dx  ß-Jr'iy'1  dx 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung 

dy 


ß + qy  ‘ 


-f-  2 s 


dx 


+ '(d9  “ 


M, 


so  findet  sich  Für  die  zweiten  Differenzialquotienten : 
d*y  My  d*  z Mß 


dx 2 


ß-}-qy'  dx 2 ß-\-qy 
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Bevor  wir  diese  Werthe  in  die  Formel  6)  einsetzen,  bemerken 
wir  noch  folgende  Transformationen:  , 

dx2  - f-  dy 2 -) -dz2 (/3  — qy )2  -4-  (a  -)-  py)2  + (p  ß — qa)2 

d7-  — (ß  + qyY1 

wobei  sich  der  Zähler  mit  Rücksicht  auf  y ==  p a -f-  q ß auf  die 
Form  bringen  lässt: 

«2(l+9s)  + 02(l+Ps)  + 2(«P  + /*9)r+(Ps  + 9,)r1!— 2«/?P? 

= (a2+/?2+y2)(l-j-P2+92)  — ß2p2  — /3292  — Zttßpq  -(-  Yt 
= (a2+^2  + }'2)(l+P2  + 92); 
demnach  ist  also: 

<fo2+(fy2-|-(fe2  _ („2_)_|32^_y2)^2 

} dx>  ~ (ß  + yqy  ’ 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

10)  N2  — 1 — (-  p2  -f  q*. 

Man  hat  nun  weiter 


M = — 


aM 


dy  d2z  — dz  d2y — ß (a -f- yp ) -f- y (pß  — qa) 

dx 3 (ß-\-yq)2  ß+yq 

und  mit  Rücksicht  auf  die  oben  bestimmten  zweiten  Differenzial- 
quotienten von  y und  x: 


^dy  d2  x — dzd2y'\2 


dx 3 


)’+(£)'+(£)' 


(a2-\-ß2-\-y2)  M2 


(ß+yqy 

Mittelst  dieses  Werthes  und  der  in  Nro.  9)  bemerkten  Sub- 
stitution erhält  man  für  die  Krümmung  des  Normalschnittes: 

JL  = _M(ß  + yq)2 


11) 


N*(u2-]-  ß2  -\-y2) 
oder  auch  durch  Elimination  von  ß -)-  yq  aus  9)  und  11): 

1 M dx2 

Q 


12) 


N(dx2  + dy2  + dz2)* 


dy 


Bezeichnet  man  — kurz  mit  w',  setzt  für  dz  seinen  Werth 

dx 

pdx  -\~  qdy  — (/?  — {—  qy1)  dx,  und  für  M den  ursprünglichen  Aus- 
druck r-|-  2 8yt-\-ty12 , so  hat  man  noch 

1 r — f—  2 sy,-\-ty12 

Q ~~~ 


18) 


N[1  -y,2-\-(p  + q y‘)2Y 
In  diesem  Ausdrucke  für  die  Krümmung  eines  Normalschnittes 
sind  die  partiellen  Differenzialquotienten  p , q , r,  s,  t von  der  Natur 
der  Fläche  einzig  und  allein  abhängig,  unabhängig  dagegen  von 


t 
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a,  ß,  y,  d.  h.  von  der  Lage  des  Schnittes  gegen  die  Normale  oder 
gegen  die  Tangentialebene,  nur  y1  enthält  a,  /3,  y;  denn  es  ist 


l 4 ;>  4-  — vi 

a 


a-\-yp 


a-\-(ap-\-  ßq)p 


und  es  hängt  demnach  y',  mithin  auch  die  Krümmung  des  Normal- 

a 

Schnittes,  von  dem  Verhältnisse  ab.  Aendert  man  dieses  fort- 

a 

während,  so  dreht  sich  die  Ebene  des  Normalschnittes  um  die  Nor- 
male, zugleich  erhalten  y'  und  — andere  Werthe  und  man  kann 

demnach  die  Krümmung  als  Funktion  von  y*  ansehen.  Nach  dem 
Theoreme  I.  des  §.  16.  nimmt  dieselbe  zu,  so  lange  der  Differenzial- 
quotient „ (-1.) = ä,  positiv  bleibt,  und  sie  nimmt  ab,  so  lange 

er  negativ  ist:  ein  Wechsel  der  Krümmung  findet  also  in  dem 
Falle  statt,  wo 


(i) 

dy‘ 


= 0 


wird;  durch  Ausführung  dieser  Differenziation  erhält  man  als  Be- 
dingung dafür 

H)  q (s+ty')  = N \_y‘  -f  (p  + qyO  q], 

Eliminirt  man  q aus  dieser  und  der  Krümmungsgleichung , so 

folgt 

r+2gy'+ty'2  1+y,2  + (jp4-^yQ2 

sJ\~tyl  ~~  pq+ii+q2)'/ 

und  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  y1 : 

15>  [(i — pqd  y'2  + C(1  + ?2)r— (1+p2)0yl 

-f - pqr  — (l-f-j?2)s  = 0. 


Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt  nun  diejenigen  Werthe 

a 

von  mithin  auch  die  Werthe  des  Verhältnisses  , für  welche 

ein  Wechsel  der  Krümmung,  also  eine  grösste  oder  kleinste  Krüm- 
mung stattfindet.  Vorausgesetzt  wird  dabei  nur,  dass  die  Differen- 
zialquotienten /?,  r->  si  t in  dem  Punkte  xyz  endliche  bestimmte 

Werthe  haben,  dass  also  xyz  keinen  ausgezeichneten  Punkt  (wie 
z.  B.  eine  Spitze)  bedeutet.  Die  Gleichung  15)  zeigt  nun  die  Exi- 
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stenz  von  zwei  Hauptnormalschnitten,  deren  gegenseitige  Lage  man 
dadurch  erfahren  kann,  dass  man  die  Gleichung  vereinfacht,  indem 
man  den  Punkt  xyz  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  und  die 
Tangentialebene  im  Punkte  xyz  zur  Ebene  xy  nimmt.  Es  ist  in 
diesem  Falle  x = y = z — 0,  ferner  constant  £ = 0;  die  Glei- 
chung der  Tangentialebene  wird  p£  -|-  qrj  = 0 und  diese  kann  für 
alle  7j  und  £ nur  bestehen,  wenn  p — q = 0 ist.  Die  Gleichung 
15)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 

y 12  + r—~^  y*  — 1 = 0, 

S 

welche  immer  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Ist  nun  weiter  y = x tan  o 
die  Gleichung  der  Spur,  welche  ein  Hauptnormalschnitt  mit  der  Coor- 
dinatenebene  xy  (der  Tangentialebene)  bildet,  so  hat  man 

i dy 

y1 ' = = tan  o, 

ax 

mithin  statt  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

r — t 

tan 2 o -{-  tan  o — 1 = 0, 

s 

deren  Wurzeln  tanox  und  tano2  heissen  mögen;  für  diese  gelten  die 
beiden  Beziehungen 

j j* 

tan  Oi  r[-  tan  o2  = , tan  ox  tan  o2  — — 1 , 

S ' 

deren  letztere  identisch  mit  der  Gleichung  cos  (g>j  — o2 ) = 0 ist. 
Daraus  folgt  — o2  — + \ tc,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die 
Hauptnormalschnitte  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Statt  der  Gleichung  15)  kann  man  auch  eine  quadratische  Glei- 
chung aufstellen,  deren  Wurzeln  der  grösste  und  kleinste  Krüm- 
mungshalbmesser selbst  sind;  sie  ergiebt  sich,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  13)  und  14)  nicht  p,  sondern  y*  eliminirt,  wobei  zur 
Abkürzung 


gesetzt  werden  möge.  Die  fraglichen  Gleichungen  sind  dann 

ä (r  + 2 sy(  -f-  tyr 2)  = i + y‘2  + (p+qy1)2 
h (s  + ty')  = p q + (1  -\-  ?2)  y\ 

und  wenn  man  y1  aus  der  zweiten  Gleichung  in  die  erste  einsetzt, 
so  erhält  man  zunächst : * 

' X[r(l-|-22  — At)2  + 2s(l-f?2— ; U)  (As — ^ <?)  + — pqf] 

— (1  — f— i»2)  (1  — j—  — ^02— J—  (1  — }—  — Ai)  (As — pq ) 

+ (l  + 92)  (As — pq)2. 
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oder  durch  Reduktion  auf  Null : 

A0[(1+J>2— Ar)(l  + $*  — At)  — (pq— **)2]  = 0. 

Hier  kann  nun  der  erste  Faktor  nicht  = 0 sein,  weil  sonst  der 
vorhin  substituirte  Werth  von  nämlich 

, _ **  — P Q 
" 1 — j—  — kt  ■ 

anendlich  oder  unbestimmt  (wenn  zugleich  der  Zähler  verschwände) 
werden  würde,  was  Beides  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Es 
muss  daher  der  zweite  Faktor  = 0 gesetzt  werden  und  dies  giebt 
bei  Entwickelung  der  Potenzen  von  A: 

(rt—  S2)A2—  [r(l+0*)— 2Jpg*  + <(l+p*)]A-f-  l-\-p*+q*=0, 
und  vermöge  des  Werthes  von  A und  der  Bedeutung  von  N: 

16)  (r«  — + = 

Nennen  wir  Qi  und  Q2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  finden 
zwischen  diesen  grössten  und  kleinsten  Krümmungshalbmessern  im 
Punkte  xyz  die  Beziehungen  statt: 

m n , „ (l  + g2)r—  2f9s  + (l4-p!)i  „ 

17)  Qi  + Q2  = N, 

N4 

1S)  *i*  = rT=rir 


Die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  standen  sowohl 
aufeinander  als  auch  auf  der  Tangentialebene  senkrecht;  es  liegt  da- 
her nahe,  diese  drei  Ebenen  zu  Coordinatenebenen  zu  wählen,  so 
dass  nunmehr  die  vorhin  betrachteten  Winkel  (»j  und  oj2  die  Werthe 
©i  = 0 und  a2  — \ n erhalten  müssen.  Die  Gleichung 


tan&i  -(-  tan  a2  = 


tp  _ £ 

wird  jetzt  oo  = und  zeigt,  dass  für  diesen  Fall  s = 0 sein 

s 

muss,  weil  im  Allgemeinen  r und  t endliche  Werthe  besitzen.  Die 
Formel  13)  wird  jetzt 

1 r -j-  t y* 2 

q 1 y1  ,J  ’ 

oder  wenn  y1  = tanv  gesetzt  wird,  wo  v die  Neigung  der  Ebene 
irgend  eines  Normalschnittes  gegen  die  Ebene  des  ersten  Haupt- 
schnittes (^j)  bezeichnet: 

— - r=r  r COS 2 V -4-  t Sin 2 V. 

Q 


Dlgitized  by  Google 


96 


Cap.  IV.  §.  23.  Die  Krümmungsverhältnisse  der  Flächen. 


Für  die  Hauptschnitte  ist  v = 0 und  v = \ ft,  also 

_1 _1 

01  ~~  r’  02  _ ’ 

mithin  durch  Substitution  in  die  vorhergehende  Gleichung: 

Ä 1 cos2v  . sin2v 

19)  — = 

Q Qi  Q2 

Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  bestimmen  vollständig  die 
Krümmungen  der  verschiedenen  durch  einen  Punkt  xyz  gelegten 
Normalschnitte;  aus  17)  und  18)  erhält  man  die  Krümmungen  der 
Hauptschnitte,  aus  19)  die  Krümmung  eines  beliebigen  anderen  Nor- 
malschnittes, welcher  mit  dem  ersten  Hauptschnitte  den  Winkel  v 
bildet. 

Bemerkenswerth  ist  noch  der  spezielle  Fall,  in  welchem  man 
den  r,  z solche  Werthe  ertheilt,  dass 

i+p2  _P1  _ 1 + Sl 

r s t 

wird;  es  wird  nämlich  unter  dieser  Voraussetzung 


20) 


(i+p2)  (i+?2) 


r t 


p2  q2 
s2 


(1  +p»)  (1  + . . r t 


woraus  man  leicht  findet: 

1 p2  -j—  q2  = N2  = p2  q2 


p2  q2 
rt  — s2 


s 1 


Die  Gleichung  16)  verwandelt  sich  jetzt  in  die  folgende: 
02  ■ 


2p  qN  ^ , p2  q2  N 2 A 

Q r“  ö — 0 1 


a2 


welche  die  gleichen  Wurzeln 


01  = 02  = Zf  N 


besitzt.  Aus  Nro.  19)  erkennt  man  weiter,  dass  jeder  Normal- 
besitzt; 


schnitt  durch  diesen  Punkt  dieselbe  Krümmung  — - t=z  — 

Q Qi 


der  fragliche  Punkt  heisst  dann  ein  Nabelpunkt  oder  Kreis- 
punkt der  Fläche.  Durch  Verbindung  der  zwei  in  Nro.  20)  auf- 
gestellten Gleichungen  mit  der  Gleichung  der  Fläche  erhält  man 
drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  drei  Unbekannten  #,  y,  z. 

Besitzen  die  Krümmungen  und  — der  beiden  Hauptschnitte 

dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  dieses  auch  der  Krümmung  — jedes 
anderen  durch  denselben  Punkt  gelegten  Normalschnittes  zu,  wie 
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man  aus  Nro.  19)  augenblicklich  ersieht.  Dann  kehren  sämmtliche 
Normalschnitte  des  Punktes  ihre  convexen  Seiten  derselben  Gegend 
des  Raumes  zu  und  die  Berührungsebene  liegt  gänzlich  auf  der  ei- 
nen Seite  der  Fläche.  Wenn  dagegen  und  q2  entgegengesetzte 
Vorzeichen  haben,  so  ist  (nach  derselben  Gegend  des  Raumes  hin) 
der  eine  Hauptschnitt  convex,  der  andere  concav,  und  die  Krümmung 
wechselt  zwischen  beiden  Schnitten  ihr  Zeichen ; die  Tangentialebene 
liegt  in  diesem  Falle  nicht  auf  einer  Seite  der  Fläche,  sondern  schnei- 
det dieselbe  in  ihrem  späteren  Verlaufe.  Derartige  Flächen  entste- 
hen z.  B.  durch  Umdrehung  einer  ebenen  Curve,  die  der  Drehungs- 
achse ihre  convexe  Seite  zuwendet. 

Ausser  den  obigen  zwei  Gattungen  von  Flächen,  welche  die 
Kamen  der  concav- concaven  und  der  convex -concaven Flächen  füh- 
ren, giebt  es  noch  eine  dritte  Art,  welche  den  Uebergang  von  der 
einen  zur  anderen  Gattung  bilden;  e3  sind  dies  die  Flächen,  an  de- 
nen der  eine  Hauptschnitt  in  jedem  Punkte  die  Krümmung  Null  be- 
sitzt, d.  h.  eine  gerade  Linie  bildet.  Da  in  jedem  Falle  die  Tan- 
gentialebene die  Tangenten  der  Normalschnittc,  also  auch  die  Tan- 
gente des  geradlinigen  Normalschnittes  enthält,  so  ist  unmittelbar 
klar,  dass  den  genannten  Flächen  die  Eigenschaft  zukommt,  von  ei- 
ner Ebene  nicht  nur  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden 

1 • 

berührt  zu  werden.  Nennen  wir  die  Krümmung  einer 

Qi  Qi 

Fläche,  so  ist  für  diese  Flächen  die  Krümmung  gleich  Null;  als 
analytisches  Kennzeichen  dafür  ergiebt  sich  aus  Nro.  18)  rt  — s' 2 
= 0,  oder: 

Wz  Wz  / W z \2  _ 

dy2  Vehr  c vy) 

Die  durch  diese  Gleichung  charakterisirten  Flächen  sind  übri- 
gens sämmtlich  abwickelbar,  und  hierin  unterscheiden  sie  sich 
geometrisch  von  den  vorigen  Flächenarten.  Weitere  Auseinander- 
setzungen hierüber  gehören  in  die  höhere  Geometrie. 


Schlömilch,  Analysis. 


7 
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Die  vieldeutigen  Symbole. 

§.  24. 

Brüche  von  der  Form  §. 

Wenn  die  Funktionen  <jp(#)  und  i>(x)  für  einen  Spezialwerth 

von  #,  etwa  für  x = cs,  gleichzeitig  Null  werden,  so  nimmt  der 

Cp  (x)  cp  (a)  0 

Quotient  in  diesem  besonderen  Falle  die  Form  ,■■  ■;—  = — an, 

tK*)  i’  (a)  0 

welche  bekanntlich  vieldeutig  ist.  Um  aber  den  wahren  Werth  die- 

<pO) 


ses  Ausdruckes  zu  finden,  betrachten  wir  den  Quotienten 


^(a) 


als  die  Grenze,  welcher  sich  der  Quotient  für  verschwin- 

dende  d nähert.  Nun  ist  wegen  der  Voraussetzung,  dass  <p(a)  = 0 
und  ip(a)  = 0 sei, 

qp(q-f-d)  — <pQ) 

qp(q-|-d)  cp  (u-j-d)  — cp(d) d ^ 

i/>(a-j-d)  ^ (a  ~t“  d)  — ip(a)  ip(a-\-d) — cp(a) 

d 

und  hieraus  folgt,  indem  man  d zu  Null  werden  lässt: 

n <PO)  __  y'O) 

^O) 

d.  h.  in  dem  besonderen  Falle  x = a,  für  welchen  <p(x)  und  i\>(x) 
verschwinden,  werden  die  sonst  sehr  verschiedenen  Quotienten 

und 


1p  (#)  ip'  ( X ) 

einander  gleich.  — Dieser  Satz  kann  unmittelbar  dienen,  um  den 
wahren  Werth  der  Brüche  von  der  Form  § zu  bestimmen,  wie  die 
folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 
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Aus  §.  6.  ist  folgende  Formel  bekannt: 

1 -f~  2 x -j-  3 x2  -|-  4 a?3  -f- . . . . -f-  n xn~ 1 
_ 1 — (n-f-l)xn4-«j;M+1 
— (1—  *)*  ' 

Für  x = 1 verwandelt  sich  der  rechter  Hand  befindliche  Bruch 
in  differenzirt  man  Zähler  und  Nenner  für  sich,  so  ist  der 
Quotient : 

n(n-f~  1)  — xn~l-\-xn  Tz(n-l-l)  n_1 

' 2 —(1  — x)  ~ 2 X ’ 

welcher  für  x = 1 nicht  mehr  jene  unbestimmte  Form  annimmt; 
man  findet  so  für  x — 1 : 

n(n+  1) 


1 — |—  2 — |—  3 — 4 — f— ....  — n 


2 


was  auch  sonst  schon  bekannt  ist. 

Es  kommt  bei  diesem  Verfahren  nicht  selten  vor,  dass  der 
<P'  O) 


neue  Bruch 


für  x — a gleichfalls  verschwindet;  dann  muss 


man  auf  ihn  wiederum  dieselbe  Methode  anwenden.  Nehmen  wir  z.  B. 

cp  ( x ) x — sin  x 


^O) 


x< 


COS  X 


so  ist  der  Reihe  nach 

cp1  (x)  1 — cos  x cpn  (x)  sin  x (pni  (a?) 

ip'(x')  3 a?2  1 'i\)n(x')  6 a?  1 t/j'"(a?)  6 

Für  x = 0 verschwinden  <)p(a?),  qp'(a?),  qp"(a?),  i^(a?),  i^'(a?), 

^ . <pm  (a?) 

ip"(x),  und  daher  giebt  erst  der  letzte  Quotient  ■■  ■ ■ ■■  den  wahren 
v ° il>in  (a?) 

Werth  | des  in  Rede  stehenden  Bruches. 

Eine  allgemeinere  Ausführung  der  Art  ist  folgende.  Der  ge- 
gebene Bruch  sei 

/(c-f-A)  — /(c)  — A/(c) 
h2 

und  man  fragt  nach  dem  Werthe  desselben  für  A = 0;  durch  Diffe- 
renziation des  Zählers  und  Nenners  in  Beziehung  auf  A erhält  man 

,/'(«+.*)—  /'(c) 

* h ; 

für  A — 0 wird  hieraus  \ /'(c),  und  findet  also  die  Gleichung  statt: 

^ (.)-yw  = j 

ft-* 

wobei  sich  das  Zeichen  Im  auf  das  Verschwinden  von  A bezieht. 
Wäre  ferner  der  Bruch  gegeben: 


7* 
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/(<> + a)  - m —j/ (c)  - (c) 

- 

so  gäbe  die  Differenziation  des  Zählers  und  Nenners: 

, /'  (c  -j-  fi)  — /'  (c)  — hfu  (c) 

3 Ä2 

und  nach  Nro.  2)  wird  hieraus  für  h = 0,  | • |/,#/(c),  wie  man  so- 
gleich erkennt,  wenn  man  sich  /'  statt  /geschrieben  denkt;  es  ist 
demnach : 

/(«+*)  - /(«)  - 4/'  («)  — r4/"(e) 

8)  Z™ 1 1-2 


/'"  00 


Ä3 


1 . 2 . 3’ 


Man  wird  leicht  übersehen,  wie  man  auf  diesem  Wege  weiter 
gehen  kann;  bezeichnet  überhaupt  n eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl,  so  findet  die  allgemeine  Gleichung  statt: 

li  li 2 hn — * 

/c+ ,0  _/(c)  _ -f  (c)_  -/» (0—  - j-— — yKn“'1)(e) 


4) 


Än 

/«  (c) 


1.2.0».  ..72  > 


Will  man  das  Zeichen  Lim  vermeiden,  so  ist  zu  beachten , dass 
die  vorstehende  Gleichung  fiir  kleine  h näherungsweise  gelten  muss; 
nennen  wir  Q den  begangenen  Fehler,  so  ist 

h /i2  /,«— 1 

/(c +/.)  -M  - T / 0)  - 0) — - rorziT /(n-1)  (c) 


hn 

/(w)  00 

1 . 2 . . n 


und  wenn  hier  p auch  nicht  näher  bekannt  ist,  so  weiss  man  doch, 
dass  es  mit  h gleichzeitig  verschwindet.  Man  kann  übrigens  dem 
obigen  Theoreme  die  folgende  Form  geben: 

5) 


/(«+*)  = /(«)  + y-/'  («)  + J^f“  («)  + 


in- 1 in  r 

wobei  wir  späterer  Anwendungen  wegen  x für  c geschrieben  haben. 
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§.  25. 

Die  Symbole  0 . oo , 0°,  oc°  und  1°°  . 


I.  Besitzen  die  Funktionen  f(x)  und  F(x)  die  gemeinsame 
Eigenschaft,  für  x = a unendlich  zu  werden,  so  stellt  sich  der 

f(*)  . 

"i  in<>>i‘in  i'.'i  nii  linr.pr  m»  iiiiiiH^r.nninTP  r nrm 

OO 


Bruch 


in  diesem  Falle  unter  die  unbestimmte  Form  deren 


F(x) 

wahrer  Werth  q auf  folgende  Weise  ermittelt  werden  kann.  Setzen  wir 

1 

/O) 


F(x) 


F(x)  <p  (x) 

1 7p  ( x ) ’ 


/O) 


so  erhält  der  neue  Bruch  für  x ==  a die  Form  J,  lässt  sich  also 
nach  der  Regel  des  vorigen  Paragraphen  behandeln;  es  ist  nun 

F‘  (x) 

c p • O)  ~ F(x)2  F1  (x)  / f(x)  y 


7p‘  (X) 

und  für  x — a,  wo  mm 

<1  — 


/W2 


/(«) 

F(a) 

F‘{d) 


den  Werth  q annimmt: 

2 a / 00 

q2  oder  q — 


f‘  (a)  2 ’ F'(a)' 

Man  erkennt  lueraus , dass  die  Regel  zur  Bestimmung  des  wah- 
ren Werthes  eines  vieldeutigen  Bruches  dieselbe  bleibt  für  die  Form 
wie  für  §.  So  wird  z.  B.  der  Bruch 

/w  _%(t) 

F(x)  cot  x 

für  x = 0 von  der  Form  sein  Werth  ist  dann  einerlei  mit  dem 
Werthe  von 

M 

M sin 2 x 


/O) 

F'(x) 


x 


X 


sinx 

_ smx, 

x 


sin 2 x 


welcher  für  x = 0 in  M . 1 . 0 = 0 übergeht. 

II.  Sind  zwei  Funktionen  vorhanden,  von  denen  die  eine  (p(x ) 
für  x — a verschwindet,  während  die  andere  f(x ) für  x — a un- 
endlich wird , so  nimmt  das  Produkt  (f  (x)  . f(x)  für  x = a die  un- 
bestimmte Form  0 . oc  an;  den  wahren  Betrag  desselben  kann  man 
auf  zweierlei  Weise  finden.  Entweder  man  setzt 
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1 


/(*) 


= V’O) 


und  schreibt  statt  des  Produktes  cp  (x)  . fix)  den  Quotienten 

yU) 

ip(x)  ’ 

so  besitzt  dieser  die  Eigenschaft,  für  x = a die  Form  § anzunehmen, 
deren  wahrer  Werth  nach  dem  Früheren  leicht  zu  ermitteln  ist. 

Man  kann  aber  auch  setzen: 

% » 

-TT  = -FO) 

<P  0*0 

und  substituirt  nun  für  <p(x ) . /(#)  den  Quotienten 

m 

F(x)' 

welcher  die  Form  annimmt,  und  sich  auf  gleiche  Weise  weiter 
behandeln  lässt. 

So  z.  B.  wird  man  an  die  Stelle  des  Produktes 

, / . X \ 7t  X 

log  {*--)•  tan  — , 
welches  für  x = a in  0 . oo  übergeht,  den  Quotienten 

log  ('2  — — ) 

1 \ aJ  <pO) 

7t  a ^(a?) 

coi— — 

2 a 

setzen,  welcher  § wird;  es  ist  dann 

1 

(p'ix)  2 a — x 


. 0 nx 

_ s*n2 — - — 

2 a 2 a 


Vix) 


7t 


7t  2a  — x 


2a  . jtx 


2a 


sin * 


2 


und  hieraus  ergiebt  sich  — als  wahrer  Werth  des  obigen  Produktes 

7t 

für  x = a. 

Handelte  es  sich  um  das  Produkt 

tan x . I für  x = 0, 

so  würde  es  vortheilhaft  sein,  demselben  die  Form 

Kr)  ' 

cotx 

zu  geben,  welche  in  — übergeht,  deren  wahrer  Werth  aber  schon 
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bekannt,  nämlich  — 0 ist;  es  verschwindet  demnach  jenes  Produkt 
mit  x gleichzeitig. 

III.  Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  f(x')V>'x)  für  x = a 
eine  der  vieldeutigen  Gestalten  0°,  qo°,  l^annimmt,  so  beachte 
man  zunächst  die  identische  Gleichung 

/($)?(*)  — •<?(.*) 

und  untersuche  nun  das  Produkt  lf(x ) . cp(x);  ist  w der  Werth  dessel- 
ben für  x = a,  so  geht  die  gegebene  Potenz  in  ew  über. 

So  wird  z.  B.  für  x — 0 


tanx 


==  OO 


o. 

1 


beachtet  man  aber,  dass  die  Gleichung 


ay~  = (t) 


tanx 


stattfindet,  und  dass  nach  dem  Vorigen  l 


tanx  fiir  x — 0 ver- 


schwindet, so  ergiebt  sich  e°  = 1 als  wahrer  Werth  der  in  Rede 
stehenden  Potenz. 

Für  x = a verwandelt  sich  der  Ausdruck 


tan 


n x 
2 a 


in 


1°°  ; giebt  man  ihm  vorher  die  Form 


tan 


n x 

2 ä 


und  beachtet,  dass  der  Exponent  fiir  x — a in 


2 


71 


2 


übergeht 


(Nro.  II.),  so  erkennt  man  e71  als  wahren  Werth  jener  Potenz  für 
den  angegebenen  speziellen  Fall. 


Cap.  VI. 

Maxima  und  Minima. 

§.  *26. 

Maxima  und  Minima  der  Funktionen  einer  Var iab eien. 

Wenn  eine  Funktion  fix)  von  x bald  steigt  bald  fällt,  so  muss 
es  in  ihrem  Verlaufe,  vorausgesetzt,  dass  er  stetig  ist,  gewisse  Stel- 
len geben,  wo  die  Uebergänge  von  Wachsthum  zu  Abnahme  oder 
umgekehrt  von  Abnahme  zu  Wachsthum  stattfinden.  Tritt  nun  für 
x = a ein  Uebergang  der  ersten  Art  ein,  so  ist  /(a)  grösser  als 
seine  Nachbarwerthe  J\a — li)  und  /(a-|~Ä)3  sobald  nur  h hinreichend 
klein  genommen  wird,  und  dann  heisst  f{a)  ein  Maximum  der 
Funktion;  geschieht  dagegen  an  der  Stelle  x = a ein  Uebergang 
von  Abnahme  zu  Wachsthum,  so  ist  f(a)  kleiner  als  seine  Nachbar- 
werthe  /(a  — h)  und  /(a-j-Ä),  und  heisst  in  diesem  Falle  ein  Mini- 
mum. Es  versteht  sich  nach  dieser  Erklärung  von  selbst,  dass  der- 
artige Maxima  und  Minima  nur  relativ  sind  und  nicht  immer  den 
absolut  grössten  oder  absolut  kleinsten  Werth  der  Funktion  bedeuten. 

Für  welche  Werthe  von  x dergleichen  Maxima  oder  Minima 
eintreten,  das  entscheidet  sich  durch  ein  früheres  Theorem  (§.  16.), 
demzufolge  die  Funktion  fix)  steigt  oder  fällt,  je  nachdem  die  Deri- 
virte  fix)  positiv  oder  negativ  ist.  Aeudert  sich  nun  fix)  stetig, 
so  kann  der  Uebergang  von  negativen  Werthen  des  fix)  zu  positi- 
ven Werthen  dieser  Funktion,  oder  der  umgekehrte  Uebergang,  nur 
stattfinden,  wenn  dazwischen  f ix)  — 0 ist;  die  Werthe  von  x , wel- 
che fix)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  sind  also  Wur- 
zeln der  Gleichung  fix)  = 0.  Dies  bedeutet  geometrisch,  dass  bei 
einem  stetigen  Wechsel  von  Steigen  und  Fallen  einer  Curve  die 
Tangente  an  jeder  solchen  Wechselstelle  parallel  zur  Abscissen- 
achse  liegt. 
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Hat  man  die  Gleichung  f*  (x)  = 0 aufgelöst,  so  bedarf  es  noch 
der  Entscheidung,  ob  die  gefundenen  Werthe  von  x einem  Maximum 
oder  Minimum  entsprechen.  Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  den 
Ausdruck 

f(a-L  h)  — /(u)  — hf1  (a) 


dessen  Grenzwerth  (für  verschwendende  h)  = | fn  (a)  ist  (Formel  2, 
24.),  so  ist  in  unserem  Falle,  wenn  x — a eine  Wurzel  der  Glei- 
chung /'  (#)  = 0 bedeutet,  /'  (a)  — 0,  mithin 


Um  /(a) 


\ f"  («) 


und  ebenso  wäre  aucli  bei  negativen  h 


Lim. 


f(ci  h)  — f(a) 
Ä* 


Ist  nun  /"  (a)  positiv,  so  muss  f(a  — )—  /*)  f(a ) und  ebenso 

f(a  — h)  f(a ) sein,  wenigstens  bei  hinreichend  kleinen  /*,  weil 

sonst  der  Grenzwerth  nicht  positiv  ausfallen  könnte;  aus  diesen  Un- 
gleichungen folgt: 

/(«—*)  > /(«)  < /(«+*) 

und  es  ist  mithin  /(a)  ein  Minimum.  Wenn  dagegen  /" (a)  nega- 
tiv ausfällt,  so  muss  gleichzeitig  ^ /(a)  u.  /(a  — ß)<^/(a) 

oder 

f(a  — h ) < /(a)  > /(a-|-Ä) 

sein,  woraus  man  erkennt,  dass  /(a)  ein  Maxim  um  ist.  Die  Ent- 
scheidung besteht  also  sehr  einfach  darin,  dass  f(ß)  ein  Minimum 
oder  Maximum  ist,  je  nachdem  f“(a ) positiv  oder  negativ  ausfällt; 
geometrisch  heisst  dies : ein  Minimum  kann  nur  auf  einem  gegen  die 
Abscissenachse  convexen  Bogen,  das  Maximum  nur  auf  einem  con- 
caven  Bogen  Vorkommen. 

Es  wäre  aber  möglich,  dass  /"  (a)  weder  positiv  noch  negativ, 
sondern  selbst  der  Null  gleich  würde  (wie  z.  B.  wenn  an  einem  In- 
flexionspunkte eine  horizontale  Tangente  vorkommt),  und  dann  giebt 
der  zweite  Differenzialquotient  keine  Entscheidung ; man  muss  in 
diesem  Falle  die  höheren  Differenzialquotienten  zu  Rathe  ziehen,  und 
zwar  auf  folgende  Weise.  Es  mögen  für  x = a ausser  f‘  (#)  auch 

noch  / 11  (#),  /y//  ( x ) . . . f(n  ( x ) verschwinden  und  / (n)  (x)  sei  der 
erste  nicht  verschwindende  Differenzialquotient;  benutzen  wTir  jetzt 
das  Theorem  4)  in  §.  24.: 
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kn~ 1 


Lim 


fix + *)  -fix)  -\f‘  ix)  - j^f“  ix)— 


1.2..(n — 1) 


hn 

/(”)  (*)_ 

. n 


1.2. 

für  x = a,  so  wird  sehr  einfach 

fja  + A)  — /(«)  _ /fl)Q) 

hn 


Lim 


1 . 2 . . . n 

und  hier  unterscheiden  wir  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  und 
eines  geraden  n . Im  ersten  Falle  ist 

f(a  + h)  — f(a)  _ . /(">  (a) 


Lim 


Lim 


hn 

fia  — h)  — /(a) 


= + 


1 . 2 . . . n 


1 . 2 ...  72 

mithin  für  ein  positives  f^n\ä) 

/O  + Ä)  > /(«)  und  /(a)  > /(<*  — h)i 

dagegen  bei  negativen  /(n)  (a) 

/(a  + Ä)  < /(a)  und  /(«)  < /O  — Ä)- 

Beide  Ungleichungen  stimmen  darin  überein,  dass  /(a)  weder  ein 
Minimum  noch  ein  Maximum  ist.  Wenn  dagegen  die  Zahl  72  gerade 
ist,  so  hat  man  gleichzeitig 

fia  + h)  — fia)  __  , /(»)  (a) 


Lim 


hn 


= + 


L.nßa-J)-JiaL=  + 


1 . 2 ...  72 

/(n) (o) 

““““““  < 

. n 


An  1.2 

folglich  bei  positiven  /(n)(a) 

/(a  + A)  > /(a)  und  /(a)  < /(a  — A), 

d.  h.  /(a)  ein  Minimum,  und  bei  negativen  / (n)  (u) 

/(a  + A)  < /(a)  und  /(a)  > /(a  — A), 

mithin  /(a)  ein  Maximum.  Nach  diesen  Erörterungen  dürfen  wir 
sagen,  dass  für  einen  aus  der  Gleichung  /'(#)  = 0 bestimmten 
Werth  von  x nur  dann  ein  Maximum  oder  Minimum  von  f(x)  ein- 
treten  kann,  wenn  in  der  Reihe  der  Differenzialquotienten  von  f(x ) 
der  erste  für  jenen  Werth  nicht  verschwindende  Differenzialquotient 
von  gerader  Ordnung  ist;  und  zwar  findet  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum statt,  je  nachdem  dieser  Differenzialquotient  positiv  oder  nega- 
tiv ausfällt. 
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Den  Mechanismus  der  Rechnung  werden  folgende  Beispiele 
zeigen. 

I.  Handelt  es  sich  um  das  Maximum  oder  Minimum  der  Funk- 
tion /(.r)  = xae~~x , so  ist 

ff(x)  = (a  — x)xa~  1 e~  x 

fn(x)  = [a(a — 1)  — 2a.r  -)-  x'^x0,  x. 


Hier  wird  ff(x ) = 0 für  x = a;  dieser  Werth  giebt  f° (a) 
= — aae~~a^  also  ein  negatives  Resultat;  es  ist  mithin  f(a)  — 


ö" 


das  Maximum  der  Funktion  xae  x ■ 

1 


H.  Für  f(x ) = xx  findet  man 

i— 2 

/'(*)  = **  (1  —Ix) 

— —4  3 

f"{x)=xx  (1  — lxy  — xx  (3  — 2 Ix); 

/'(. r)  verschwindet,  wenn  Ix  = 1,  also  x ■=  e ist;  zugleich  wird 

3 

f"(e ) = — 

und  mithin  ist  e e das  Maximum  von  x x . 


Fig.  25. 


HI.  Sind  über  einer  Gera- 
den MN  (Fig.  25)  zwei  Punkte 
A und  B gegeben , welche  mit 
einem  Punkte  P der  Geraden  zu 
der  gebrochenen  Linie  AP-\-BP 
verbunden  werden  sollen , so 
kann  man  nach  dem  Minimum 
dieses  Weges  AP  -J-  BP  fra- 
gen. Für  MN  = c,  MA  — a, 
NB  z=z  b,  MP  = x ist  derselbe 


fix)  — \Ja‘  -f  X2  + \J  42  -f  (c—x)K 
Man  findet  daraus 


/'(*)  = 


/"  w = 


x 

\/a2  -f-  i2 


\/a2  -j-  x 23 


c — x 

yjb 2 -f  (c—  xy 
62 

v/62  -f  (c  — #)23 
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Aus  /'  (#)  = 0 ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  x die  Glei- 


chung 


x 


x 


\A2  T (c—xy 

Der  aus  ihr  folgende  Werth  von  x gehört  zu  einem  Minimum,  weil 
fu  ( x ) immer  positiv  bleibt.  Geometrisch  bedeutet  übrigens  die  vor- 
stehende Gleichung  soviel  wie 

cos  MPA  = cos  NPB  d.  i.  L_  MPA  — NPB 
und  hiernach  ist  die  Construktion  leicht,  indem  man  MA*  = MA 
nimmt  und  MB  zieht,  welche.  Gerade  MN  in  P schneidet  (Spiege- 
lungsgesetz). 

IV.  Um  ein  cylindrisches  Hohlmaass  von  gegebenem  cubi- 

* 

sehen  Inhalte  A mit  dem  geringsten  Materialaufwande  herzustellen, 
muss  die  Oberfläche  desselben  ein  Minimum  werden;  nennen  wir  x 
den  Halbmesser  der  Grundfläche  und  y die  Höhe,  so  ist 

A = xl7ty , f{x)  — 2 xjty  -f~  x2jt 
oder,  indem  man  den  Werth  von  y aus  der  ersteh  Gleichung  in  die 
zweite  setzt: 

„ . 2 A . 

f (x)  1-  7t  X2 

cc 

f (*)  = — -^7-  + 2 nx 

/"(*)=  + ~r  + 

aus  /'  (x)  = 0 ergiebt  sich  für  x der  Werth 

V 71  . . 1 " * 

• v 

für  welchen  f"  (x)  positiv,  mithin  f(x)  ein  Minimum  wird.  Zu  beach- 

Ax  * . . *>»  s *. 

ten  ist  noch,  dass  jetzt  y = -r — — .r,  mithin  der  Halbmesser  der 

<2/ 1 7t  . 

Grundfläche  gleich  der  Höhe  des  Maasses  ist. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  bei  allen  Untersuchungen 
über  Maxirna  und  Minima  noch  der  Ausnahmefall , wenn  /'  (#)  sein 
Vorzeichen  nicht  stetig  mittelst  Durchganges  durch  die  Null,  son- 
dern sprungweise  ändert,  denn  auch  derartige  Zeichen  Wechsel 
können  Maxirna  und  Minima  anzeigen,  die  man  durch  das  vorige 
Verfahren  nicht  finden  würde.  Ist  z.  B. 


f(x)  — 1 — v/(l~.r)2,  also  f*  (x) 


5 3/— 

VT 


X 
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so  bleibt  f‘(x)  positiv  für  alle  .r  1,  und  negativ  fiir  alle  x 1 ; 
der  Zeichenwechsel  geschieht  hier  aber  sprungweise,  denn  man  hat 

/' (1  — 0)  = + oo,/'(l-f0)  = - CO 

und  mithin  erleidet  f‘(x)  eine  Unterbrechung  der  Continuität  an  der 
Stelle  x = 1.  Abgesehen  davon  geht  aber  aus  den  Vorzeichen  von  ■ 
f'(x)  mit  Sicherheit  hervor,  dass  f(x)  wächst  von  x = — c c bis 
x = 1 und  abnimmt  von  x = 1 bis  x = -(-  co  , dass  also  f(x)  für 
x = 1 sein  Maximum  /(l)  = 1 erhalten  muss.  Man  wird  dies 
geometrisch  leicht  bestätigt  finden,  indem  man  die  Aufmerksamkeit 
auf  den  Berührungswinkel  t richtet,  welcher  durch  die  Gleichung 
tanz  = f (.r)  bestimmt  wird.  Derselbe  ist  spitz  für  x 1,  wächst 
mit  x gleichzeitig,  wird  — \ 7t  für  x = 1 und  nachher  stumpf  für 
x .J  tt;  an  der  Stelle  x = 1 besitzt  daher  die  Curve  eine  Spitze, 
von  welcher  beide  Theile  convex  gegen  die  Abscissenachse  ge- 
krümmt sind.  — Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  alle  derartigen 
Ausnahmefälle,  und  zwar  entscheidet  sich  die  Beschaffenheit  einer 
Funktion  an  einer  solchen  besonderen  Stelle  immer  sehr  leicht  da- 
durch, dass  man  den  Lauf  der  Funktion  in  der  Nachbarschaft  jener 
Stellen  vorzugsweise  genauer  berücksichtigt. 

§.  27. 

Maxima  und  Minima  der  Funktionen  mehrerer 

Variabelen. 

Ist  F(x,  y,  z,  . . .)  eine  Funktion  der  unabhängigen  Variabelen 
#,  */,  z,  . .,  so  kann  es  ein  zusammengehörendes  System  spezieller 
Werthe  dieser  Variabelen  geben,  etwa  x = a,  y — />,  z = c u.  s.  w., 
wodurch  F(a,  A,  c,  . . .)  grösser  oder  kleiner  wird  als  alle  Nachbar- 
werth e der  Funktion,  d.  h.  als  alle  die  Werthe,  welche  entstehen, 
wenn  man  für  x irgend  einen  Werth  aus  dem  Intervalle  a — h bis 
a-|-A,  für  y einen  Werth  aus  dem  Intervalle  b — k bis  b-\~k  u.  s.  w. 
nimmt,  wobei  A,  k etc.  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen.  Ein  sol- 
cher besonderer  Werth  F(ci,  A,  c,  . . .)  der  Funktion  F(x,  y , z, . . .), 
heisst  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  er  grösser  oder 
kleiner  als  seine  Nachbarn  ist.  Die  Aufgabe  wäre  jetzt,  das  System 
der  speziellen  Werthe  x = a,  y = A,  etc.  aufzufinden. 

Wenn  nun  überhaupt  beliebige  unabhängige  Variabelen  x,y,  z, ... 
vorhanden  sind,  so  kann  man  sich  dieselben  als  ebensoviel  willkür- 
liche Funktionen  einer  neuen  unabhängigen  Variabelen  t denken, 
denn  man  übersieht  auf  der  Stelle,  dass  für 
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*■=  9(0,  y = 9(0,  t — z(0,  . . . 

sich  alle  möglichen  vorgeschriebenen  Werthe  von  y,  z,  . . . her- 
ausbringen lassen,  wenn  man  nur  t und  die  Natur  der  Funktionen 
9,  9,  % etc.  danach  wählt;  so  würde  z.  B.  schon  die  einfache  An- 
nahme x = at,  y==ßt,  z = yt,  ...  wo  a,  ß,  y völlig  willkürliche 
Faktoren  sind,  zu  diesem  Zwecke  hinreichen.  Durch  diese  Bemer- 
kung reduzirt  sich  die  Aufgabe,  j F(#,  y,  z,  . . .)  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  zu  machen,  auf  die  einfachere,  für  eine  Funktion  von 
nur  einer  unabhängigen  Variabelen  die  grössten  und  kleinsten 
Werthe  aufzusuchen.  Soll  nun 


F(x,  y,  = F[qp(0,  t((),  %(t), . . .] 

oder  kurz  F seinen  Maximal-  oder  Minimalwerth  erhalten,  so  muss 

dF 


dt 


= 0 


sein;  diese  Gleichung  wird  in  unserem  Falle,  wo  ar,  y,  z,  . . als  ab- 
hängig von  t erscheinen: 


1) 


3 F dx  . DF  dy  . D'F  dz 


Dx  dt 


+ 


iy 


dt 


+ 


D z 


dt 


— f-  ...  = 0. 


Bei  der  gänzlichen  Willkürlichkeit  der  Funktionen  <p(t),  9(0,  >t(0, 
also  auch  ihrer  Differenzialquotienten 


dx 

dt 


= 9>'(0i 


dy  , , , x dz 

- = 9 (0, 


dt 


dt 


= %'(*)... 


(wie  z.  B.  im  obigen  speziellen  Falle  der  Faktoren  a,  ß,  y . . .) 
kann  aber  die  Gleichung  1)  nur  bestehen,  wenn  die  Coeflfizienten 
der  unbestimmten  Grössen  für  sich  Null  sind,  wenn  also  die  Glei- 
chungen stattfinden: 


2) 


DF 

Dx 


= 0, 


DF 

Dy 


= 0, 


DF 

Dz 


= 0, 


deren  Anzahl  mit  der  Anzahl  der  unabhängigen  Variabelen  über- 
einkommt, so  dass  es  also  immer  möglich  ist,  die  obigen  Gleichun- 
gen nach  x,  y,  z>,  . . . aufzulösen  und  so  die  Werthesysteme  x = o, 
y = b,  z = c etc.  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen,  so  bedarf  es 
noch  einer  Discussion,  ob  das  gefundene  System  ein  Maximum  oder 
Minimum  von  F bildet.  Diese  Entscheidung  wird  dadurch  herbei- 


geführt, 


dass  man  den  zweiten  Differenzialquotienten 


d*F 
dt 2 


entwickelt 


und  nachsieht,  ob  er  durch  Substitution  der  für  x,  y,  z,  . . . gefun- 
denen Werthe  positiv  oder  negativ  ausfällt.  Wir  wollen  diese  Un- 
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t 

tersuchung  unter  der  Voraussetzung,  dass  F eine  Funktion  von  nur 
zwei  unabhängigen  Variabelen  x und  y ist,  näher  ausführen. 

Man  hat  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  2) 

d2F  VF  (dx\*  , a VF  dx  dy  , VF  ( dy\ 2 

dt  dt  7>v2  \dt)  ’ 


dt 2 


)•+ 


<)ä2  \df 
oder  wenn  der  Quotient 
d2F 


3) 


dt* 


r h*F 

1 7«*+2 


<)ä 

« 

d x dy 
dt . d t 

VF 


mit  <7  bezeichnet  wird: 


9 + 


VF1  (dy\ 

Sy2  J \dt) 


()x  Sy 

Soll  dieser  zweite  Differenzialquotient  zu  einer  Entscheidung 
führen,  so  darf  er  nicht  verschwinden,  also  darf  nicht  zugleich 


4) 


VF 


— o, 


VF 


— 0, 


VF 


= 0 


"hx2  Sä  Sy  Sy2 

sein;  ist  diese  Vorbedingung  erfüllt,  so  muss  der  in  3)  verzeichnete 


Ausdruck,  worin  noch  die  ganz  unbestimmten  Grössen  q und 


dy 

dt 


Vorkommen,  immer  gleiches  Vorzeichen  behalten,  von  welchem  nach- 
her noch  zu  entscheiden  ist,  ob  es  das  Plus-  oder  Minuszeichen  ist. 


Das  Vorzeichen  von 


d2F 

dt2 


hängt  nun  einzig  allein  von  dem  Aus- 


drucke 

5) 


VF 


q2  + 2 


VF 


3 + 


VF 


Sä2  2 1 Sä  Sy  2 1 Sy2 

ab , welcher  unter  der  Form  <xq2  2 ßq  y enthalten  ist.  Hätte 
ferner  die  quadratische  Gleichung  a q2  2 ß q y = 0 eine  reelle 
Wurzel  qi , so  würde  der  Ausdruck  a q2  2 ß q -\-  y sein  Vorzei- 
chen wechseln,  wenn  man  q das  Intervall  qx  — Ö bis  qi  -j-  d durch- 
laufen Hesse,  wo  d eine  beliebig  kleine  Grösse  bezeichnet.  Damit 
also  der  fragliche  Ausdruck  sein  Vorzeichen  nicht  wechsele,  ist  es 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  jene  quadratische  Gleichung  ima- 
ginäre Wurzeln  besitze,  folglich  ß2 — ay  0 sein.  Die  Bedin- 
gung für  die  UnveränderHchkeit  des  Vorzeichens  in  Nro.  5)  besteht 
also  in  der  Ungleichung 

6)  < 0, 

\ ^ ä Sy  J <ix2  c )y2 

sie  vertritt  zugleich  die  in  Nro.  4)  angegebene  Determination , denn 
wenn  sie  erfüllt  ist,"  können  die  Gleichungen  4)  nicht  sämmtlich 
stattfinden.  Aus  der  Bedingung  6)  ersieht  man  ferner,  dass 
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VF 


und 


VF 


"hx2  dy2 

(nach  Substitution  der  für  x und  y gefundenen  Werthe)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen  müssen,  weil  ausserdem  die  Ungleichung  6)  die 
Summe  zweier  positiven  Grössen  als  negativ  angeben  würde.  Da 
ferner  nach  den  bisherigen  Bestimmungen  der  Ausdruck  in  5)  sein 
Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  darf  man  auch  q = 0 setzen,  ohne 
einen  solchen  Wechsel  befürchten  zu  müssen,  und  man  ersieht  dar- 


aus, dass  jener  Ausdruck  dasselbe  Vorzeichen  besitzt  wie 


VF 
? x 2 


oder 


VF 


nunmehr  lautet  die  Entscheidung : 

IF 

Die  aus  den  Gleichungen 


Ä , .*F 

0 und  -7 — — 0 abgeleite- 


x 2 )y 

ten  Werthe  von  x und  y müssen  zunächst  der  Bedingung 

VF  VF  _ „ 

"2  ' 2y2  ^ 

genügen  und  geben  das  Maximum  oder  Minimum  der  Funktion 
F(x,y\  je  nachdem  sie  die  Differenzialquotienten 


/ VF  \2  Vfi 

\ ehr  2>y  ) ehr4-1 


VF  , VF 
und 


2)x‘- 


*y‘ 


d2F 
dt 2 


gleichzeitig  negativ  oder  positiv  machen. 

Finden  die  Gleichungen  4)  zusammen  statt,  verschwindet  also 
für  die  gefundenen  Werthe  von  x und  y,  so  giebt  der  zweite 


Differenzialquotient  keine  Entscheidung  und  man  muss  sich  dann  an 
die  höheren  Differenzialquotienten  wenden,  was  jedoch  umständliche 
Rechnungen  erfordert.  Ebenso  wird  die  Sache  etwas  verwickelt, 
wenn  es  sich  um  eine  Funktion  von  drei  oder  mehr  Variabelen  han- 
delt. Man  wird  in  allen  solchen  Fällen  besser  thun,  aus  der  Natur 
der  dargestellten  speziellen  Aufgabe  zu  entscheiden,  ob  überhaupt 
ein  Maximum  oder  Minimum  stattfindet. 

Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Aufgabe,  die  kürzeste  Entfernung 
zweier  Geraden  zu  finden,  deren  Gleichungen 

(z  = Clx-j-c1)  iz  — C2x  c2  j 

gegeben  sind.  Nehmen  wir  auf  der  ersten  Geraden  einen  Punkt  xYyi  z j, 
auf  der  zweiten  einen  Punkt  x2  y2  z2  an , so  ist  die  Länge  der  ver- 
bindenden Geraden 

V(*i  ~^)2  + (Vi  — Z/2)2_+  Oi  — h)2 
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und  wenn  diese  ein  Maximum  oder  Minimum  -wird,  so  erhält  offen- 
bar auch  ihr  Quadrat  seinen  grössten  oder  kleinsten  Werth;  wir  ha- 
ben uns  daher  nur  mit  dem  Ausdrucke 

Oi  — ^)2  + Oi  — #?)2  + Oi  — *2)2 

zu  beschäftigen,  welcher  vermöge  der  Gleichungen  7)  die  Form 

F(%i , #2)  ===  Oi  — x2y  — (i?i#i  — B2  #2  *-f“  ^1  — ^2)  2 

- - (C\  xx  — C2  .r2  -f-  — c2)2 

annimmt  und  eine  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Variabelen 
und  x2  darstellt.  Man  hat  nun 
, ^F 

= (1  + — (l+B,  JSj  + A Q)*s 


vf_ 

"bx2 

VF 

^2 

VF 

dl’jL  <)X2 

VF 

2 


"t"  Oi  — h ) Bi  -j-  (cx  — c2)Ci 

— — (l“f"-®i-®2  Q2O1  H“  (I~h-Si2  -f-Q2)#2 

— Oi —b2)  B2  — (cj  — c2)  C2 

= 2(1  + BS  + W) 

==—2(1  +BlBt  + <\Cö 

— 2 (1  + J522  + Q*). 


Setzt  man  die  ersten  Differenzialquotienten  der  Null  gleich,  so 
erhält  man  zwei  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  von  x1 
und  x2 ; die  so  bestimmten  Werthe  entsprechen  einem  Minimum,  weil 
einerseits  die  Bedingung  6),  d.  h. 

4(1  -{-Bi  B2-{~Ci  C2y  — (1  -f-  Bi2-\-  Ci2)  (1  ~(~-^22“f"  ^22)  <C  Ö 

V F • . V F 

hier  erfüllt  und  — — - sowie  — — - positiv  ist.  Aus  xx  und  x2  er- 

O Xi 2 0 x2  - 

hält  man  mittelst  der  Gleichungen  der  Geraden  die  Werthe  von  yl9 
Z\  und  y2,  z2\  nach  Substitution  der  Werthe  von  xx,  x2 , yu  ?/2>  zi 
und  z2  giebt  nun  der  unter  Nro.  8)  verzeichnete  Ausdruck  die 
kürzeste  Entfernung  der  beiden  Geraden.  Uebrigens  liegt  es  hier 
in  der  Natur  der  Aufgabe,  dass  nur  ein  Minimum  stattfindet,  und 
man  hätte  sich  daher  die  Entwickelung  der  zweiten  Differenzialquo- 
tienten von  F nebst  den  angeknüpften  Bemerkungen  ersparen  können. 

§.  28. 

Maxima  und  Minima  mit  Neb enb e din gungen. 

Die  Werthe,  durch  welche  eine  gegebene  Funktion  mehrerer 
Variabelen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  sind 

8 


Sohl  Omi  Ich,  Analysis. 
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häufig  noch  an  eine  oder  mehrere  Bedingungen  gebunden,  welche  in 
Gleichungen  ausgedrückt  werden.  Suchte  man  z.  B.  die  kürzeste 
Entfernung  eines  Punktes  cc  ß y von  einer  Ebene,  deren  Gleichung 

Ax  — | — Fy  — |—  Gz  — |—  I)  0 

sein  möge,  so  wäre  der  Ausdruck 

v/(.r  — «)2  + Ql—ß)2  + 0 — r)2, 

welcher  den  Abstand  der  Punkte  a ß y und  xijz  angiebt , zu  einem 
Minimum  zu  machen,  jedoch  mit  der  besonderen  Rücksicht,  dass  die 
Werthe  von  or,  y und  z der  Gleichung  der  Ebene  genügen  müs- 
sen. Das  natürlichste  Verfahren  wäre  nun  die  Ilerausschaffung 
der  abhängigen  Variabelen;  ist  z.  B.  nur  eine  Bedingungsgleichung 
qp  (.r,  y,  z)  = 0 gegeben,  so  könnte  man  sie  nach  z aufiösen  und  den 
so  gefundenen  Werth  von  z in  die  Funktion  F(x,  y,  z),  deren  Maxi- 
mum oder  Minimum  gesucht  wird,  substituiren ; an  die  Stelle  einer 
Funktion  von  drei  Variabelen  tritt  nunmehr  eine  Funktion  zweier 
unabhängiger  Variabelen,  und  für  diese  gelten  die  Vorschriften  des 
vorigen  Paragraphen.  Sind  zwischen  drei  Variabelen  zwei  Bedin- 
gungsgleichungen qp  (#,  y,  z)  — 0 und  ij>  (.r,  y,  z)  — 0 gegeben,  so 
kann  mau  mittelst  derselben  y und  z durch  x ausdriieken  und  wenn 
man  diese  Werthe  substituirt,  so  enthält  jetzt  die  Funktion  JF(«r,  y,  z) 
nur  noch  eine  unabhängige  Variabele.  Diese  Eliminationen  sind 
aber  nicht  selten  sehr  umständlich  oder  unmöglich  und  man  muss  in 
solchen  Fällen  einen  anderen  Weg  einschlagcn,  welcher  darin  be- 
steht, dass  man  nicht  die  abhängigen  Variabelen  selbst  aus  den  Be- 
dingung$gleichungen , sondern  die  Differenzialquotienten  der  abhäir 
gigen  Variabelen  aus  den  Differenzialgleichungen  der  gegebenen 
Bedingungen  eliminirt.  Die  Ausführung  dieses  Gedankens  ist  fol- 
gende. 

Wenn  F(x,  y)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gemacht  und 
dabei  die  Bedingung  qp(r,  y)  = 0 erfüllt  sein  soll,  so  ist  nur  eine 

dF 

unabhängige  Variabele  x vorhanden  und  es  muss  daher  — — = 0 

dx 

• . / 

sein ; dies  giebt  in  unserem  Falle , wo  F ausser  x noch  die  abhän- 
gige Variabele  y enthält, 

^£  + iZ.^_  = 0. 

~bx  2>y  dx 

Differenzirt  man  auch  die  Bedingungsgleichung  in  Beziehung  auf  x 
als  unabhängige  Variabele,  so  ist 

i2L  _l_  ÜJL  . _ 0; 

7>x  ' L>y  dx 
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* . • • . dy 

die  Elimination  von  aus  beiden  Differenzialgleichungen  giebt 

CI  & 


115 


ZF  Zcp  ZF  Z(p 


= 0 


Zx  Zy  Zy  Zx 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  qp(.r,  y ) = 0 ver- 
bindet, so  hat  man  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  x und  y. 

Bei  drei  Yariabelen  x , y,  z und  zwei  Bedingungsgleichungen, 
also  wenn  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(x,  y,  z)  gesucht 
wird,  während  zugleich 

q)(x , y,  z)  = 0 und  ip  (#,  y,  z)  = 0 

sein  soll,  ist  nur  eine  unabhängige  Yariabele  x vorhanden,  von  wel- 

dF 

eher  y und  z abhängen.  Die  Gleichung  — — = 0 lautet  dann 

U dC 


i*1'  ■ 
■ ;>  . 


ZF 


+ 


ZF  dy 


+ 


ZF  dz 


= 0 


Zx  ' Zy  dx  1 Zz  dx 

und  die  Differenzialgleichungen  der  Bedingungen  sind: 


Zcp 

Zx 

ZtJj 


+ 

+ 


Z(p  dy 


Zy> 


dx 

dy 


Z(p  dz 


+ 


Zz 

Z 


Zx  Zy  dx  Zz 

\ 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich 


dx 

dz 

dx 

dy 

dx 


— 0 


0. 


dz 

t i • • • 

und  — — ehmini- 

dx 


ren,  es  bleibt  dann  eine  Gleichung  übrig,  welche  in  Yerbindung  mit 
den  beiden  Bedingungen  cp  (#,  y,  z)  = 0 und  ^ (.r,  y,  z)  = 0 zur 
Bestimmung  von  x , y,  z hinreicht. 

Sind  drei  Variabele  vorhanden  mit  nur  einer  Bedingungsglei- 
chung, so  kann  man  x und  y als  unabhängige  Yariabele,  z als  ab- 
hängige Veränderliche  ansehen;  es  muss  dann  sein 

■ ^ = = ° 

Zx  Zy 

oder  wenn  man  beachtet,  dass  in  F auch  z als  Funktion  von  x und  y 
vorkommt, 

ZF  . ZF  Zz 


Zx 

ZF 


+ 

+ 


Zz 

ZF 


Zx 
Z z 


= 0 


= 0. 


Zy  ' Zz  Zy 
Andererseits  ist  aber  durch  partielle  Differenziation  der  Glei- 
chung (p  O,  y,  z)  = 0 


8* 
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c )cp 
dx 
d Cp 

ä y 

durch  Elimination  von 
3z 


+ 

+ 


c )cp 
dz 
d(p 


dz 


d Z 

da 

d Z 
dlj 


0 


= 0; 


dz 

dx 


au3  der  ersten  und  dritten,  so  wie  von 


dy 


aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung  folgt 
dF  d cp  dF  d Cp 


dx 

dF 


dz 

d(p 


dz 

dF 


dx 

d Cp 


0 


0 


dy  dz  dz  dy 

und  diese  Gleichungen  bestimmen  mit  cp(x , y,  z)  — 0 vereinigt  die 
Unbekannten  x , y,  z . — Dieses  Verfahren  bleibt  immer  anwendbar, 
weil  es  stets  nur  Eliminationen  aus  Gleichungen  des  ersten  Grades 
erfordert.  Wir  geben  noch  einige  spezielle  Beispiele  dazu. 

I.  Aus  den  vier  Seiten  cf,  /?,  y,  d soll  das  Viereck  von  grössfc- 
möglichem  Inhalte  constrairt  werden.  Nennen  wir  x den  von  a und 
ß , y den  von  y und  d eingeschlossenen  Winkel,  so  ist  die  Fläche 
des  Vierecks 

l ccß  sinx  -(-  I yd  siny 

und  wenn  diese,  also  aucli  das  Doppelte  von  ihr,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F = aß  sinx  -j-  y d siny 

* zu  setzen.  Berechnet  man  ferner  die  Diagonale,  welche  den  Win- 
keln x und  y gegenüberliegt,  so  hat  man 

a 2 ß 2 — '2  ccß  cosx  = y2  -f-  ö2  — 2 yd  cosy; 

mithin  als  Bedingungsgleichung 

cp  — a2 -j- ß2  — y 2 — d 2 — 2 aß  cosx  -)-  2 y d cosy  = 0. 

Die  Differenzialgleichungen  werden  nun 


dF 

——  = ccß  cosx  yd  cosy 

CJL  X 

dcp 
dx 


dy 

dx 


= 2 ccß  sinx  — 2 yd  siny 


dy 

dx 


= 0. 


Setzt  man 


dF 


dy 


= 0 und  eliminirt  —z — , so  folgt: 


dx  ~ — dx 

2 aß  yd  ( cosx  siny  -)-  sinx  cosy ) = 0, 
d.  h.  sin(x  -j-  y)  = 0 oder  x -)-  y — 0°,  oder  180°,  360°  u.  8.  w. 
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Da  aber  x und  y Winkel  eines  Vierecks  sind , so  kann  nur  x -f-  y 
= 180°  oder  y ==  180°  — x sein. 

Hieraus  folgt  weiter  =.  — 1,  mithin 

dx 


dF 

dx 


= aß  cos x — yd  cosy 


cPF 
dx 2 


— aß  sinx  -f-  yd  siny 


dV 

dx 


==  — (aß  sinx  -f-  yd  siny ) 

und  da  dieser  Ausdruck  jedenfalls  negativ  bleibt  (wegen  x 180° 
und  y 180°),  so  entspricht  die  Bedingung  x -|-  y ~ 180°  einem 
Maximum.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  das  gesuchte  Viereck  ein 
Sehnenviereck  ist. 


II.  Um  auch  die  im  Eingänge  erwähnte  Aufgabe  zu  lösen, 
setzen  wir 

f = (*  — o)>  + Cy  — ßy  + 0 — yy 

cp  — Ax  -(-  By  -j-  Ce  -f-  D = 0 

und  es  sind  dann  zwei  unabhängige  Variabele  x und  y vorhanden, 
während  z eine  Funktion  von  x und  y ist.  Setzt  man  die  beiden 
partiellen  Differenzialquotienten  von  F der  Null  gleich,  so  hat  man 
zunächst 

d z 

* — « + 0 — '/)  -rr  = 0 

o X 

y — ß 4-  O — r)  -jj  — o. 

Ferner  ergiebt  sich  durch  partielle  Differenziation  der  Gleichung 

qp  = 0: 

= z?  4-  cB-  = o 

1 dx  1 2>y 

und  durch  Elimination  der  partiellen  Differenzialquotienten: 

A(z  — y ) — C(x  — a)  = 0 
B(z  — y)  — C(y  — ß)  = 0. 

Verbindet  man  diese  zwei  Gleichungen  mit  der  dritten  Ax-\-By 
*4“  C z -f-  D = 0,  so  findet  man  der  Reihe  nach  r,  y und  x,  nämlich 
x = a — AK,  y = ß — BK  z — y — CK, 
wobei  zur  Abkürzung 

Au  + Bß  + Cy  + D 
A2  -f-  ß2  _j_  c2 

gesetzt  worden  ist.  Dass  diese  Werthe  nur  einem  Minimum  von 
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F entsprechen  können,  folgt  aus  der  geometrischen  Bedeutung  unse- 
rer Aufgabe  von  ‘selbst;  auch  sind  die  Werthe  für  #,  y,  z identisch 
mit  den  aus  de^  analytischen  Geometrie  bekannten  Coordinaten  des 
Fusspunktes  der  vom  Punkte  ccßy  auf  die  Ebene  Ax  - {-  By  -|-  Cz 
-f-  JD  = 0 herabgelassenen  Senkrechten. 

III.  Um  kurz  sein  zu  können,  wollen  wir  im  Folgenden  unter 
Stellung  einer  Ebene  die  drei  Winkel  verstehen,  welche  eine 
auf  der  Ebene  errichtete  Senkrechte  mit  drei  rechtwinkligen  Coordi- 
natenachsen  bildet.  Ist  nun  s die  Fläche  eines  ebenen  Polygones, 
welches  die  Stellung  ccßy  besitzt,  so  sind  die  drei  Projektionen  von 
s auf  die  Coordinatenebenen  xy,  xz , yz  der  Reihe  nach 

a = s . cos  y,  h — s . cos  ß,  c — s . cos  cc . 

Denken  wir  uns  eine  vierte  Ebene , welche  mit  der  Ebene  von  s 
den  Winkel  & bildet,  so  ist  die  Projektion  von  s auf  die  neue  Ebene 

p = s . cos-O 

* 

oder  wenn  uvw  die  Stellung  der  vierten  Ebene  bezeichnet: 
p = s(jcosa  cosu  -)-  cosß  cosv  -f-  cosy  cosw ) 

d.  i. 

p = a cos  u — |—  b cos  v -f-  c cos  w. 

Diese  Formel  giebt  also  die  Projektion  p von  s auf  eine  belie- 
bige Ebene,  wenn  man  erst  die  Projektionen  von  s auf  die  Coor- 
dinatenebenen und  die  Stellung  der  neuen  Ebene  kennt.  Für  meh- 
rere beliebig  liegende  Figuren  Sj,  % etc.  hat  man  entsprechend 

P — A cosu  -)-  B cosv  -f-  C cos w , 

wo  P die  Projektionssumme  px  — f—  />«  — f—  etc.  bedeutet,  und  ebenso 
A , j B,  C die  Summen  der  auf  den  Coordinatenebenen  construirten 
Projektionen  sind.  Wir  suchen  nun  die  Ebene,  für  welche  P sein 
Maximum  erreicht.  Dann  sind  wegen  der  immer  stattfindenden  Be- 
dingung 

cos2u  -j-  cos2v  -f-  cos2  iv  — 1 = 0 

zwei  unabhängige  Variabele  u und  v vorhanden,  während  w eine 
Funktion  von  u und  v ist.  Durch  partielle  Differenziation  von  P 
hat  man,  die  Differenzialquotienten  gleich  Null  gesetzt, 

> 3 w 

A stJiu  -f-  C sin  w — — = 0 

du 

_ . - . . ~bw 

B sm  v -4-  C smw  —r — = 0. 

0V 

Die  partiellen  Differenzialquotienten  der  Bedingungagleichung  sind 
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i • S W7 

cos  u sinu  -4-  cosw  sinw  — — = 0 
1 ou 

I ' • ^w  - 

cosv  sinv  -j-  cosiu  sinw  — — = U. 

1 ov 

Durch  Elimination  der  partiellen  Diflferenzialquotienten  von  w 
ergeben  sich  hieraus  die  Gleichungen 

Acosw  ■=  Ccosu , Bcosw  = Ccosv , 


welche  in  Verbindung  mit  der  Bedingungsgleichung  zur  Bestimmung 
von  u,  v,  w führen;  man  erhält  nämlich 

cosu  cosv  cosw  1 

A ~~  B ~ C ~~  + 

und  hierdurch  erfährt  man  die  Stellung  derjenigen  Ebene,  für  wel- 
che die  Summe  der  Projektionen  von  allen  Polygonen  ihren  gröss- 
ten Werth  erreicht. 


Cap.  VII 

Die  Potenzenreihen. 


§.  29. 


Beziehungen  zwischen  einer  Funktion 

Derivirten. 


und  ihrer 


I.  Wir  haben  bisher  immer  vorausgesetzt,  dass  die  Funktionen 
und  ihre  Differenzialquotienten  stetig  verlaufen,  wenigstens  haben 
wir  gerade  den  Stellen,  wo  eine  Discontinuität  eintritt,  noch  keine 
besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt;  dies  soll  jetzt  geschehen.  Be- 
trachten wir  die  Definition  des  Differenzialquotienten 

/O  + d)  — /O) 


/'  (.t)  = Lim 


ö 


etwas  genauer,  so  finden  wir  im  Zähler  die  Differenz  zweier  Nach- 
barwerthe  f(x  -)-  d)  und  f(x)  der  Funktion;  eine  solche  Differenz 
verschwindet  im  Allgemeinen  mit  d zugleich,  ausgenommen,  wenn 
man  dem  x einen  solchen  Spezialwerth  £ ertheilt,  für  welchen  /(#) 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet.  Ist  dies  der  Fall,  so 
nähert  sich  f(x  -(-  Ö)  — f(x ) irgend  einer  endlichen  Grenze  c und 
es  wird 


/'(£)  = Lim  = co  . 

Um  |dies  an  einem  ganz  einfachen 
Beispiele  nachzuweisen,  denken  wir 
uns  eine  Funktion , welche  von  x 
=:  — oo  bis  x =r  £ — 0 den  con- 
stanten  Werth  k und  von  .r  = £ -(-  0 
bis  j?  = -|-oo  den  ebenfalls  constan- 
ten  Werth  K ^>k  besitzt,  deren  geo- 
metrisches Bild  also  aus  zwei  Geraden 
parallel  zur  Abscissenachse  (Fig.  26) 


I 
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bestehen  würde.  Für  x £ ist  immer  f1  (#)  = 0,  für  x = £ — 0 
hat  man 

nt-o  )=^./<j-°+'5;--/«-0>=c.£=i  = +« 

o o 

endlich  für  x \ £ -(-  0 wiederum  /'  (.z)  = 0.  Eine  ganz  ähnliche 

Betrachtung  gilt  für  jeden  anderen  Fall;  man  wird  sich  dadurch 
leicht  überzeugen,  dass  der  Differenzialquotient  endlich  ist  für  x<^£, 

unendlich  für  x=  £ — 0 und  dann  wieder  endlich  für  x 0 ; 

hieraus  erkennt  man  zugleich  die  Discontinuität  des  Differenzialquo- 
tienten, zusammen  also  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

Der  Differenzial quotient  einer  Funktion  wird  an  allen  den 
Stellen  unendlich  und  zugleich  discontinuirlich , an  welchen 
die  ursprüngliche  Funktion  eine  Unterbrechung  der  Stetig- 
keit erleidet. 

Setzen  wir  umgekehrt  den  Differenzialquotienten  als  endlich  und 
continuirlich  voraus,  so  kann  die  Funktion  nicht  aufhören  stetig  zu 
sein,  weil  ausserdem  der  Differenzialquotient  unendlich  und  discon- 
tinuirlich würde,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist;  also: 

So  lange  der  Differenzialquotient  einer  Funktion  endlich  und 
stetig  bleibt,  verläuft  die  Funktion  selbst  continuirlich. 

Auch  hierin  liegt  eine  geometrische  Bedeutung;  denken  wir  uns 
f'(x)  als  Ordinate  zur  Abscisse  x , so  ist  f(x)  die  über  der  Abscisse 
x stehende  Fläche,  ändern  sich  nun  die  Ordinaten  stetig  und  bleiben 
sie  dabei  unendlich,  so  erhellt  unmittelbar,  dass  auch  die  Aenderun- 
gen  der  Fläche  stetig  geschehen. 

II.  Bezeichnen  wir  mit  A den  grössten  und  mit  B den  klein- 
sten Werth,  welchen  die  derivirte  Funktion  P (x)  annimmt,  wenn 
x das  Intervall  x = a bis  x = a -f-  h durchläuft,  und  setzen  wir  A 
und  B als  endliche  Grössen  voraus,  so  ist  innerhalb  der  genannten 
Grenzen 

P (#)  — A negativ,  P ( x ) — B positiv 
oder  auch,  wenn  man  x — a -\-  z setzt,  wo  nun  z das  Intervall  0 
bis  k durchläuft, 

1)  F(a  ■+- z)  — A < 0 

2)  F(a  + *)  — B > 0. 

Die  linker  Hand  stehenden  Ausdrücke  können  als  die  Differen- 
zialquotienten der  Funktionen 

3)  F(a  + z)  — F(a)  — Az 
und 

4)  F(a  -f-  z)  — F(a)  — Bz 
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angesehen  werden,  und  es  folgt  aus  Nro.  1),  dass  der  Ausdruck  in 
3)  abnimmt  von  z =.  0 bis  z = h,  ebenso  aus  Nro.  2),  dass  die 
unter  4)  verzeiclmete  Funktion  innerhalb  desselben  Intervalles 
wächst.  Da  ferner  F{a  -f-  z)  — F(a)  — Az  für  z = 0 verschwin- 
det, so  kann  jene  Abnahme  nur  in  der  Weise  geschehen,  dass  der 
fragliche  Ausdruck  von  z = 0 bis  z =*  h negativ  bleibt,  also 

5)  F(a  + Ä)  — F{d)  — Ah  CO 

ist;  ebenso  kann  die  Funktion  F{a-\- z')  — jF(a)  — Bz,  weil  sie 
für  z = 0 verschwindet,  nur  auf  der  positiven  Seite  wachsen,  wor- 
aus folgt: 

6)  F(a  -)-  h)  — F(d)  — Bh^>  0. 

Lassen  wir  nun  in  dem  Ausdrucke 

' 7)  F(a  + Ä)  — F(d)  — F (x)  h 

x von  a bis  a -|-  h gehen,  so  erreicht  F (V)  einmal  sein  Maximum  A 
und  ein  andermal  sein  Minimum  B;  im  ersten  Falle  wird  nach 
Nro.  5)  der  Ausdruck  negativ,  im  zweiten  Falle  positiv  (nach  Nro.  6). 
Dieser  Uebergang  vom  Negativen  zum  Positiven  ist  bei  einer  steti- 
gen Funktion  nur  möglich,  wenn  sie  dazwischen  den  Werth  Null 
angenommen  hat,  setzen  wir  also  F (x)  als  stetig  von  x = a bis 
x = a -|-  h voraus , so  mu3S  es  einen  Spezialwerth  ft,  von  x geben, 
für  welchen 

F(a  -f  Ä)  — F(a)  — F(^)h  = 0 

oder 

F{a  -f-  h)  — F(d)  -f  h F (ft) 

wird;  dieser  Spezialwerth  ft  liegt  irgendwo  zwischen  a und  a -f-  h , 
man  kann  ihn  daher  mit  a -)-  bezeichnen,  wo  & einen  nicht  nä- 
her bekannten  positiven  echten  Bruch  bedeutet;  demnach  ist  jetzt 

8)  F(a  -|-  h)  = F(ä)  + h F ( a + <0*A), 

und  zwar  unter  der  Determination,  dass  F(x)  endlich  und  stetig 
bleibt  von  x = a bis  x — a -f"  Ä.  Denkt  man  sich  F(x)  als  die 
über  der  Abscisse  x stehende  Fläche,  mithin  F (x)  als  Ordinate  zur 
Abscisse  x,  so  besitzt  der  obige  Satz  die  sehr  einfache  Bedeutung, 
dass  die  über  der  Strecke  h der  Abscissenachse  stehende  Fläche  als 
ein  Rechteck  angesehen  werden  kann,  welches  h zur  Basis  und  eine 
mittlere  Ordinate  zur  Höhe  hat. 

Für  a -j-  h — b,  also  h ==  b — a geht  die  Gleichung  8)'  in 
die  folgende  über 

9)  F{V)  = F(d)  + (b  — ä)  F |>  + & (b  — a)], 

bei  welcher  F^x)  stetig  und  endlich  bleiben  muss  von  x = a bis 
x = b. 
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§.  30. 

Die  endlichen  Potenzenreihen. 

Bereits  in  §.  24.,  Formel  5)  haben  wir  gesehen,  dass  die  geän- 
derte Funktion  / (j?  — j — A)  durch  eine  Reihe  ausgedrückt  werden  kann, 
welche  nach  Potenzen  von  h fortschreitet  und  die  Funktionen  /(#), 
f O5),  fn  (#)  etc.  als  Coeffizienten  enthält;  jene  Formel  galt  jedoch 
nur  für  solche  Ä,  welche  die  Null  zur  Grenze  haben,  und  es  wäre 
daher  die  Frage,  ob  sich  diese  Beschränkung  nicht  wegschaffen 
Hesse.  Zu  diesem  Zwecke  versuchen  wir  die  Summirunfr  der  Reihe: 


h 7,2 

/(*) +y/'0)+ fr;/"  O) 


ft”-1 
1.2..  (n  — 


bei  welcher  wir  das  beliebige  h = a — x setzen  können , ohne  der 
Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun.  Sei  F (x)  die  unbekannte  Summe 
dieser  Reihe,  also 

1)  Fix)  = /(*)  + - 


1 


1 . 2 

ia  — xf— 1 


• • + rrn : .7(n -ij /(n  1)(x)’ 

so  findet  man  zunächst  durch  beiderseitige  Differenziation  und  nach 
Hebung  aller  negativen  Glieder 

(a  — s)”“1 


2) 


P ix)  = 


1 . 2 . 3 . . . (n  — 1) 

Um  hieraus  F(x)  selbst  abzuleiten,  benutzen  wir  das  Theorem  9) 
des  vorigen  Paragraphen,  indem  wir  uns  x an  die  Stelle  von  b ge- 
setzt denken;  es  ist  dann 

f(x)  = jF’(a)+  (a  — a)^l  ^ (;i— \)  (x— °)> 

oder 


3)  I\x)  — F(a)  — 


&n~1ia  — x)n 


/(»>(<*+«•(*—«)), 


1.2. 3...  (ti — 1) 

wobei  jedoch  vorausgesetzt  wird,  dass  F (. x ) stetig  und  endlich  bleibe, 
von  x = a bis  x = b — x.  Diese  Bedingung  ist,  wie  man  aus 

Nro.  2)  abnehmen  kann,  erfüllt,  sobald  /(n)(.r)  innerhalb  jenes  In- 
tervalles stetig  und  endlich  bleibt,  woraus  weiter  folgt,  dass  auch 
/{n  — ])(r^  y(n  2)(#)^  . . . /'(#),  f(x)  von  x =r  x bis  x = a end- 
lich und  stetig  sind.  Die  Formel  3)  gäbe  nun  die  gesuchte  Summe 
F(a),  wenn  der  spezielle  Werth  F(a ) derselben  bekannt  wäre;  die- 
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ser  findet  sich  aber  unmittelbar  aus  Nro.  1),  nämlich  F(ä)  = /(a), 
und  es  ist  nun  die  gesuchte  Summe: 

Setzen  wir  endlich  noch  a — x = A,  also  a = x -j-  A,  und  1 — <9* 
= 0,  wo  nun  0 wiederum  einen  positiven  echten  Bruch  bezeich- 
net, so  haben  wir  die  Formeln 

fix  + A)  — /(n)  O + »*) 


4) 


1.2.3...  (n—  1) 


-/W+Y/'W+^/"W  + - +T72".(n--TT/(n-1)(g) 


und 


5)  /(*-M)=/(*)+y/4*)+-j— g /"(*)  + • • • • 


hn- 

•+I^7 


n — 1 


An 


(n — 1)  1.2..(tz — 1) 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist , dass  /(#),  f‘  0*0? 

f"  ( x ) . . . (#)  endlich  und  stetig  bleiben , während  x das  Inter- 

vall x bis  x -(-  h durchläuft.  Die  Gleichung  5)  heisst  das  Theorem 
von  Taylor,  das  letzte  Glied  rechter  Hand  der  Rest  der  Reihe. 

Nehmen  wir  speziell  x = 0 und  setzen  nachträglich  x an  die 
Stelle  von  A,  so  gehen  die  vorigen  Formeln  in  die  folgenden  über: 

(1  — 0)n 


6) 


/O)  - 
/'(0) 


1 xn 


/(")(©*) 


1 . 2 . 8 . . . (n  — 1) 

/"(<>)_.,  , /(n— *)(0) 


='<‘)+T‘+T7v+-  + ).,.,(,-i) 


.T 


n—  1 


und 

7)  /(*)=/( 0) 




(0)  „ - 1 , ( 1 ~ ®>n “ 1 


1 .2..(»  — 1)  1 1.2...  (»  — 
zu  deren  Bestehen  erfordert  wird,  dass  / (#),  f1  ( x ),  . . . / (n)  (#)  ste- 
tig und  endlich  bleiben,  während  x von  0 bi3  x geht.  Die  Formel 
7)  heisst  das  Theorem  von  Mac  Laurin  und  kann  dazu  dienen, 
um  eine  gegebene  Funktion  /(#),  welche  der  eben  ausgesprochenen 
Bedingung  genügt,  in  eine  sogenannte  Potenzenreihe  zu  verwandeln. 

Um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  nehmen  wir 

/(*)  = 1 (x  -)  = — 41—.*); 
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es  ist  dann  für  ein  positives  ganzes  k 

f(.k) (x)  _ /*) (0)  = 1 . 2 . . . (Jfc—  1) 

(1— 

und  mithin  durch  Substitution  in  Nro.  7): 

l + + — ° — 0)0  ’ xn. 

Vl  — */  1 • 1 n— 1 1 (1  — 0*)” 

Um  Grenzen  für  die  Gültigkeit  dieser  Formel  zu  ermitteln,  be- 
darf es  nur  der  Erinnerung,  dass  im  vorliegenden  Falle  /(. r),  /'(.z)... 

f(n)  (x)  stetig  und  endlich  bleiben  einerseits  von  #=0  bis  x = — oo  , 

andererseits  von  x = 0 bis  x = 1 , die  Grenzfälle  — oo  und 

-)-  1 ausgeschlossen;  die  Formel  8)  gilt  demnach  für  — oo 

Was  den  Rest  der  Reihe  betrifft,  so  kann  man  bemerken,  dass  der 

Ausdruck 

(1  — 0)*  — 1 
(1  — ®x)n 

als  Funktion  von  0 betrachtet  abnimmt,  wenn  0 von  0 bis  1 geht, 
dass  mithin  der  Fall  0 — 0 das  Maximum,  und  0=1  das  Mini- 
mum des  Restes  giebt;  demzufolge  ist 

(1  — 0)n  1 

1 > > > 0 

(1  — Gx)n 

und  man  könnte  daher  den  Rest  kurz  mit  Gnxn  bezeichnen,  wo  0n 

einen  echten  positiven  Bruch  bedeutet. 

Die  unter  4)  und  6)  verzeichneten  Resultate  sind  noch  einer 
Modification  fähig,  welche  hauptsächlich  die  beliebige  Zahl  n be- 
trifft. Lassen  wir  nämlich  n fortwährend  wachsen,  so  werden  die 
rechter  Hand  befindlichen  aus  n Gliedern  bestehenden  endlichen  Rei- 
hen zu  unendlichen  Reihen,  und  es  würden  die  Formeln  4)  und  6) 
in  die  folgenden  übergehen: 

(i  — ©y“-1  hn  /(”)  o 4-  0/0 


/(#-(- A) — Lim 


1 . 2 . 3 ...(«—  1) 


h h 2 A3 

= /(*)  + y/'  (*) + 777/"  (*)  + yyyy  /"'  4)  + 


f(je)  — Lim 


(1  _ ©)»-l  xn  /W(0a) 
1 . 2 . . . (n  — 1) 

=/<»>  + 4-’ *+£4-+/"<0) 


X 3 — f“  . • • • • 


1 ” 1 1.2  '1.2.3 

Der  Betrag  eines  jeden  der  linker  Hand  angedeuteten  Grenz- 
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werthe  lässt  sich  im  Allgemeinen  nicht  angeben,  es  ist  aber  denk- 
bar, dass  unter  Umständen 


9) 

und  ebenso 


Lim 


(i  — 0)”-1  hn  /(”)  Q-f- &h) 

1 . 2 . 3 . . . . (n — 1) 


Lim 


(1  _©)'*-!  **>/(»)(©*) 
1.2.3 ( n — 1) 


werden  kann;  in  diesem  Falle  gehen  die  vorigen  Formeln  in  die  fol 
genden  über: 

11)  /0+A)  = /O)  + -]-/'  O)  + /"(*)  + • • • • 

, /'( 0)  , /"( 0)  . , 

12)  /(*)  =/( 0)  -| — x + -y-j  + 


So  z.  B.  war  in  dem  unter  Nro.  8)  behandelten  Beispiele  der 
Rest  von  der  Form  ®nxn  und  0n  ein  echter  Bruch;  für  unendlich 

wachsende  n ist  der  Grenzwerth  hiervon  im  Allgemeinen  nicht  be- 
stimmt, beschränkt  man  aber  x auf  das  Intervall  — 1 bis  — j—  1,  setzt 

also  1 ^>x^> — 1 voraus,  so  ist  Lim  ( @nxtl ) entschieden  =0  und 
man  gelangt  damit  zu  der  Formel: 

13)  1 (j~^) = i*  + + 1*1  + 

die  sich  vor  der  in  8)  verzeichneten  Formel  dadurch  auszeichnet, 
dass  sie  keine  nicht  näher  bekannte  Grösse  0 enthält,  während  sie 
andererseits  spezieller  als  die  Formel  8)  ist,  insofern  in  ihr  x einen 
weit  kleineren  Spielraum  hat. 

Jede  solche  Fortsetzung  der  endlichen  Reihen  zu  unendlichen 
Reihen  verlangt,  wie  wir  so  eben  sahen,  eine  besondere  Restunter- 
suchung, die  um  so  weitläufiger  ausfallen  wird,  je  verwickelter  die 
Funktion  f(x)  ist;  es  muss  daher  unsere  Sorge  sein,  diese  Umständ- 
lichkeit so  viel  als  möglich  zu  vermeiden. 


§.  31. 

Die  unendlichen  Potenzenreihen. 

Die  unendliche  Taylor’ sehe  Reihe  (Nro.  11.  des  vorigen  Pa- 
ragraphen) erfordert  vermöge  ihrer  Entstehung  aus  der  endlichen 
Tay  1 or’schen  Reihe  (Nro.  5.)  zunächst  die  Stetigkeit  und  Endlich- 
keit von  f(x)  und  a 1 1 e n Differenzialquotienten  dieser  Funktion.  Um 
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zweitens  die  Grenzen  zu  finden,  innerhalb  deren  sich  A bewegen  darfr 
ist  nichts  einfacher,  als  die  Gleichung 

h A2 

/(?+*)  = / O)  + — /'(*)  + Y7j/"W  + 

einer  Probe  zu  unterwerfen.  Setzen  wir  nämlich  h = a — .r,  so  wäre 

i)  /oo  = zw  + /'  oo  + ^ /"  (•*)  + ••••  ■ 

mithin  die  Summe  der  Reihe  eine  Constante , und  da  der  Differen- 
zialquotient einer  Constanten  die  Null  ist,  so  müsste  auch  der  Diffe- 
renzialquotient der  unendlichen  Reihe  verschwinden.  Die  obige  un- 
endliche Reihe  geht  nun  aus  der  endlichen  Reihe 

'<•>+ ~ /'<*>  + 

dadurch  hervor,  dass  die  Gliederzahl  n in’s  Unendliche  wächst;  auf 
gleiche  Weise  entsteht  der  Differenzialquotient  der  unendlichen  Reihe 
aus  dem  Differenzialquotienten  der  endlichen  Reihe;  letzterer  ist  nach 
Formel  *2)  §.  30.: 

ja-*)»- 1 (n)  . 

1.2  ...  (»- l)J  K J' 

mithin  haben  wir  für  unendlich  wachsende  n 

4 /W  + 2=-V(.)  + (i=f/" 


(a)  -(-...  .1 


dx 

— Tim  ^ ~ 1 ^ W 

~ L 1.2.3...(n  — 1) 

und  wenn  dieser  Differenzialquotient  die  Null  sein  soll,  so  ist  die 
Bedingung 

2) 


Lim  (a—V)n  ‘/"h*)  = 0 


1.2. 3. ..(72—1) 

erforderlich,  aus  welcher  sich  der  für  x erlaubte  Spielraum  bestim- 
men lässt. 

Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen,  so  haben  wir  für  a = x-\-h 
folgendes  Theorem : 

A.  Bleiben  die  Funktionen  /(#),  /'(#),  fn  0*0  etc.  endlich  und 
stetig  innerhalb  des  Intervalles  x bis  x A,  so  gilt  die 
Formel 

A A2 

- /(*+*)  = /(*)  +—/'(*)+  o/"w  + 
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und  zwar  für  alle  x und  A,  welche  der  Bedingung 

hn~  i /(”>(*) 


Lim 


= 0 


1.2.3...(n — 1) 

Genüge  leisten. 

Für  x = 0,  und  wenn  nachher  x für  A geschrieben  wird,  er- 
giebt  sich  weiter: 

B.  Bleiben  die  Funktionen  fix) , f*  (, x ) , fu  (.r)  etc.  endlich  und 
stetig  innerhalb  des  Intervalles  0 bis  x (d.  h.  innerhalb  eines 
die  Null  einschliessenden  Intervalles),  so  ist 


/O)  — /( 0) 

' •*  * 

und  zwar  für 

^ V 


,+0«),+  /"<») 


1 . 2 

✓ . 

e der  Bedingung 
= 0 


— |—  . . . . 


. ..(n — 1) 

Genüge  leisten. 

Dieser  Satz  ist  von  besonderer  Wichtigkeit,  da  in  ihm  die  Mit- 
tel enthalten  sind,  um  eine  Funktion  in  eine  Potenzenreihe  zu  ver- 
wandeln; man  kann  ihn  auch  folgendermassen  formuliren: 

C.  Wenn  die  Funktion  fix)  nebst  ihren  sämmtlichen  Differen- 
zialquotienten endlich  und  stetig  bleibt  innerhalb  eines  den 
Werth  x = 0 einschliessenden  Intervalles,  so  ist  jederzeit 
eine  Reihenverwandlung  von  der  Form 

f(x)  Aq  — j—  A-i  X — [—  Aq  X ^ — j—  Aß  x ® — j—  .... 
ausführbar  und  zwar  gilt  dieselbe  für  alle  x,  welche  der  Be- 
dingung 

Lim  (n  An  xn~^)  = 0 

genügen. 

Der  Sinn  der  beiden  Determinationen,  welche  hier  Vorkommen, 
ist  einfach  folgender : Die  Bedingung  der  Continuität  von  fix),  f1  ( x ), 
fu(x)  etc.  innerhalb  eines  die  Null  umfassenden  Intervalles  scheidet 
die  Funktionen  aus,  welche  nicht  in  Potenzenreihen  verwandelbar 

sind  (wie  z.  B.  — • , cotx  etc.),  die  zweite  Bedingung  LiminAnxn  *) 

x 

scheidet  die  Werthe  der  Variabelen  x aus,  für  die  jene  Ent- 
wickelung nicht  mehr  gilt.  Was  endlich  die  Coeffizienten  Aq  , 4, 
Aq  etc.  betrifft,  so  kann  man  sie  entweder  direkt  nach  den  Formeln 

OS  , _ , /®(0) 

3)  Ao  — /(0) , Ak  — 

X • 44  • O • ♦ • tu 

oder  indirekt  dadurch  bestimmen,  dass  man  mit  der  Gleichung 
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j(x)  — Aq  -)-  A\X  -f-  etc.  weiter  rechnet,  wie  eä  z.  B.  in  §.  6.  V. 
geschehen  ist;  im  letzteren  Falle  bildet  der  Satz  C.  die  wissenschaft- 
liche Grundlage  der  sogenannten  Methode  der  unbestimmten 
Coeffizi  enten. 

Für  den  Gebrauch  des  genannten  Theorems  ist  es  übrigens  vor- 
teilhaft, der  Bedingung  Lim  (nAnx11  *)  eine  etwas  andere  Form 

zu  geben,  zu  welcher  man  auf  folgendem  Wege  gelaugt.  Wenn  eine 
Funktion  il>(n)  von  n die  Eigenschaft  besitzt,  dass  für  unendlich 

wachsende  n der  absolute  Werth  des  Quotienten  — sich  ei- 

ner  unter  der  Einheit  liegenden  Grenze  nähert,  wenn  also  die  Be- 
ziehungen 

^(”+1)  = iundA<l 


Lim 


</>(» 


statt  finden,  so  darf  man  für  irgend  ein  endliches  n 

}^TTt  = l + S 
^O) 

setzen,  wo  man  8 zwar  nicht  näher  kennt,  aber  wenigstens  weiss, 
dass  es  bei  unendlich  wachsenden  n die  Null  zur  Grenze  hat.  Da 
nun  8 beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  sobald  nur  n hinreichend 
gross  genommen  wird,  so  lässt  sich  letzteres  auch  so  wählen,  dass 
ö < 1 — A oder  A -j-  8 1 wird  und  bleibt,  wenn  n noch  weiter 

zunimmt.  Nennen  wir  k den  jedenfalls  bestimmten  endlichen  Werth 
des  n,  von  welchem  ab  A 8 1 bleibt,  so  haben  wir 


^(*) 
(fc-f-2) 
iKfc+l) 
^(fc+3) 
^ (£+2) 


= A -f  ö < 1 
<A  + ö 
<C  A -f-  8 


xl>  (k-\-m) 


< A + 8 


X p (Je  — 771 1) 

nnd  durch  Multiplikation  dieser  m Ungleichungen 

^+»0  <-  (14.  syn . 

Für  k -j-  m = n,  also  m = n — fc,  erhält  man  hieraus 

* (»)  < ’4>(k) , a + s)n . 

Lassen  wir  jetzt  n in’s  Unendliche  wachsen  und  beachten,  dass 
SchlOmilchi  Analyala.  9 
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A -|-  d ein  echter  Bruch,  mithin  Lim  (A  -)~  ö)n  = 0 ist,  und  dass 
es  sich  immer  nur  um  absolute  W erthe  handelt,  so  folgt  augenblicklich 

Lim  ip(n)  — 0. 

Wenn  also  eine  Funktion  ip(n)  für  unendlich  wachsende  n die 
Null  zur  Grenze  haben  soll,  so  ist  dazu  nur  nöthig,  dass  der  abso- 

^(n+  1) 

lute  Werth  von  Lim 


ip(n) 


weniger  als  die  Einheit  betrage.  Wen- 


den wir  dies  auf  den  Fall  i p(ri)  — nAnx11  1 
Lim  ( n Anx11  *)  = 0 wird,  wenn 


an,  so  folgt,  dass 


im  = IM  f(l + JL)  , 1 

nAnxn~l  L\  n J An  J 


< 1, 


d.  h. 


An\i 

x Lim  — ~~  1 oder  x Lim 


A 


n 


A 


n 


A 


n-f-1 


ist.  Dies  giebt  an  die  Stelle  von  C.  folgenden  Satz: 

D.  Wenn  die  Funktion  f(x)  nebst  ihren  sämmtlichen  Differen- 
zialquotienten endlich  und  stetig  bleibt  innerhalb  eines  die 
Null  umfassenden  Inter  valles,  so  ist  jederzeit  eine  Reihen- 
verwandlung von  der  Form 

f(x)  = Aq  -}-  Ai  x — {-  A2  x * -j—  A$  x&  -j-  .... 
ausführbar  und  zwar  gilt  sie  für  alle  #,  deren  absoluter  Werth 
weniger  beträgt,  als  der  absolute  Werth  von 

An 

Lim  — 

An+1 

In  dieser  Form  werden  wir  das  Theorem  von  Mac  Laurin 
anwenden,  um  sowohl  die  einfachen  als  auch  zusammengesetzte 
Funktionen  in  Reihen  zu  verwandeln.  Diese  Reihen  sind  mei- 
stentheils  unendliche  und  bedürfen  ebendeswegen  einer  kleinen 
Voruntersuchung,  die  wir  sogleich  erledigen  wollen.  Wir  hatten 
nämlich  in  §.  6.  bemerkt,  dass  man  nicht  geradezu  sagen  dürfe,  „der 
Differenzialquotient  einer  Summe  unendlich  vieler  Summanden  ist  die 
Summe  von  den  Differenzialquotienten  der  einzelnen  Theile“,  und  es 
ist  daher  nöthig,  die  Frage  nach  dem  Differenzialquotienten  einer 
unendlichen  Potenzenreihe  zu  diskutiren,  da  die  folgenden  Betrach- 
tungen solche  Differenziationen  erheischen  werden.  Sind  nun  cp'(x), 
cp"( x ) etc.  in  der  Nachbarschaft  der  Null  stetig  und  endlich,  so  kann 
man  f(x)  — cp' (x)  setzen  und  hat 


4)  cp'  O)  = cp'  (0)  -f  x + 


cp'"  (0) 
1.2 


x ^ — |—  . . . . . 
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und  zwar  unter  der  Bedingung 


5) 


val  num  x val  num  Lim 


(n4-2)y("+1)(0) 


<p(n+2)  (0) 

Aus  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  <p*  ( x ),  (p"  ( x ) etc.  folgt 
andererseits  die  von  <p(x ),  und  indem  wir  das  Theorem  von  Mac 
Laurin  auf  den  Fall  f(x ) = $>(x)  anwenden 


6) 

7) 


»W  = »(0)  + EB  . + Ö|>  „ + 

nalmim  r Tim  Cn  + X)  (°) 

ucit  num  %c  val  num  JLnn  . • ^ . • 

9(n+!)  (0) 


Differenzirt  man  aber  die  Gleichung  6),  so  erhält  man  Nro.  4), 
und  schreibt  man  in  Nro.  5)  m für  n-\- 1,  so  ist  jene  Bedingung  von 
der  in  7)  verzeichneten  nicht  verschieden ; d.  h.  zusammen : die  aus 
dem  Theoreme  von  Mac  Laurin  abgeleiteten  Gleichungen  dürfen 
auf  gewöhnliche  Weise  differenzirt  werden,  ohne  dass  das  Gültig- 
keitsintervall der  Variabelen  zu  ändern  wäre. 


§.  32. 

Die  Reihen  für  Potenz,  Logarithmus  und  Exponen- 

zialgrösse. 

I.  Da  wir  die  Entwickelung  des  Ausdrucks  (1-)-#)^  für  den 
Fall  eines  ganzen  positiven  /x  bereits  erledigt  haben,  so  setzen  wir 
im  Folgenden  immer  voraus,  dass  der  Exponent  keine  ganze  positive 

Zahl  sei.  Es  ist  nun  für  f(x)  = (1 

/■%) = ^ (,*— £=1)  0 +-y-* =^~!);'((,rkri)  - 

(1  -(-*)“  *u 

wobei  die  zweite  Form  für  k fl  dient,  ein  Fall,  der  früher  oder 
später  immer  eintritt.  Sollen  nun  /(#),  /'(#),  /"(#)  etc.  endlich 
und  stetig  bleiben,  so  muss  x zwischen  — 1 und  -j-  oo  liegen,  imd 
dies  ist  die  erste  Bedingung  der  Entwickelung.  Ferner  haben  wir 

/W (0)  ft  (ft— 1)  (ft— 2)  . . . (ft— h—  1) 

= 1 > Ak  = 


X'*— |— .... 


1 . 2...fc  1.2.3 & 

und  es  lautet  demnach  die  allgemeine  Binomialformel 

1 1 • Z 1 • Z • u 


Um  noch  die  Grenzen  zu  bestimmen,  auf  welche  x zu  beschrän- 
ken ist,  entwickeln  wir  den  Grenzwerth  von 


9* 
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Ä 


n 


A 


n-j-1  p-Ll 


H-i 


fi—n 


n—n 


dieser  ist  — 1 ; und  es  gilt  demnach  die  Formel  1)  für  alle  deren 
absoluter  Werth  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  (L  h.  kürzer  für 
1 > * > — 1. 

Setzt  man  x — und  multiplizirt  beiderseits  mit  a>u,  so  er- 
at 


hält  man  die  Formel: 

2)  (a  -j-  byu 

= -K^  + £TiL,(T)  + 


2 ft  (u 1)  (fl  2) 


1.2.3 


©+■ 


1 > — > — 1, 
a 


die  unter  Anderem  zur  Ausziehung  beliebig  hoher  Wurzeln  benutzt 
werden  kann. 

II.  Für  f(x)  — l (1-)-^)  hat  man 

Ak)  rx\  __  (— l)fc  1.  1.2.3...  (k  1) 

und  man  erkennt  hieraus,  dass  f(x ),  /'(#),  fu (x)  etc.  endlich  und 
stetig  bleiben  für  — 1 <C  x <C  "f"  00  • Ferner  ist 

(-1)* 


Aj,  — 


Lim 


A 


tL  = Lim?±± 


Lim  (*  + t)  = 


^n- f-1  n 

und  mithin  haben  wir  jetzt  die  Reihenentwickelung 

3)  /( l-\-x)  = \x  — \x2  -f-  \x*  — \x*  -f-  . . . 

1 > * > — 1. 

Für  negative  x gilt  ganz  ähnlich  die  Formel: 

4)  /(I  — x)  — — \x  — ]x2  — \x 3 — Jz4  — . . 

1 > * > — 1, 

welche  mit  der  unter  Nro.  13)  des  vorigen  Paragraphen  gewonne- 
nen Formel  überein3timmt.  Die  Differenz  der  Formeln  3)  und  4) 
giebt : 

5)  1 (£§)  = 2 + l*3  + 1*5  + • • • •] 

1 > 4P  > — 1. 

Z — 1 . . 

Für  x = — | — , wo  nun  z jede  beliebige  positive  Zahl  sein 
z-j-  1 

darf,  folgt  weiter 
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«)  lz  = 2 [i (qri)  + 1 (fzpi)  + 1 (j+i)  +•••]» 

womit  das  Problem  gelöst  ist,  zu  jeder  positiven  Zahl  den  natürli- 
chen Logarithmus  zu  finden.  Für  z = 2 erhält  man  z.  B.  eine  zur 
Berechnung  von  1 2 vorteilhafte  Formel. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  £(a-f-2>)  = la  -f-  l ^1  + 4-)  ist, 

zieht  man  leicht  unter  Anwendung  von  Nro.  3): 

7)  Z(a+6)  = la  + l (-7)  — I (v)  + * (t)  _ ‘ 

1 > — >-  1, 
a 

und  diese  Formel  dient  zur  Berechnung  von  Z(a-j-i),  sobald  la  be- 
kannt idt.  Ein  zu  demselben  Zwecke  noch  brauchbareres  Resultat 
findet  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

. 1 + 4 

l ( a -j—  H)  l a — J—  l 


2 a+h 


1 — 


2 a — b j 

indem  man  den  zweiten  Theil  der  rechten  Seite  nach  Formel  5)  ent- 
wickelt; es  ist  nämlich 


8) 


*(a+>)  - ia + 2 DGdfi) + 1 (äii)  +••••]’ 


+b. 


und  dies  gilt  für  alle  positiven  a und  &,  weil  - 


unter  dieser 


2 a-\-b 

Voraussetzung  immer  ein  echter  Bruch  ist. 

Aus  den  obigen  nur  für  natürliche  Logarithmen  gültigen  For- 
meln kann  man  sehr  leicht  entsprechende  Formeln  für  künstliche 
Logarithmen  ableiten;  es  ist  nämlich  immer 

z = e^z  und  g ==  b^^°9z\ 

folglich,  wenn  man  von  beiden  rechten  Seiten  die  natürlichen  Loga- 
rithmen nimmt, 

lz  . le  — ^ logz  . Ib  oder  lz  = ^logz  . lb , 
woraus  umgekehrt  folgt: 


9) 


^logz  — — lz  = Mb  . lz. 


lb 


Für  das  Brigg’sche  System  ist  b = 10,  und  man  findet  nach 
den  obigen  Formeln: 

HO  = 2,30258509  . . Ml0  = 0,434294482  . . . 
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III.  Nehmen  wir  /(. r)  = so  ist  f^(x)  — e*  und  es  blei- 
ben /(#),  /'(#)>  /"iß)  etc.  durchaus  stetig  und  endlich.  Ferner  hat 
man 

*=  1 

A. 


Lim 


- n 


1 . 2 . 3 . . . 

= Lim  (?i  — j—  1)  = oo  , 


■^n-f-1 

und  so  gelangt  man  augenblicklich  zu  der  für  alle  x geltenden 
Formel : 


x 


xi 


X ‘ 


10)  «*  = 1 + — + —2  + 073  + ••••• 

Für  x = 1 findet  man  hieraus  den  Werth  von  e,  nämlich 

e — 2,7182818284590  ... 

Setzt  man  e*  — z und  nimmt  beiderseits  die  Logarithmen  in 
irgend  einem  Systeme,  so  folgt  x = ’ m^^n: 

11)  * = 1 + 1 (£^)  + ^ (^)  +•••:•• 

und  es  ist  damit  die  Aufgabe  gelöst,  die  Zahl  z zu  finden,  wenn  ihr 
Logarithmus  gegeben  ist.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Formel, 
wenn  man  die  Logarithmen  als  natürliche  nimmt. 

Für  ein  negatives  x geht  die  Gleichung  10)  in  die  folgende 
über : 


12) 


» — x 


7*  /»ö 

tA/  | tv  %Aj 

= 1 “ T + TI  ~ iTO  + 


die  man  mit  jener  durch  Addition  und  Subtraktion  zu  neuen  Fonnein 
verknüpfen  kann. 


§.  33. 


Die  trigonometrischen  Reihen. 


I.  Da  sinx  und  cos  x durchaus  stetige  Funktionen  und  ihre 
Differenzialquotienten  wiederum  Cosinus  oder  Sinus  sind,  so  erhellt 
zunächst  die  Möglichkeit  von  Potenzenreihen  für  die  genannten  Funk- 
tionen. Was  nun  den  Sinus  anbelangt,  so  hat  man 

/ (0)  = /n(0)  = /IV (0)  . . . = o, 

/I(0)  = + 1,  /n,(0)  = - 1,  /v( 0)  = + 1 etc. 
und  mithin  folgende  Reihe 


1) 


• C.V  . Hu 

sinx  = — - TTO  + TT . . 5 “ 
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Um  die  Gültigkeitsgrenzen  derselben  zu  bestimmen,  kann  man 

ogU  (kJ 

bemerken,  dass  die  Entwickelung  von j= — nothwendig  zu  fol- 


gendem Resultate  geführt  haben  müsste: 

sin  (y/^Ö  t x x_  | x 2 

—1  ~ 1.2.3  ' 1.2.. 


\J  x 


X ‘ 


1 . 2 . . 7 


-4—  • • • 


yjx  1 1.2.3  ' 1.2.. 5 

und  hier  wäre,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 

An 

Lim,  = Lim  [2u(*2n-l~l)]  = so; 

^n-fl 

die  vorstehende  Reihe  gilt  demnach  für  alle  endlichen  x , dies  muss 
nun  auch  bei  der  Formel  1)  der  Fall  sein.  Man  hätte  zu  diesem 
Resultate  unmittelbar  durch  die  Bemerkung  gelangen  können,  dass 
die  Bedingung 

At 

x Lim 


A 


An+1  «"+1 

aus  Lim — <C  1 


n-f-1 


hergeleitet  worden  ist,  und  dass  es  in  letzterer  nur  auf  den  Quo- 
tienten zweier  aufeinander  folgender  Glieder  ankommt. 

Behandelt  man  die  Funktion  /(#)  = cosx  auf  dieselbe  Weise, 
so  findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  Reihe: 

x2  | *4  *6  , 

2)  co,x=l~  — -f-r-0^~r2T6  + ----’ 

welche  ebenfalls  für  jedes  endliche  x gilt. 

II.  Was  die  Sekante  anbetrifft,  so  lässt  sich  aus  dem  Umstande, 
dass  secx  und  die  Differenzialquotienten  davon  innerhalb  des  Inter- 
7C  7t 

.valles  — — bis  -| — endlich  und  stetig  bleiben,  die  Möglichkeit 

L £* 

einer  Reihenverwandlung  schliessen ; man  erkennt  dieselbe  aber  auch 
aus  der  Gleichung 

1 1 

sec  x = = , 

COSX  1 (1 C08X) 

wenn  man  dieselbe  mittelst  des  aus  dem  Binomialtheoreme  folgen- 
den Satzes 

1 


1 — u 


1 — {—  u — uP  — J—  vP  — {—  . • . . , 1 u ^ > 


transformirt.  Man  erhält  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass 
1 — cosx  ein  echter  Bruch , mithin  cos x positiv  und  also  x zunächst 
7t  7t 

zwischen — und  -j-  -r-  enthalten  ist: 

u u 


f' 
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secx  = 1 — (—  (1  — cos  x)  -f-  (1  — cos  x)*  -(-  . . 


JL  JL 

2 >x>  2 ’ 

und  wenn  man  sich  statt  cos  x seinen  Werth  aus  Nro.  2)  gesetzt,  die 
angedeuteten  Potenzirungen  ausgeführt  und  das  Gleichartige  verei- 
nigt denkt,  so  muss  offenbar  dieselbe  Reihe  zum  Vorschein  kommen, 
wie  bei  der  unmittelbaren  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac 
Laurin.  Zugleich  erhellt,  dass  diese  Reihe  nur  gerade  Potenzen 
von  x enthalten,  dass  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

3,  3CC  v — i I TjfL  . I hfL  + . 

ö)  secx—  1-|-  1-2  + 1>2..4  + 1.2...6  + 

TT  7t 

2 > > ~ 2 

resultiren  wird.  Darin  ist  für  f(x)  — secx 

T2  = /n(0),  T4  = /^(0),  T6=/™( 0), 

Um  eine  Formel  zu  erhalten,  aus  welcher  sich  diese  Coeffizien- 
ten  berechnen  lassen,  setzen  wir  in  der  Gleichung  8)  des  §.  12. 
x = 0 ; es  ist  dann : 

4)  Tn  — n2  Tn— 2 — n4  Tn— 4 + nG  Tn— G — * * * * 

und  indem  man  diese  Beziehung  für  n — 2,  4,  6,  . . in  Anspruch 
nimmt,  wobei  T0  = 1 zu  setzen  ist,  findet  man  successive: 

T2,  T4,  T6  etc. 

Ein  ganz  ähnliches  Verfahren  ist  auf  die  Tangente  anwendbar. 
Die  Möglichkeit  der  Entwickelung  erhellt  nämlich  daraus,  dass  tanx 
und  die  Differenzialquotienten  dieser  Funktion  endlich  und  stetig 
bleiben  für  \tz  x man  würde  aber  dieselbe  Reihe  fin- 

den müssen,  wenn  man  die  Sekantenreihe  mit  der  Sinusreihe  multi- 
plizirte  und  die  letztere  Bemerkung  zeigt  auf  der  Stelle  die  Form 
des  Resultates  und  die  Grenzen  seiner  Gültigkeit,  nämlich: 

x | T%  | Tf,  x 5 | 

: 1 ' 1.2.3  “■  1.2..5  + 


5) 


tanx 


T > * > 


7t 

2 


Dabei  ist,  wenn  tanx  mit  f(x ) bezeichnet  wird, 

Ti  = f1  (0),  T3  — /nl(0) , T;<  =/v  (0),  .... 

Andererseits  ergiebt  sich  aus  der  Formel  9)  §.  12.  für  x = 0: 


6) 


Tn  — sin 


n 7t 

T 


+ «2  Tn— 2 — n4  4 + nG  Tn— 6 


und  mittelst  dieser  Formel  lassen  sich  die  Coeffizienten  TuT3,r„. 
berechnen,  indem  man  n — 1,  3,  5,  . . . setzt. 
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Die  Formeln  4)  und  6)  unterscheiden  sich  nur  insofern,  als  in 
der  ersten  n immer  gerade,  in  der  zweiten  ungerade  ist;  man  kann 
daher  als  allgemeine  Formel  für  alle  T die  folgende  aufstellen: 


mt 


7)  Tn  — n2  Tn— 2 + H Tn—  4 ~ nG  Tn— G + •••  = *"»  y» 

und  aus  dieser  ergeben  sich  für  n — 1,  2,  3,  4,  . . . wechselweise 
die  Tangenten-  und  Sekantenkoeffizienten,  nämlich: 


Ti  — 1,  7 2 = 1,  T3  — 2,  T4 


16,  T6  = 61,.... 


Aus  der  Bemerkung,  dass  secx  -j-  tanx  = tan  (|  — j—  ^a?),  zieht 
man  endlich  auch  das  bemerkenswerthe  Resultat: 

8)  taq*+|.)  = i+ZLf  + S£  + 12g  + 


^ 7t  X 


•i  TT, 


worin  die  sämmtlichen  mit  T bezeichneten  Coeffizienten  Vorkommen. 

III.  Die  Cosekante  lässt  sich  unmittelbar  nicht  in  eine  Poten- 
zenreihe der  bisherigen  Form  verwandeln;  man  hat  nämlich  unter 
Benutzung  der  Formel  1): 

1 1 1 

cosec  x =z  = — . ; — , 

sin  x . x 1 — l x2  -|-  ^ x4  — ... 

und  wenn  man  sich  die  Division  ausgeführt  denkt,  so  entsteht  eine 

Reihe,  welche  mit  — — anfängt.  Wir  versuchen  daher  die  Entwi- 

x 

ckelung  des  Produktes  x cosec  x.  Es  ist  zunächst: 

x 1 


x cosec x 


sin  x 


= .+(,_  i^) + (l  - =)•+ 


was  jedoch  voraussetzt,  dass  1 — 


sin  x 
x 


ein  echter  Bruch , also 


sin  x 
x 


positiv,  folglich  x zwischen  — 7t  und  -j-  7t  enthalten  sei. 


Denkt  man  sich  für  sinx  die  gleichgeltende  Reihe  substituirt , die 


Potenzirungen  von  1 — 


Sill  x 

X 


ausgeführt  und  alles  Gleichartige  ver- 


einigt, so  entsteht  ein  Resultat  von  der  Form 


x cosec 
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cosec 


1 , x | U8  x3 

x~~~x  : n + TTOTl 


vt«»  . 
' 1.2. ..6  ' 


wo  es  sich  noch  um  das  Bildungsgesetz  der  mit  U bezeichneten 
Coeffizienten  handelt.  Wir  werden  dasselbe  gleich  nachher  erörtern. 

Aus  der  Cosekantenreihe  folgt  durch  Multiplikation  mit  der  Co- 
sinusreihe die  Cotangentenreihe ; führt  man  die  kleine  Rechnung  aus, 
so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form : 

_ 1 V\  x Vgx*  V6x* 


cotx  & 


1 . 2 . . 6 


1.2  1 . 2 . 3 . 4 

71  X 7t , 

wo  noch  die  mit  V bezeichneten  Coeffizienten  einer  näheren  Unter- 
suchung bedürfen. 

Die  in  den  Gleichungen  9)  und  10)  vorkommenden  Coeffizien- 
ten U und  V sind  den  Tangentenkoeffizienten  sehr  nahe  verwandt; 
nach  einer  bekannten  Formel  ist  nämlich 

cot  z — 2 cot  2 z — tan  z , 

und  hier  lassen  sich  die  drei  vorkommenden  Funktionen  nach  den 
Formeln  10)  und  5)  entwickeln;  vergleicht  man  hierauf  die  Coeffi- 
zienten von  z2n  — so  ist 


2n  — 1 


22w  Vc 


2n — 1 


2n — 1 


2 n 1 2 n 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  r2n_  _!  die  Formel: 

n)  ^2n — 1 = ^2 n__  x T2n— 1* 

Ferner  hat  man  den  bekannten  goniometrischen  Satz: 

2 cosec  2 z — cotz  — tan  z. 

Entwickelt  man  wiederum  die  drei  vorkommenden  Funktionen 
und  vergleicht  die  Coeffizienten  von  z “ 11  ~ *,  so  findet  sich : 


22"^2n-l  , V, 


+ 


2n — 1 


= To 


2 n 1 2 n ~ 2n  1 * 

Hier  kann  man  den  Werth  von  i au8  der  Formel  einsetzen 

und  nachher  auf  £7^ j als  Unbekannte  reduziren;  dies  giebt: 

2 n 22n — 2 


12) 


^2n—l  — ” 


2n  — 1 • 


22  n 22n — 1 

Da  man  die  Tangentenkoeffizienten  bereits  kennt,  so  hat  es  nach 
den  Formeln  11)  und  12)  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  aus  ih- 
nen die  Cosekanten-  und  Cotangentenkoeffizienten  abzuleiten;  man 
findet  z.  B.  Üi  = |,  Ug  = ^ etc.,  = §,  V3  = etc. 
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§.  34. 

Die  cyklometrischen  Reihen. 

I.  Bezeichnen  wir  Arcsin  x mit  /(*),  so  ist  nach  Formel  11) 
in  §.  12.: 

/<*+*>(*)  _ (*  »+ 1)  * /(,l+1)(.r)+ »y(>‘)(.r) 

1 1 

und  es  geht  hieraus  hervor,  dass  /(n4-2)(,r)  zwischen  den  Grenzen 
— 1 und  -J-  1 endlich  und  stetig  bleibt , wenn  /("+!)(*)  und  /»)(*) 
innerhalb  desselben  Intervalles  endlich  imd  stetig  sind.  Da  nun  die 
beiden  ersten  Differenzialquotienten 

/'  O)  = v1  un<l  /" (*)  = ■ 

v 1— ■ **  (1— X*)\J  1— 

zwischen  — 1 und  -f-  1 endlich  und  stetig  bleiben , so  kommt  jetzt 
dieselbe  Eigenschaft  dem  nächsten  Differenzialquotienten  f,n(x)  zu, 
dann  auch,  nach  derselben  Schluss  weise,  dem  folgenden  flY{x)  u.  s.  w. 
Was  ferner  die  Coeffizienten  A0 , A1  etc.  anbelangt,  so  bestimmen  sie 
sich,  indem  man  in  der  Formel  1)  x = 0 und  für  n die  Reihe  der 
natürlichen  Zahlen  setzt;  man  findet  zunächst: 

2)  y(n+2)(0)  _ ni  /(")  (0), 

und  da  unmittelbar ‘die  Werthe 

/(  0)  = 0,  /'(  0)  = 0, 

bekannt  sind,  so  ergiebt  sich  weiter: 

(0)  = 12  . /I  (*)  f (0)  = 12 
fY  (0)  = 32  . /HI<»  /IH(0)  —s  32  . 
fYn  (0)  =52  . /v  (a?)  /v  (0)  — 52 . 32 . 12, 

u.  s.  w. 


/ " (0)  = 0 


12 


(0)  ==  0 
(0)  = 0 
f™K  0)  = 0 

u.  s.  w. 


und  folglich  mittelst  des  Theoremes  von  Mac  Laurin: 


3) 


x 


A * , 1 J73  ,1.3 

Arcsin  a = — + — — + 


X1 


2.4T  + 

Wie  weit  dieses  Resultat  gilt,  entscheidet  der  Grenzwerth  des 
Quotienten  zweier  auf  einander  folgenden  Glieder ; dieser  ist  nämlich 

('ln — 1 2 n — 1 \ 

. Lm  (rfr-  • 2^+i  n = *2> 

und  wenn  dieser  weniger  als  die  Einheit  betragen  soll,  so  muss  x 
zwischen  — 1 und  -f- 1 enthalten  sein. 

Setzt  man  Arcsin x — z,  mithin  umgekehrt  x — sin  z,  so  nimmt 
die  Gleichung  3)  folgende  Gestalt  an: 
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4) 


sinz  j 1 sin2z  , 1*3  sin6 z , 

z ~ “1  7 ~ 3 ^ 77  5 r 


g ft  ^ ^ 3T» 

Wählt  man  den  Sinus  so,  dass  der  zugehörige  Bogen  einen 
aliquoten  Theil  des  Kreisumfanges  ausmacht,  so  können  diese  For- 
meln zur  Berechnung  der  Zahl  7t  dienen;  für  sinz  = J z.  B.  liefert 
die  Gleichung  4)  eine  Formel  zur  Berechnung  von  z = ^ it. 

Um  eine  Reihenentwickelung  für  Arccos  x zu  bekommen,  ist  nur 
die  Erinnerung  an  die  Formel 


Arccos  x = — Arcsin  x 

2 


nöthig;  man  hat  dann  ohne  Weiteres: 

. x 1 x3  1 • 3 xb 

5)  Arccos  x — — - - — - j-j  — 


oder  für  Arccos  x 


6) 


z = \ % 


1 >*>  — 1, 
z,  und  umgekehrt  x - 
cos  z 1 cos3  z 

1 ~ “ T ~~3 


cos  z: 

1 • 3 cosbz 
sTT  5 


\7t>  Z>—\lt. 

II.  Nehmen  wir  in  dem  Theoreme  von  Mac  Laurin  f(x) 
= und  erinnern  uns  an  die  Formel  10)  in  §.  12,  so  ist 

zunächst 


7) 


/(rt+l)  («)  = — 


2 nx  (x)  -j - n(n  — 1)  ft1  (#) 

r+~c 2 


und  man  erkennt  hieraus,  dass  /^“f”3)  (, x ) für  alle  x stetig  und  end- 
lich bleibt,  wenn  /(n)  (j?)  und  f(n  3)  (x)  dieselbe  Eigenschaft  be- 
sitzen. Da  nun 


A*)  - +5  und/'W  = 

von  x — — co  bis  x = + oo  endlich  und  stetig  bleiben,  so  folgt 
hieraus  der  Reihe  nach  die  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  f"  (#), 
f*  (ß)  u.  s.  w.  innerhalb  desselben  Intervalles.  Man  hat  ferner  aus 
Nro.  7)  für  x — 0 : 

/"+ 1)  (0)  = _ n (»  _ 1)  /»- 1)  (0), 

und  wenn  man  diese  Beziehung  mit  den  Werthen  /'  (0)  — 1 und 
fu  (0)  = 0 verbindet,  so  ergiebt  sich  successive : 

/ni(0)  = — 2- 1/(0)  — 2 • 1 , /iv(0)  = 0 

/v  (0)  = — 4.3  /ra  (0)  = +4.3-2-1,  /vi  (0)  =0 
/vn(0)=  _6-5/v(0)  = — 6.5...1  , /vm (0)  = 0 


u.  s.  w. 


u.  8.  w. 
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Das  Theorem  von  Mac  Laurin  liefert  nun  unmittelbar  die 
Formel: 


8) 


Arctan  x = 


x x6  . x°  x1  - 

* = T — F + T-  — + 


Der  Grenzwerth  von  dem  Quotienten  zweier  Nachbarglieder 
ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen: 


Lim  (i>l  , ) x2)  — x' 
Vün+l  / 


!~f~ 

und  wenn  dieser  weniger  als  die  Einheit  betragen  soll,  so  muss  x 
zwischen  — 1 und  -(-  1 enthalten  sein. 

Für  Arctan x = z,  also  x = tanz  nimmt  die  Gleichung  8)  fol- 
gende Gestalt  an : 

- tan  z 


tanb  z . tanbz 
+ 


1 3 1 5 

| 7t  '^>  Z ^ 7t» 

Für  x 1 ist  die  Formel  8)  nicht  brauchbar;  man  hilft  sich 
dann  auf  folgende  Weise.  Wenn  u einen  Bogen  des  ersten  Quadran- 
ten bezeichnet,  und  x seine  Cotangente,  so  hat  man  gleichzeitig 


oder  umgekehrt 


cot u = x und  tanu  = — 

x 


u = Arccotx  und  u = Arctan—, 

x 


Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Funktionen  Arccotx  und 
Arctan-^-  identisch  sind,  und  dass  man  demnach  an  die  Stelle  der 


Gleichung 


Arctan  x -f-  Arccot  x — 


7t 


auch  die  folgende  setzen  kann: 

Arctan  x + Arctan  — = 

1 x z 

Für  x 1 ist  nun  — — <T  1,  und  man  wird  in  diesem  Falle 

x 

die  Entwickelung  nach  der  Formel  8)  auf  Arctan  ■—  anwenden ; dies 
giebt  Für  x 1 : 

10)  Arctan x = f ~ \ (7)  + I (7)*  “ l (t)6  +-  * * * 
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und  fiir  Arctan x = z , woraus  — = cotz  folgt: 

x 


11) 


7t 

T 


cotz 


+ 


cotzz 


cot6  z 


+ • • • 


\ n 
z">  4 ' 


Die  Formel  8),  von  welcher  die  übrigen  nur  Folgerungen  sind, 
liefert  Mittel  zur  Berechnung  der  Ludolph’schen  Zahl.  Zunächst 
kann  man  bemerken,  dass  die  Gleichung  8),  obwohl  sie  nur  für 
x 1 bewiesen  worden  ist,  doch  noch  für  x = 1 gelten  muss. 
Vereinigt  man  nämlich  die  Glieder  der  Reihe 
12)  \ — l -f-  l — | + • • • *1 

so  erhält  man  die  folgende  Reihe: 

1-3  ' 5-7  9-11  ' 

und  es  ist  unmittelbar  klar,  dass  man  immer  grössere  Summen  be- 
kommt, wenn  man  successiv  zwei,  drei  u.  s.  f.  Glieder  dieser  neuen 

2 2.2 

"T 


Reihe  addirt.  Diese  Zunahme  der  Summen 


etc. 


1*3’  1-3  1 5-7 
kann  aber  nicht  in’s  Unendliche  fortgehen,  weil  man  der  Reihe  12), 
sobald  man  ihr  die  Form  giebt: 

2 2_  2 

7-9 


3.5  7-9  11-13 

sogleich  ansieht,  dass  ihre  Summe  weniger  als  die  Einheit  beträgt. 
Es  muss  also  die  Summe  der  Reihe  12)  eine  endliche  Grösse  sein, 
und  wir  können  diese  Summe  als  den  Grenzwerth  betrachten,  den 
die  Summe  von 


x 

T 


xc 


_ _L  £i  _ IL  _1_ 

3 “ 5 7 ' 


erreicht,  sobald  x in  1 übergeht,  woraus  weiter  folgt,  dass  dieser 

1 jj 

Grenzwerth  = Arctan  1 = —7-  sein  muss.  Wir  haben  daher  die 

4 

merkwürdige  Formel: 

i3)  + 

Dagegen  darf  man  in  Nro.  11)  x nicht  grösser  als  die  Einheit 
nehmen,  weil  sonst  die  Reihe  keine  bestimmte  Summe  mehr  besitzt. 

Die  Formel  13)  ist  zur  numerischen  Berechnung  von  n nicht 
brauchbar,  weil  man  eine  sehr  grosse  Menge  von  Gliedern  vereinigen 
müsste,  um  eine  nur  mässige  Genauigkeit  zu  erzielen;  bessere  For- 
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n # 

mein  erhält  man  dadurch,  dass  man  — in  zwei  oder  mehrere  Theile 

4 

(Bögen)  zerlegt  und  diese  einzeln  berechnet.  So  hat  man  z.  B. : 

7t 

— = Arctan  \ -f-  Arctan  \ 

T 


-j-  = Arctan  \ -f-  Arctan  £ -j-  Arctan  |, 

wie  man  mittelst  der  Formeln  für  tan  (u  -f-  v)  und  tan  ( u -j-  v -|-  w) 
leicht  prüfen  wird,  und  hier  kann  man  die  einzelnen  Bögen  in  rasch 
abnehmende  Reihen  verwandeln. 

III.  Das  Verfahren,  dessen  wir  uns  zur  Entwickelung  von  Arcsin  x 
und  Arctan  x bedient  haben,  ist  fast  wörtlich  auf  die  Funktionen 
sin  (fl  Arcsin  x)  und  cos  (fl  Arcsin  x)  anwendbar.  Aus  den  Formeln 
12)  und  13)  des  §.  12.  erkennt  man  nämlich,  dass  jene  Funktionen 
nebst  allen  ihren  Differenzialquotienten  endlich  und  stetig  bleiben 
für  alle  zwischen  — 1 und  -j-  1 enthaltene  x ; bestimmt  man  ferner, 
von  /( 0),  /( 0)  und /'(())  ausgehend,  /"( 0),  /v(0)  etc.  nach  den 
genannten  Formeln,  so  findet  man  für  f(x)  = sin  (fl  Arcsin  x)  mittelst 
des  Theoremes  von  Mac  Laurin: 


14)  sin  (fl  Arcsin  x)  — 


fl  (fl2  — 12) 
1.2.3 


x 3 


ft  (ft 2—12)  (ft2 32) 

1 . 2 . 3.  4 . 5 


X 5 


und  zwar  gültig  für  1 x — 1 , weil  der  Grenzwerth  zweier 
auf  einander  folgender  Coeffizienten  die  Einheit  ist.  Gewöhnlich 
stellt  man  diese  Gleichung  in  folgender  F orm  dar : 


15) 


fl 

sin  fl  z = —j—  sinz 


f^2-!2)  -3 


1.2.3 


sin0  z 


K/*2-l2)(f*2-32)  . 6 


sin°z  — . . . 


16) 


1 . 2 . 3 . 4 . 5 

\7l  ^>Z^> \ 7t. 

Durch  Differenziation  in  Beziehung  auf  z erhält  man  noch: 

( 1*2  __  12 

cos  fi  z = cosz  jl  — — sin2  z 


1 . 2' 

Cft^ 12)  32)  . 

1 . 2 . 3 . 4 8m  Z 

\n  > — \7t. 


Ist  ft  eine  ungerade  Zahl,  so  brechen  die  Reihen  ab  und  gelten 
für  jedes  z der  linken  Seite  gleich , wie  man  leicht  aus  der  Berner- 
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kung  schliessen  wird,  dass  beiderseits  die  Periodizität  der  Funktio- 
nen dieselbe  ist. 

Nimmt  man  /(x)  = cos (ft Arcsin x),  so  findet  sich: 

u2  , it2(/t2 — 22) 

cos  Ql  Arcsin  x)  = 1 — — r x2  -\ — • • • 

1 • ä 1 . 2 . o . 4 

und  zwar  unter  der  Bedingung  1 x — 1.  Man  schreibt  da- 
für gewöhnlich: 

, f*2  . , f*202  — 22) 

ii  z = 1 — — sin2  z 4-  — — — 

p 1-2  ^ 1.2. 3. 4 


17) 


C08i 


sin*z  — . 


\n,  >z  > 


7t, 


Durch  Differenziation  erhält  man  daraus: 


18) 


smftz  = cosz  smz  — - ^ sm3z  -f* 

(1  1.2.3 


\7t  Z 


Ist  ft  eine  gerade  Zahl,  so  werden  die  Reihen  in  17)  und  18) 
endliche  und  gelten  fiir  jedes  z der  linken  Seiten  gleich. 

Man  kann  die  obigen  Formeln  auf  verschiedene  Weise  spe- 
zialisiren,  namentlich  dadurch,  dass  man  ft  in  Null  übergehen 
lässt.  Dividirt  man  z.  B.  beide  Seiten  der  Gleichung  15)  durch  (i 
und  setzt  dann  ft  = 0,  so  kommt  man  auf  die  Formel  4)  zurück; 
die  Gleichung  16)  giebt  für  ft  = 0: 

1 = cosz  1 1 -f-  £ sin2 z -f-  sin*z  -f-  . . . . j, 

was  man  auch  unmittelbar  aus  der  Beziehung 

1 = cosz  (1  — $in2z ) 5 

durch  Anwendung  des  binomischen  Satzes  finden  kann. 

Subtrahirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  17)  von  der  Ein- 
heit, dividirt  darauf  mit  ft2  und  lässt  nachher  ft  zu  Null  werden,  so 
ergiebt  sich  da3  bemerkenswerthe  Resultat: 

19)  ' ~ 5m2* 


i Z2  = - 

5 o q 


2 sin*z  , 2*4  sin6z  , 

3 4 + 3^5  ~6 


j 7t  ^ Z ^ 2 

Durch  beiderseitige  Division  mit  ft  in  die  Gleichung  18)  und 
nachherige  Nullifizirung  von  ft  findet  sich  endlich  noch : 

+ sin*z  + sin5z  -f- | 

oder  auch,  wenn  man  cosz  und  sinz  durch  tanz  ausdrückt: 

tanz  L i 2 tan2z  , 2*4  ( tan2z  } 

+ 3-5  \1  -4- tan2  z) 


z — cosz  sin  z 


20)  z= 


1 -f-  tan2z 


I1  +JT 


-f-  tan2z 
> z > — 

woraus  sich  wiederum  verschiedene  Reihen  für  7t  ableiten  Hessen. 
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§.  35. 

Reihenentwickelungen  für  Funktionen  mehrerer 

V ariabelen. 


Wenn  in  der  Funktion  /(#,  y ) zweier  Variabelen  x und  y die 
Zunahmen  h und  k erhalten,  so  kann  f(x-\-h,  y-\-k ) nach  Potenzen 
von  h und  k entwickelt  werden ; es  genügt  hierzu  der  einfache  Kunst- 
griff, dass  man  h — t%  und  k = trj  setzt,  nunmehr  f(x-\-t^  y-\-trf) 
alä  Funktion  von  t betrachtet,  und  auf  diese  neue  Funktion  das 
Theorem  von  Mac  Laurin  anwendet.  Aus 

1)  F(t)  — /0  + !<,  y + nt) 

folgt  nun  durch  successive  Differenziation: 

3/  V 


F(i) 


P‘(f) 


£+ 


n 


^ -j-  ^ 0 * 1 c)(y+^0 

_ ^!Z |J+2 »t 

[H-r+^0]2  ' 3(^+|<)-3(y-HO 

u.  s.  £, 


1^4 


Vf 


n 


wie  man  leicht  finden  wird,  indem  man  provisorisch  £-f-| t mit  u, 
mit  v bezeichnet  und  dabei  u und  v als  Funktionen  von  t 
betrachtet.  Für  t = 0 erhält  man : 


n o)  ■ 

-P(O)  = 
F"(0) 


/(*.  y ) 

*L  i+lLn 

is  6 ~ ly  1 


^l2  + 2 


t)  X 


X ty 


Vf 

2\yl 


n 


u.  s.  w. 


Das  Theorem  von  Mac  Laurin  giebt  jetzt:  . 

*X0  =/(*,*)  + (ff  £ + ff1»)  T 

+ (i*T |2  + 2 ^TTI +•• 

oder  vermöge  der  Werthe  £t  = h und  rjt  = k: 


Sch  16 milch,  Analysis. 
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2)  /(*+*>  y+fc)  =/(**  y) 

A -f-  —^—k 


+ 

+ 


1 , 

(1L 

\ ^X 

1 1 

fiv 

1-2 

\ c)  X 2 

1 i 

(**/ 

1-2-3  ’ 

u** 

iy 


) 


2>y 


V f 


3) 


_{ \ (22-  ji‘3  3 ..  ?3/.-  _L  3 ^3/  Äifc2  4-  k*) 

^ 1-2-3  Vda*  ^ Dx'-ty  ^ 'bxty*  ^ dy*  L ) 

' + 

Das  Bildungsgesetz  dieses  Ausdruckes  ist  sehr  leicht  zu  über- 
sehen; der  Coeffizient  von  - — — ist  nämlich  das  vollständige 

Differenzial  der  raten  Ordnung,  wenn  man  sich  in  demselben  h statt 
dx  und  k für  dy  gesetzt  denkt;  man  könnte  demgemäss  auch  schreiben : 

/O+A,  y-ffc)  =/(x,  y)  + h+J~  ^ 

+ > 

was  wenigstens  sehr  übersichtlich  ist.  Aelmliche  Formeln  gelten  für 
Funktionen  mehrerer  Variabelen  und  sind  leicht  genug  zu  entwickeln. 
Um  die  Gültigkeitsbedingungen  zu  finden,  muss  man  auf  den  Satz 
von  Mac  Lau  rin  zurückgehen,  indem  man  sich  jPfiir  / und  t fiir  x 
geschrieben  denkt;  es  ergiebt  sich  daraus,  dass  erstens  die  Funktion 
/ (4 > V ) nebst  allen  ihren  Differenzialquotienten  stetig  und  endlich 
bleiben  muss , während  x bis  x -)-  h und  y bis  y k zunehmen ; 
zweitens  muss  die  Determination 


An  _1_  j t 

Lim  - ■ < 1 


oder  Lim 


^(n+l)  (0)  • t 


<1 


erfüllt  sein ; aus  dieser  folgt,  indem  man  flir  M")  (0)  und  2Kn"H)  (0) 
ihre  Werthe  substituirt,  eine  Bedingung,  welcher  die  J und  rj  genü- 
gen müssen;  und  wenn  man  in  dieser  £t  = h und  rjt  = k setzt,  so 
erhält  man  die  Bedingung  für  h und  k. 

Für  x = 0,  y = 0,  und  wenn  man  nachher  x für  h sowie  y 
fiir  k schreibt,  geht  die  Formel  3)  in  die  folgende  über: 

4,  /(,,  „> = /(», » >+[(£*+£*) 


'(0) 


\ 
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worin  die  angehangenen  Nullen  bezeichnen  sollen,  dass  nach  Aus- 
führung der  angedeuteten  Differenziationen  x — 0 und  y — 0 zu 
setzen  ist.  Die  nöthigen  Determinationen  folgen  aus  den  bei  Nr.  3) 
gemachten  Bemerkungen. 

Bricht  man  die  Reihen  ab,  so  müssen  die  aöthigen  Reste  hin- 
zugefugt  werden;  ihren  Betrag  findet  man  aus  den  früheren  For- 
meln, indem  man  wiederum  von  F(t)  ausgeht. 


«.  36. 

Das  Unendlich-Kleine. 

In  allen  Untersuchungen  dieses  Capitels  kam  es  darauf  an,  mit- 
telst der  Differenzialquotienten  einer  Funktion  eine  Reihe  für  die 
Funktion  zu  bilden;  es  kann  aber  auch  umgekehrt  das  Theorem  von 
Taylor  zur  Entwickelung  der  Differenzialquotienten  dienen,  wenn 
die  Reihe  im  Voraus  bekannt  ist.  Wäre  z.  B. 

*)  /O+O  = Xo  + Xi h + XiW  + Xt>h*  + • • •> 

wo  Jfi , Xi , Xi  » • • • bekannte , von  x abhängige  Coeffizienten  bedeu- 
ten mögen,  so  würde  die  Vergleichung  mit  dem  Taylor’ sehen  Satze 

2)  /(*4-A)=/0O  + ^A  + ^ä2  + {^'*3  + --- 

sogleich  zu  erkennen  geben,  dass 

3)  /(*)  = X6» /*(*)  — 1 Zi » /" (*)  = 1 • 2 (a)  = 1 • 2 • 8 & , ... 

wäre,  und  man  erhielte  so  die  Differenzialquotienten  von  /(#).  Es 
liesse  sich  übrigens  selbst  die  Kenntniss  des  Taylor’schen  Satzes  un- 
terdrücken und  man  könnte  zu  den  Gleichungen  3)  auch  dadurch 
gelangen,  dass  man  das  frühere  Theorem 

h ..  . A* kn~ 1 


4)  Lim 


/O+Ä)  — jfOO— üif'QO- 


1-2  ”(n — 1) 


hn 

__  f(n)  (*)  . 

1 . 2 . 3 . ..  n 

in  Anwendung  brächte.  Aus  der  Gleichung  1)  folgt  nämlich  für 
h=  0: 

5)  /O)  = Xo 

und  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  Nro.  1)  und  Division 
mit  h : 

6)  /te+O  — ;(*)  _ Xl  -f-  Xih  4-  %3  w + . . ., 


io 
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woraus  sich  für  verschwindende  h auf  der  Stelle  ergiebt: 

7)  /(*)=  l.fc. 

Setzt  man  für  Xo  und  Xi  ihre  Werth e in  Nro.  1),  so  folgt  weiter: 

/(*  + »)-/(*)  — -y/'O) 

8)  jt2 = Xi  lsh  • -1 

mithin  für  verschwindende  h unter  Anwendung  der  Gleichung  4) : 

9)  Y7J  = Xi  oder  f“  (*)  = 1.2  Xi- 

Wie  sich  dieses  Verfahren  fortsetzen  lässt,  übersieht  man  so- 
gleich, und  e3  bedarf  dasselbe  keiner  besonderen  Auseinandersetzung, 
wohl  aber  ist  eine  solche  hinsichtlich  der  Gleichungen  6)  und  8) 
nicht  überflüssig.  Vergleicht  man  nämlich  Formel  6)  mit  dem  au3 
ihr  abgeleiteten  Resultate  in  7),  so  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass 
in  Nro.  6)  das  Hinschreiben  der  Glieder  £2ä,  £3ä2  etc.  eine  über- 
flüssige Mühe  war,  da  sie  für  h — 0 verschwinden;  ebenso  war  es 
in  Nro.  8)  unnöthig,  die  Glieder  £3ä,  ^4ä2  etc.  hinzusetzen,  weil 
sie  für  h = 0 aus  der  Rechnung  hcrausfallen. 

Diese  für  die  Praxis  wichtigen  Bemerkungen  kann  man  leicht 
zu  einer  Regel  zusammenfassen,  indem  man  bemerkt,  dass  h der 
Zuwachs  des  #,  also  = 4x  ist;  man  wird  nämlich  sagen: 

Bei  der  Entwickelung  eines  Differenzialquotienten  oder  einer 
Differenzialgleichung  hat  man  die  Glieder  wegzulassen, 
welche  höhere  Potenzen  von  z/ x enthalten,  als  die  Ordnung 
der  Differenzialgleichung  beträgt. 

Kennt  man  z.  B.  den  binomischen  Satz  für  ganze  positive  Ex- 
ponenten, der  in  der  That  auch  ohne  Differenzialrechnung  beweisbar 
ist,  so  hat  man  zur  Entwickelung  des  ersten  Differenzialquotienten: 

10)  =r  Xm  + -y  x™-1  4-  etc. 

oder 

Z/  X 1 

und  hieraus  sogleich  für  z/#=0  den  Differenzialquotienten  mxm  1 ; 
will  man  die  Differenzialgleichung , so  gebe  man  der  Gleichung  10) 
die  Form 

(x-\-4x)m  — xm  — mx7n  1 z/#- {-etc. 
oder  z/(#m)  = mxm  1 z/#-f-etc., 
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schreibe  d statt  d und  lasse  „etc.“  weg,  dann  wird  richtig 

d (.r  m ) = m xm  1 dx. 

Vielleicht  ist  ein  geometrisches  Beispiel  nicht  überflüssig.  Be- 
Fig.  27.  deutet  f(x)  die  über  der  Abscisse  x stehende 

Fläche  BO  MP,  z die  Ordinate  MP,  r den 
Berührungswinkel  UPT,  und  /lx  die  Zu- 
nahme MM  der  Abscisse  OM—x  (Fig.  27), 
so  ist 

Fläche  BOM'P  = Fläche  BO  MP 

--  Rechteck  MM  UP 
— Dreieck  UPT 
-f-  Abschnitt  TPP 

oder  in  den  obigen  Zeichen  ausgedrückt  und  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  der  Abschnitt  einen  Bruchtheil  des  Dreiecks  UPT  bildet : 

f(x- \-dx~)  = f(x ) -(-  z dx  -f-  \tanz  . d x2 

-)-  ß . \ tanz  . dx2, 

wo  1 }>  ß 0 ist;  hieraus  folgt: 

fp  + ~ f(X)  = . + \J*  (1+ß)  tanz, 

d X 


mithin  für  dx  = 0,  = z\  hier  sieht  man  gleich,  d;iss  die 

Genauigkeit,  welche  das  Dreieck  UPT  und  den  Abschnitt  TPP  in 
Rechnung  zog,  am  Unrechten  Platze  angebracht  war;  man  hätte 
kürzer  sagen  können:  je  kleiner  dx  ist,  desto  eher  darf  man  den 
Zuwachs  MPPM  der  Fläche,  also  df(x),  für  ein  Rechteck  an- 
sehen ; man  hat  also  näherungsweise  d f(x)  = z d x,  und  genau 
df{x')  = z dx. 

Ganz  dieselben  Bemerkungen  knüpfen  sich  an  das  Taylor’sche 
Theorem  für  zwei  oder  mehrere  Variabele;  so  kann  man  z.  B.  bei 
der  Entwickelung  von  d2f(x,  y ) alle  die  Grössen  weglassen,  welche 
von  höherer  Dimension  als  der  zweiten  sind,  also  z.  B.  dx2dy, 
J.r4y*,  dx3,  dy^  etc. 

Nicht  selten  nennt  man  Grössen,  welche  die  Null  zur  Grenze 
haben,  unendlich  klein  werdende,  oder  kürzer,  unendlich  kleine 
Grössen;  in  diesem  Sinne  sind  die  Differenziale  dx,  dy  etc.  unend- 
lich kleine  Grössen,  und  zwar  der  ersten  Ordnung;  Produkte  von 

i 

je  zwei  solchen  Differenzialen,  wie  z.  B.  dx2,  dx  dy , dy2 , heissen 
entsprechend  Unendlichkleine  der  zweiten  Ordnung,  und  man  kann 
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in  dieser  Weise  fortgehend  Unendlichkleine  beliebiger  Ordnungen 
bilden.  Als  Regel  gilt  dann: 

Bei  der  Bildung  einer  Differenzialgleichung  sind  alle  un- 
endlich kleinen  Grössen  wegzulassen,  deren  Ordnungen  die 
Ordnung  der  gesuchten  Differenzialgleichung  übersteigen, 
und  man  vergegenwärtige  sich,  dass  eine  Ungenauigkeit  hierbei  des- 
wegen nicht  entstehen  kann,  weil  es  sich  immer  nur  um  Grenz- 
werthe  handelt,  und  weil  bei  jedem  solchen  Grenzübergange  die 
Grössen,  welche  der  Einfachheit  wegen  im  Voraus  weggelassen 
worden  sind,  auch  in  der  That  verschwinden. 
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Die  Convergenz  und  Divergenz  der  unendlichen  Reihen. 


§.  37. 


Einfachste  Fälle  der  Convergenz  und  Divergenz. 


Dem  Probleme  der  Reihenentwickelung  gegebener  Funk- 
tionen, womit  wir  uns  im  vorigen  Capitel  beschäftigten,  steht  das 
umgekehrte  Problem  der  Beihensummirung  gegenüber ; dort  war 
die  Funktion  gegeben  und  es  wurde  die  Reihe  gesucht,  hier  ist  umge- 
kehrt die  Reihe  vorgelegt  und  man  sucht  die  Funktion,  von  der  sie 
die  Entwickelung  bildet,  oder  kürzer  ihre  Summe.  Im  Allgemeinen 
gehört  dieses  Problem  der  Integralrechnung  an,  aber  schon  die 
blosse  Kenntnis  derartiger  Aufgaben  nöthigt  zu  einer  Voruntersu- 
chung, welche  hier  erledigt  werden  kann.  Es  ist  nämlich  die  erste 
Frage,  ob  eine  solche  Summe  überhaupt  existirt  oder  nicht,  und  es 
versteht  sich  von  selbst,  dass  diese  Frage  beantwortet  sein  muss,  be- 
vor man  einen  Versuch  zur  wirklichen  Summirung  macht;  so  wird 
man  sich  z.  B.  sehr  leicht  überzeugen,  dass  die  Summe  der  Reihe 

x -| -4-  x'2  — — — -4—  -| — — j—  .... 

1 x 1 1 x-  1 1 x*  * 1 

unter  allen  Umständen  unendlich  gross  ist,  womit  zugleich  alle  et- 
waigen Summirungsversuche  abgewiesen  sind. 

Denken  wir  uns  unter  «o , «i , w2 , • • • • beliebige , nach  irgend 
einem  bestimmten  Gesetze  gebildete  Grössen  und  nennen  Sn  die 
Summe  der  n ersten  unter  ihnen,  also 

1)  Sn  ■=  «o  -f"  Mi  -f“  w2  4“  • • • • ~b  un — 1 » 

so  wird  die  rechter  Hand  stehende  ngliedrige  Reihe  unendlich,  wenn 
n in’s  Unendliche  zunimmt,  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  ist 
dann  =3  Lim  Sn  und  hier  sind  zwei  Fälle  denkbar;  entweder  ist 
Lim  Sn  eine  bestimmte  angebbare  endliche  Grösse  S oder  nicht. 
Im  ersten  Falle  heisst  die  endliche  Reihe  w0  e^c*  conver- 
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gent  und  £ ihre  Summe,  im  zweiten  Falle  nennt  man  die  Reihe 
divergent  und  sie  besitzt  dann  keine  Summe. 

Nehmen  wir  sämmtliche  Reihenglieder  als  positiv  an,  so  wird 
zur  Convergenz  vor  allen  Dingen  erfordert,  dass  die  Grössen  wo,  Uj, 
v2  ••  fortwährend,  und  zwar  in’s  Unendliche  abnehmen  [d.  h.  Limun 
= 0 für  n = co  ] ; denn  betrüge  jedes  Reihenglied  mehr  als  irgend 
eine  Zahl  £,  so  würde  die  Summe  der  unendlichen  Reihe  mehr  als 
£ -j-  in  in/.  ausmachen,  d.  h.  in’s  Unendliche  wachsen.  Die- 

ses Kennzeichen  der  Convergenz  ist  aber  nicht  ausreichend,  wie  man 
z.  B.  an  der  Reihe 


i i i 
y/2  + V3 


sehen  kann,  deren  Summe  mehr  als 

1 +4-  + -V  + - 


\/  n \fn 


n 


\J  n 

= V» 


• 4" 


beträgt,  und  also  mit  n gleichzeitig  unendlich  wird,  obschon  die 
Reihenglieder  die  Null  zur  Grenze  haben;  man  muss  daher  eine  ge- 
nauere Untersuchung  vornehmen,  deren  Prinzip  darin  besteht,  dass 
man  zwei  Reihen  vergleicht,  von  deren  einer  die  Convergenz  oder 
Divergenz  bereits  festgestellt  ist. 

Es  seien  zwei  unendliche  Reihen  mit  positiven  Gliedern  vor- 
handen 


und 


*o  4"  *i  4“  ^2  4~  h 4“  • • • • 

Uq  | Ul  — f-  «2 tl3  ~ f~  • • • * 


A3  , • • • 


und  es  möge  darin  auf  folgende  Weise  bezeichnet  werden: 

*rn- f-1  , f-2  , *ra-f-3 

, — *1  ? t — ^2  •>  . 

lrn  lm- f-1  lm- f-2 

so  findet  man  sehr  leicht 

2)  lm  + *m-f-l  + *m-f-2  4"  *m-f-3  + ••• 

= (*  4"  Ai  4~  Aj  A2  -)-  X1  A2  A3  -f-  . . . .). 


Bezeichnet  man  in  ganz  entsprechender  Weise  wie  folgt: 


um- f 1 u 

— = Pi, 


u 


m- f-2  w/n-f-  3 


m 


um- 1- 1 


2 


so  ist  analog 

um  4~  um- 1-1  + 4"  wm-j-3  + • • * 

— um  4"  4“  Mi  ^2  ~\~  f*i  ^2  f*3  “f"  * * * •) 
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Finden  nun  zwischen  den  mit  A und  fl  bezeichneten  Quotienten  fol- 
gende Beziehungen  statt: 

fh  ’s]  ^1?  ^ 1 ^3  ’S  Aj , • • • • 

so  ist  auch  <C  A l A2,  th  th  ^1  Aj  Aa  etc.,  ebenso 

1 “I“  /*i  4"  Fi  Ih  4"  lh  4~  • • • 

<C  1 -f-  Xi  -|-  Ai  A2  Ai  A2  Aa  — f-  . . . 

d.  i.  vermöge  der  Gleichungen  2)  und  3) 

• 1 . 

~7“  Cum  + um-\~  1 4"  um- f-2  4"  wm-f-3  + ••••) 

<\'T~  (*;n  4~  4"  *m-j-2  4*  *7»-f3  + ••••)• 

m 

Vorausgesetzt,  dass  die  Reihe  <0  -f"  t\  -f*  h,  -f“  etc*  convergirt, 
also  eine  endliche  Summe  hat,  ist  auch  die  Summe  von  tm,  fm_|_  |,  etc. 

eine  endliche  (und  zwar  kleinere)  Grösse;  der  blosse  Anblick  der 
vorstehenden  Ungleichung  lehrt  aber,  dass  die  linke  Seite  eine  end- 
liche Grösse  ist,  es  muss  folglich  die  Reihe  um  -f-  wm_j_  1 -f-  etc. 

convergiren,  und  wenn  man  ihre  Summe  mit  der  jedenfalls  endlichen 
Summe  w0  — )—  — {—  ...  — f—  «m  vereinigt , so  kommt  nothwendig  wie- 

der eine  endliche  Grösse  als  Summe  von  Wo  4~  Mi  4"  etc*  zum  Vor- 
schein; die  letztere  Reihe  convergirt  also  unter  den  gemachten 
Bedingungen.  Diese  bestanden  in  den  Ungleichungen  < Ai, 
th  <C  ^2  etc.,  d.  h. 


w7n-f-l  ^ *m-\- 1 um-\-2  ^ *m- f-2 

Umn  wm-f-l  *m+l 


in 


und  wir  können  demnach  folgendes  Theorem  aufstellen: 

Die  Convergenz  der  imendlichen  Reihe  *o  4"  *1 4"  e*c*  bedingt 
die  Convergenz  der  anderweiten  Reihe  «q  -)-  u 1 etc.,  sobald  der 


Quotient 


u 


von  irgend  einer  bestimmten  Stelle  (w  = ?n) 


n 


an  kleiner  bleibt  als  der  entsprechende  Quotient 


cn-f  1 


n 


Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse,  die  auf  einer  blossen  Vertau- 
schung der  Zeichen  und  ]]>  beruhen , ergiebt  sich  das  analoge 
Theorem : 

Aus  der  Divergenz  der  unendlichen  Reihe  t0  4"  *i  4"  etc* 
folgt  die  Divergenz  der  anderweiten  Reihe  t/0  — (—  t/x  — (—  etcn 
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■ * # . „ 
sobald  von  irgend  einer  bestimmten  Stelle  an 

«n 


grösser 


bleibt  als 


t 


n 


Die  Anwendungen  dieses  Theoremes  giebt  dar  folgende  Pa- 
ragraph. 

§.  38. 

Convergenzbedingungen  bei  positiven  Reihen- 
gliedern. 

■ / »* 

I.  Wenn  wir  an  der  Stelle  der  Reihe  *o  k -(-  etc.  des  vo- 
rigen Paragraphen  eine  geometrische  Progression  setzen  wollen 

:-V‘  j 1 -(-  a -j-  a1  -)-  a3  -(-  a4  -(- , 

so  ist  zunächst  die  Frage,  unter  welchen  Umständen  diese  conver- 
girt ; aus  der  Bemerkung,  dass  die  Summe  der  n ersten  Progressions- 
glieder durch 

• 1 — qn 

1 — a 

ausgedrückt  wird,  erkennt  man  aber  leicht  die  Convergenz  für  den 

Fall  a 1 und  die  Divergenz  für  a f§L  1.  Demnach  convergirt  die 
Reihe  w0  ~h  ui  -f~  Uei  -f-  etc.,  wenn  von  einer  gewissen  Stelle  an 

“n+l  _ on+1  , ^ , 

- — - — und  a 1 


un  a 


n 


ist;  sie  divergirt  dagegen,  wenn  die  umgekehrten  Bedingungen  statt- 
finden; statt  dessen  kann  man  auch  sagen: 

Die  unendliche  Reihe  «o  -f"  u\  ~|-  u<i  -f-  etc.  convergirt  oder 


divergirt,  je  nachdem  der  Grenzwerth  von 


für  unend- 


u 


n 


lieh  wachsende  n weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt, 

Mn+1 


denn  wenn  sich 


u 


einer  Grenze  g 1 nähert,  so  ist  für  hin- 


n 


reichend  grosse  n dieser  Quotient  nur  wenig  von  g verschieden,  also 
gewiss  kleiner  als  eine  beliebige  zwischen  g und  1 eingeschaltete 


Zahl  a\  ebenso  würde  für  g 1 früher  oder  später 


’V-J-l 


nahe  an 


u 


n 


g bleiben  und  mithin  immer  mehr  betragen,  als  eine  zwischen  1 und 
g eingelegte  Zahl  a. 


i 


Digitized  by  Google 


Cap.  VHI.  §.  38.  Convergenzbedingungen  bei  positiven  Reihengliedern.  155 

Mittelst  des  oben  ausgesprochenen  Theoremes  ist  meistentheils 
die  Entscheidung  über  die  Convergenz  nicht  schwer;  für  die  Reihe 


1) 


x 


~ , 1 a*  , 1 3 .r5  , 1.3.5  x1  , 

1 ' 2 3 ' 2 . 4 5 '2.4.6  7 + * 


wäre  z 


x 

. B.  für  = 0,  Ui  — — u.  8.  w. 

Z*  5=±±  = Lim  *')  = * 

un  \ 2 n (2  n -4-  1)  / 


und  mithin  convergirt  die  Reihe  für  x 1 und  divergirt  für  x^>  1. 

Wenden  wir  überhaupt  das  obige  Theorem  auf  eine  Potenzen- 
reihe an 

Aq  -|—  Ai  x — j—  A$  #2  — f-  A^  #3  -|-  . . . , 


so  ergiebt  sich,  das  letztere  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem 


. Lim 


1 x 


kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit  ist,  und  beachten  wir  die  früher 
für  das  Theorem  von  Mac  Laurin  aufgestellte  ganz  gleiche  Be- 
dingung, so  folgt,  dass  dieses  Theorem,  richtig  angewandt,  immer 
convergirende  Reihen  liefert,  wie  sich  von  selbst  versteht. 


II.  So  sicher  die  vorige  Entscheidung  ist,  wenn  der  Grenz- 
werth von  • mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  beträgt,  so  un- 


n 


sicher  wird  sie  in  dem  Falle,  wo  jene  Grenze  der  Einheit  gleich  ist; 
der  gegebene  Beweis  hört  dann  auf  anwendbar  zu  sein,  und  man 
muss  sich  folglich  nach  einem  anderweiten  Kennzeichen  der  Conver- 
genz  Umsehen.  Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  einer  anderen 
Reihe  aus. 

Durch  gewöhnliche  Subtraktion  überzeugt  man  sich  leicht  von 
der  Richtigkeit  der  Gleichung 


1 . 2 . 3 . . . m 


1.2.3....///  (m  -f-  1) 


c 1 (a~|~  1)  (a— |—  2) ..  (a  — J—  m — 1)  a (a— f—  1)  (a  —J—  2) . . (a— I— 111 — 1 .)  (a--{-  vx) 


a — 1 


1.2.3 m 


a 


(a  — f 1 ) (.a  — |—  2)  (a  — j—  3)  ...  (a  — vi) 


Setzt  man  in  derselben  m = 1,  2,  3,  . . . n und  addirt  alle  so  ent 
stehenden  neuen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich  nach  gehöriger  He 
bung: 
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2^  J_  1 . 2 . 3 ♦ . . . n (n-f-  1) 

fl  fl(fl  - f-  1)  (fl  -j-  2)  ....  (fl  — f—  ft  — 1 ) (a  — j—  n) 


_fl— ir  i 

a La— (—  1 


2 


1.2.3 


(a4-l)(a+2)  + (a+l)(a+2)(a+3)  + 
. 1.2.3 

• ••••••  J “ 


n 


J 


(a-f- l)(a-f~^)  (fl-f~3)...(a-)-n) 
Für  unendlich  wachsende  n wird  die  eingeklainmerte  Reihe  unend- 
lich und  sie  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  die  linke  Seite 
eine  endliche  Grenze  hat  oder  nicht,  wobei  es  nur  auf  den  Ausdruck 
12  3 n n -f- 1 

ö fl  — [—  1 fl  — | — 2 fl  — j-  71  ~ 1 Q — |—  71 

ankommt,  weil  er  allein  n enthält.  Ist  nun  a positiv  und  1,  so 

ist  fl  -j-  1 2,  fl  -j-  2 > 3 etc.,  d.  h.  alle  vorhandenen  Faktoren 

sind  positive  echte  Brüche;  je  mehr  solcher  Brüche  multiplizirt  wer- 
den, desto  kleiner  wird  das  Produkt,  es  nimmt  also  der  Werth  des 
Ausdruckes  3)  fortwährend  ab,  wenn  n wächst.  Andererseits  kann 
aber  das  Produkt  nicht  negativ  werden  und  es  bleibt  daher  nichts 
Anderes  übrig,  als  dass  sich  jenes  Produkt  einer  festen  Grenze  nä- 
hert, die  entweder  die  Null  oder  zwischen  0 und  ~ enthalten,  je- 
denfalls aber  eine  bestimmte  Grösse  ist.  Hieraus  folgt  nach  dem 
Früheren,  dass  die  unendliche  Reihe 

1 1.2  i . 1.2.3 

a-(-l  (a-|- 1)  (a-)-2)  (a-f- 1)  (a-J-2) (a-)-3) 

für  a 1 convergirt.  Vergleichen  wir  dieselbe  mit  der  Reihe 
«o  -|-  «1  -f-  ^ w3  -)-  etc. , so  ergiebt  sich  die  Convergenz  der  letz- 
teren, sobald  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

• . ; . M-i;1 


1 1 


u 


< 


n 


n 


a-\~n 


und  a 1 


ist;  diese  beiden  Ungleichungen  lassen  sich  in  folgende  Beziehung 
zusammenfassen : 


« - 1) 


> <*>  1 


und  aus  dieser  entspringt  nach  ähnlichen  Schlüssen  wie  in  I.  das 
Theorem : 

Die  unendliche  Reihe  u0  -f-  Wj  -)-  etc.  convergirt,  wenn 

für  unendlich  werdende  n der  Grenzwerth  des  Ausdruckes 


„ (_?2_  _ i) 


mehr  als  die  Einheit  beträgt. 
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In  der  Anwendung  auf  die  Reihe  3)  ist  z.  B.  für  x = 1 

Um  ["  “ 0]  =£,m[B(2(”/nlt)»)  - *)] 


= Lim 


72  (6  72  1) 

(2  n — l)2 


1, 


mithin  convergirt  nach  allem  Bisherigen  die  Reihe  3)  für  x 1 
sowie  für  x ==  1,  sie  divergirt  dagegen  für  x 1,  womit  die  Ent- 
scheidung vollständig  gegeben  ist. 


§.  39. 

Convergenzbedingungen  für  Reihen  mit  positiven 

und  negativen  Gliedern. 

Wenn  in  einer  unendlichen  Reihe  die  Vorzeichen  auf  irgend  eine 
Weise  wechseln,  so  kann  man  zunächst  eine  neue  Reihe  bilden,  wel- 
che dieselben  Glieder  mit  durchaus  positiven  Zeichen  enthält;  con- 
vergirt nun  die  letztere,  so  convergirt  ganz  sicher  auch  die  erste, 
und  zwar  ist  ihre  Summe  kleiner  als  die  Summe  der  Hülfsreihe,  wie 
man  durch  äusserst  einfache  Schlüsse  leicht  finden  wird. 

Wechselt  das  Vorzeichen  von  Glied  zu  Glied,  wie  z.  B.  in 

1)  Mo  ul  “4“  M2  M3  — |—  . . . . , 

so  convergirt  diese  Reihe,  wenn  dies  mit  der  folgenden  der  Fall  ist 

2)  7*0  -j-  -j“  7*2  “f“  W3  rf-  • • • 7 

also  z.  B.  unter  der  Bedingung 

3)  Lim  < 1. 

un 

Will  man  dieses  Kennzeichen  auf  die  Reihe  1)  unmittelbar  an- 
wenden , so  hat  man  zu  beachten , dass  der  Quotient  zweier  benach- 
barten gleichstelligen  Glieder  in  1)  und  2)  der  Grösse  nach  der- 
selbe und  nur  dem  Vorzeichen  nach  verschieden  ist;  man  braucht 

Mw  ! 1 

dann  nur  den  absoluten  Werth  von  1 — , aus  Nro.  1)  genommen, 

un 

in  Betracht  zu  ziehen. 

Meistenteils  kann  man  sich  diese  Untersuchung  ersparen  und 
viel  rascher  unmittelbar  über  die  Convergenz  entscheiden.  Ist  näm- 
lich wie  immer  7*0  U\  u2  etc.,  endlich  Lim  un  = 0 , und  be- 
zeichnen wir  die  Summe  der  n ersten  Glieder  der  Reihe  1)  mit  Sn , 
so  gelten  folgende  Schlüsse.  Es  ist 
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Sd  = «o  — («i  — w2) 

£5  = Wo  — («1  — w2)  — (%  — u4) 


u.  s.  w. , 

und  da  die  Differenzen  — ?/2  i w3  — w4  etc.  sämmtlich  positiv  sind, 
so  folgt  aus  den  vorstehenden  Gleichungen:  S\  S3  S5  etc., 
also  eine  fortwährende  Abnahme  der  Summen  von  ungeraden  Glie- 
dermengen. Andererseits  hat  man 
• . : Wo  — w4 

= «o  Mi  + 0*8  Wg) 

s6  — W0 Wj  — |—  (u2  — u3)  + (u4  — u6) 


u.  8.  W. 

und  dies  lässt  erkennen,  dass  die  Summen  *S2,  £4,  S$  etc.  fortwäh- 
rend wachsen.  Endlich  hat  man  für  ein  beliebiges  positives  unend- 
lich werdendes  k 


Lim  — £2£_j_2)  — u2 A: -j- 1 — 

mithin  nähern  sich  un<^  $2fc-j-2  einer  und  derselben 

Grenze;  diese  kann  aber  nur  eine  endliche  Grösse  sein,  weil  sonst 
durch  die  Abnahme  der  immer  positiven  Summen  Si , £3 , etc.  eine 
unendliche  positive  Zahl  herauskommen  müsste.  Es  folgt  hieraus 
der  wichtige  Satz: 

Eine  unendliche  Reihe  mit  alternirenden  Vorzeichen  conver- 

* 

girt  immer,  sobald  ihre  Glieder  die  Null  zur  Grenze  haben. 

Mittelst  dieses  Kennzeichens  ergiebt  sich  z.  B. , dass  die  Reihe 


1 


+ JL L 

V2  \/  3 \/4  1 yfb 

convergirt  und  dass  ihre  Summen  zwischen 

1 , 1 1 
VT  “ y/I  y/i 


+ 4?~ 


_1 1 , J_ 

VT  VT  VT 


und  — i= -| 7= 

V1  v*  y/9 


U.  8.  W. 


enthalten  ist;  dagegen  würde  diese  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ge 
nommen,  divergiren. 


§.  40. 

Grenzen  Übergänge  an  unendlichen  Reihen. 

I.  Es  kommt  sehr  häufig  bei  Reihenentwickelungen  der  Fall 
vor,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form 

fC.x')  Aq  — A.\  x — |—  A2  x ^ — J—  .... 
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für  alle  x bewiesen  wird,  die  zwischen  — a und  -(-  a enthalten 
sind,  ohne  dass  man  erfährt,  ob  sie  auch  für  x = a noch  gilt  oder 
nicht.  Man  hilft  sich  dann  mittelst  eines  sehr  einfachen  Satzes,  wel- 
cher folgendermassen  lautet:  sind  zwei  continuirliche  Funktionen 
f(x ) und  (f(x)  identisch  für  alle  x a und  bleiben  beide  Funktio- 
nen für  x = a noch  stetig,  so  muss  nothwendig  auch  /(a)  = qp(a) 
sein;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müssten  die  beiden  Funktio- 
nen entweder  schon  vor  der  Stelle  x = a aufgehört  haben  gleich 
zu  sein,  was  der  ersten  Voraussetzung  f (x)  = <p(x),  für  alle 
x a,  widerspräche,  oder  es  müssten  die  Funktionen  an  der  Stelle 
x = a plötzlich  verschiedene  Werthe  annehmen,  was  nur  mittelst 
einer  Discontinuität  möglich  wäre  und  wiederum  gegen  die  Voraus- 
setzungen streiten  würde.  Um  von  diesem  Satze  Gebrauch  zu  ma- 
chen, muss  man  bemerken,  dass  die  Summe  einer  convergenten  Po- 
tenzenreihe eine  Funktion  cp  (#)  von  x ist,  in  welcher  zu  jedem  x 
ein  ganz  bestimmter  endlicher  Werth  von  <jp  (.r)  gehört,  dass^ folg- 


lich eine  solche  Summe  jederzeit  eine  stetige  Funktion  von  x ist 
und  es  bleibt  so  lange  die  Convergenz  dauert.  Wir  können  dem- 
nach den  Satz  aufstellen: 

Findet  eine  Gleichung  zwischen  einer  Funktion  und  einer 
Reihe  für  alle  x a statt,  so  gilt  diese  Gleichung  noch  für 
x — a,  wenn  in  diesem  Spezialfalle  die  Reihe  ihre  Conver- 
genz und  die  Funktion  ihre  Continuität  behält. 

So  gilt  z.  B.  für  alle  x 1 die  Formel 


Arcsin  x = — 


x , 1 x3  ,1.3a;5 


2 


T + 


2.45 


+ 


für  x = 1 convergirt  die  Reihe  noch,  also  ist 


n _ , 1 1,1.31 

2 1 ' 2 3 2 . 4 5 ' 


für  x 1 divergirt  die  Reihe,  mithin  kann  nunmehr  keine  Glei- 
chung zwischen  ihr  und  Arcsin  x bestehen,  in  der  That  entspricht 
auch  einem  Sinus  1 kein  reeller  Bogen.  — Ein  anderes  bemer- 
kenswerthes  Beispiel  bietet  die  binomische  Reihe  dar;  dieselbe  gilt 
für  alle  /ti,  wenn  x zwischen  — 1 und  -j-  1 liegt,  sie  bleibt  richtig 
für  x r=r  -f-  1,  liefert  also  die  Formel 


^ = i + f + 


— 1)  , 1)0  — 2) 


2 


+ 


2 . 3 


"f"  • • • i 


wenn  die  Reihe  convergirt,  und  man  wird  nach  den  Entwickelungen 
der  vorigen  Paragraphen  finden,  dass  dies  füroo  (i  — 1 der 
Fall  ist;  sie  gilt  ferner  für  x = — 1,  giebt  also 
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A , f»  , — 1)  f*G»— l)(f»— 2)  , 

0==  1 “T  + TTä TTTTT“ + •"• 

und  zwar  für  oo  (i  0;  sie  hört  dagegen  auf  zu  convergiren, 
wenn  die  genannten  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  oder  x die  Ein- 
heit übersteigt,  und  es  gilt  dann  auch  das  Binomialtheorem  nicht 
mehr. 

II.  Eine  zweite  wichtige  Frage,  die  sich  mittelst  der  Unter- 
suchung über  die  Convergenz  der  Reihen  beantworten  lässt,  ist  die 
nach  dem  Differenzialquotienten  einer  unendlichen  Reihe.  Für  den 
Fall  einer  Potenzenreihe  haben  wir  dieselbe  bereits  erledigt,  es  bleibt 
nun  noch  die  allgemeinere  Untersuchung  übrig,  wenn  nämlich 

1)  / 00  — 9i  00  92  00  -f-  93  00  --)1-.... 

gesetzt  wird,  wo  qpj,  <p2,  qp3  etc.  ganz  beliebige  Funktionen  be- 
zeichnen. Zunächst  müssen  wir  die  Convergenz  der  Reihe  (pi  (a?) 
-f-  (p2  00  -f-  etc.  annehmen,  weil  es  keinen  Sinn  haben  würde,  eine 
divergente  Reihe  einer  bestimmten  Grösse  f(x)  gleich  zu  setzen. 
Lassen  wir  x um  z/  x wachsen , ohne  dass  dadurch  das  Intervall  der 
Convergenz  überschritten  wird,  so  findet  sich  leicht 

^/OO 4 cpi  O)  . z/  <p2  (.r)  z/  <p3  00  . 

z/a?  “ z/a?  T Ax  ' z/a?  ' 


und  hier  convergirt  die  Reihe  rechter  Hand  wiederum, 
aber  überhaupt 


z/qp(a?) dcp(x ) 

z/a?  dx 


+ Q 


Man  kann 


setzen,  wo  Q eine  nicht  näher  bekannte  Grösse  bezeichnet,  von  der 
wir  jedoch  wissen,  dass  sie  mit  z/a?  gleichzeitig  verschwindet;  dem- 
gemäss wird 

ox  ^f(x)  d (pi  (x)  d(p2  (x)  d<p3(x) 

2)  ~ ~dx~  + + • • • 

+ <?1  "f"  ^2  "f"  $3  + • • • 

und  hier  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die  Reihe  der 
Differenzialquotienten  divergirt  oder  convergirt.  Fände  das  Erste 
statt,  so  muss  die  Reihe  pi  -f-  Q2  -f-  etc.  gleichfalls  divergiren,  denn 
im  Gegenfalle  würde  der  Widerspruch  zum  Vorschein  kommen,  dass 
eine  divergente  Reihe  mit  einer  convergenten  Reihe  vereinigt  eine 
bestimmte  Summe  gäbe.  Sobald  aber  die  Reihe  -|-  Q2  -f-  etc. 
divergirt,  lässt  sich  schlechterdings  nicht  angeben,  was  aus  ihr 
wird,  wenn  z/a?  und  alle  Q kleiner  und  kleiner  werden. 

Convergirt  dagegen  die  Reihe  der  Differenzialquotienten,  so 
muss  auch  die  Reihe  der  p convergiren  und  hier  lässt  sich  leicht 
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zeigen,  dass  für  verschwindende  4x  auch  Lim  (px  -|-  -f-  Qa  -|-  • •) 

= 0 wird. 

Wären  nämlich  alle  q positiv  und  r ihre  Summe,  also 
0i  “f-  02  H“  03  “h  • • • • = r, 

wo  nun  r jedenfalls  endlich  ist,  so  lasse  man  /d x kleiner  werden; 
es  vermindern  sich  alle  Q und  erhalten  etwa  die  geringeren  Werthe 
q‘ i,  q'2  etc.,  wobei 

Q*i  “b  0*2  *4"  0*3  “I“  • • * • — r' 

sein  möge  und  r1  <d  r ist.  Da  nun  sämmtliche  q der  Null  beliebig 
nahe  gebracht  werden  können,  so  ist  es  auch  möglich,  sie  beliebig 
vielmal  kleiner  als  ihre  ursprünglichen  Werthe  zu  machen ; es  kann 
also,  unter  m eine  willkürliche  positive  Zahl  verstanden, 

0'i  ~ 0n  Q'i  <C  ~ 02  > 0*3  — 08  > • • . . 

werden,  woraus  auf  der  Stelle  folgt 

1 

r 1 <T  — r. 
m 

Lassen  wir  m in’s  Unendliche  wachsen  und  beachten,  dass  r eine 
endliche  Grösse  ist,  so  folgt  hieraus  die  unbegrenzte  Abnahme  des 
r',  d.  h.  Lim  r'  = 0;  entspricht  also  dem  ursprünglichen  Werthe 
von  /di  x die  Summe  r,  so  entspricht  dem  Werthe  /d  x = 0 der 
Werth  r‘  = 0.  Diese  Schlüsse  bleiben  im  Wesentlichen  dieselben, 
wenn  auch  die  Grössen  p! , Q2  etc.  theils  positiv  theils  negativ  sein 
sollten;  man  kann  in  diesem  Falle  jedes  positive  Glied  der  Reihe 
0i  H-  02  ~(“  etc.  mit  einem  negativen  Gliede  vereinigen  und  da- 
durch eine  Reihe  von  Differenzen  bilden,  welche  durchaus  gleiche 
Vorzeichen  besitzen;  nennen  wir  d2,  etc.  diese  Differenzen, 
so  ist 

01  -f-  02  -f-  • • • • = i (^1  + ^2  “f“  • • • •) 


und  jetzt  gilt  von  den  Ö wörtlich  dasselbe  was  früher  von  den  Q 
bemerkt  wurde.  Nach  diesen  Erörterungen  dürfen  wir  sagen: 

Der  Differenzialquotient  von  der  Summe  einer  unendlichen 
Reihe  ist  die  Summe  von  den  Differenzialquotienten  der  ein- 
zelnen Glieder,  jedoch  nur  dann,  wenn  sowohl  die  ursprüng- 
liche als  die  abgeleitete  Reihe  convergirt. 

Dass  in  der  That  dieses  Theorem  zu  gelten  auf  hört,  wenn  die 
Reihe  der  Differenzialquotienten  divergirt,  kann  man  u.  A.  an  fol- 
gendem Beispiele  sehen.  Es  sei 

„ v cos  x , cos  2 x , cos  3 x . cos  4 x 

/(*)  = — + — + -3-  + -J-+  • • 
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so  convergirt  die  Reihe  z.  B.  für  x = | ^ 1111  d giebt  = — 

-f-|  — g"!~*  • = — 5/ 2;  wollte  man  nun 

f‘(x)  = — sinx  — sin*2x  — sin  3x  — sin  4#  — .... 

setzen,  so  würde  für  x — \it  folgen  /'  — — 1 ~f~  1 — l-f-l  etc. 

und  diese  Reihe  hat  keine  bestimmte  Summe,  divergirt  also.  Dem- 
nach hätte  die  Tangente  au  dem  Punkte  der  Curve,  dessen  Abscisse 

x = \ 7t  und  dessen  Ordinate  y r=  ist?  keine  bestimmte  Lage 

gegen  die  Abscissenachse , was  offenbar  keinen  Sinn  hat.  Der  rich- 
tige Werth  von  /'  (x)  findet  sich  liier  nicht  durch  Differenziation  der 
Reihe,  sondern  dadurch,  dass  man  erst  die  ursprüngliche  Reihe  sum- 
mirt  und  die  so  erhaltene  Summe  f(x)  direkt  diflerenzirt. 
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Cap.  IX. 

Die  imaginären  Funktionen. 

§.  41. 

Die  algebraischen  Funktionen  complexer  Zahlen. 

Man  hat  sich  aus  Gründen,  die  im  Verlaufe  dieses  Capitels 
von  selbst  hervortreten  werden,  genöthigt  gesehen,  die  Betrachtung 
der  Funktionen  auch  auf  den  Fall  auszudehnen,  wo  die  Variabele 
eine  Zahl  von  der  Form  (— y \/ — l ist;  man  nennt  solche  Zahlen, 

die  aus  einem  reellen  und  einem  imaginären  Theile  bestehen,  com- 
plexe  Zahlen  und  bezeichnet  zur  Abkürzung  \/— 1 gewöhnlich  mit 
*»  so  dass  die  Gleichungen 

C «*  = — 1,  *4  = + 1,  26  = — 1,  i*  = + 1,  . . . 

(i*  = — «,  t*  = + i,  i7  = — t,  *•  = + *,... 

stattfinden. 

Was  nun  die  Rechnung  mit  derartigen  Zahlen  betrifft,  so  heis- 
sen zwei  complexe  Zahlen  gleich , wenn  die  reellen  und  imaginären 
Theile,  einzeln  verglichen,  gleich  sind;  also  x -|-  y i = £ -(-  yi , 
wenn  x = £ und  y — rj.  Man  versteht  ferner  unter  der  Summe 
(jf— ( -yi)  -f-  (§— |— ?)  den  Ausdruck  (.r-[-|)  -)-  (y- f-'*?)2»  80  dass 
die  Addition  complexer  Zahlen  auf  dieselbe  Weise  geschieht,  als 
wenn  i ein  reeller  Faktor  wäre.  Da  die  Subtraktion  das  Umgekehrte 
der  Addition  ist,  so  folgt  leicht,  dass  auch  für  die  Subtraktion  com- 
plexer Zahlen  das  Verfahren  dasselbe  bleibt,  wie  bei  reellen  Zahlen, 
also  (JT+  Yi)  — (x+yi)  = (X—  x)  + (Y — y)i. 

Unter  dem  Produkte  der  complexen  Faktoren  x-\-yi  und|-f-^i 
versteht  man  den  Ausdruck 

0£  — 2/  yi)  + 

welcher  auf  dieselbe  Weise  gebildet  ist,  als  wenn  man  jene  Faktoren 

11* 
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nach  gewöhnlicher  Art  multiplizirt  und  i2  = — 1 setzt.  Zur  Aus- 
führung der  Division  sei: 

x + y i . . 

X-\-  Yi  “ ’ 

so  folgt,  vermöge  des  hier  beibehaltenen  Begriffes  der  Division: 

*4 -yi  = (X+Yi)  (m4-u2-)  = (Xu  — Yv)  + (Xv-\ -Yu)i, 

mithin 

x = Xu  — Yv  und  y = Xv  4"  Yu. 


Bestimmt  man  die  Werthe  von  u und  v aus  diesen  Gleichun- 
gen, so  ist: 


* + y i _ Xx  -f  Yy  Xy  — Yx  . 

x-\-  y\  x*  + y*  ^ x*  + y*  u 


Dasselbe  würde  man  auch  erhalten,  wenn  man  Zähler  und  Nen- 
ner linker  Hand  mit  X — Yi  multiplizirte  und  beachtete,  dass 
(X4- Yi)  (. X — Yi)  = X2  4-  Y2  ist. 

Eine  andere  Art,  die  Multiplikation  und  Division  auszuführen, 
beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  jede  complexe  Zahl  x-\-yi  auf  die 
Form  r (cos  u 4-  i sin  u)  gebracht  werden  kann.  Aus 

2)  x-j-y  i = r ( cos u-\-i sin u)  = r cos  u-f-ir  sin u 

folgen  nämlich  die  Gleichungen  x = rcosu  und  y = rsm«,  und 
diese  geben: 

3)  x2-\-y2  = r2,  also  r = \/ x2  -|-  y2, 

V V 

4)  — = ton«,  mithin  u — Arctan  — + kn, 

X Sj 


wo  h eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bedeutet;  von  den  so  be- 
stimmten Grössen  r und  u nennt  man  die  erste  den  Modulus,  die 
zweite  das  Argument  der  complexen  Zahl x-\-yi.  Man  kann  jetzt 
die  Betrachtung  der  Zahlen  von  der  Form  x-\-yi  verlassen  und  statt 
deren  immer  Ausdrücke  von  der  Form  r ( cos  «-|-i  sin  u)  behandeln. 

Bei  der  Multiplikation  findet  man  leicht 

r (cosu-j-i  sinu)  . rf  (cos  u*  4-  * sin  «') 

— r r'  [(cos  u cos  ul  — sin  u sin  u ')  4"  ( cos  u s*n  4" u cos  u>) * ] 

= rr‘  [cos  (m  4-  w0  4”  * 5271  (M  “I“  w0]  • 

Durch  mehrmalige  Anwendung  desselben  Theoremes  gelangt 
man  leicht  zu  der  allgemeineren  Formel: 

5)  Ti  (cos  Ui  4~  i $in  ) • r2  ( cos  ^ -f~  i ^2)  • • • rm  (C08  um  2 s*n  uin) 

= rir2  . . . rm  [cos(w14*w2"|"‘*H“wWi)  -)- (t^ -)- Uj  4"* • "i“ und\m 


1 

I 


1 
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Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  der  Division ; wenn  man  näm- 
lich Zähler  und  Nenner  des  Quotienten 

r ( cos  u — J—  i sin  u) 
r1  ( cos  u 1 -f-  i sin  u ') 

mit  — (cos  ul  i sin  w')  multiplizirt,  so  geht  der  Nenner  in  die  Ein- 

r 

heit  über  und  man  erhält 

-jj-  [ (cos  u cos  u1  sin  u sin  u ')  -j-  (sin  u cos  u 1 — cos  u sin  u1')  i ] , 

d.  i.  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln : 

r (cos u-\-i  sin u)  r r_  , ,N-, 

— — — = — [cos(?/ — w')]. 

r1  (cos  u1  -f-  i stn  u1)  r1  1 

So  wie  man  bei  ganzem  positiven  m unter  zm  das  Produkt  ver- 


6) 


?2  • • • Z 


m 


steht,  welches  aus  dem  Produkte  z^z^. . . zm  für  Zj  = 
hervorgeht,  so  möge 

[r  (cosu  -f-  i sinü)']171 

dasjenige  bezeichnen,  was  aus  dem  Produkte  in  Nro.  5)  wird,  sobald 
sämmtliche  r und  u gleich  werden;  man  hat  dann: 

7)  [r  (cosu  -f-  ism«)]m  = rm  (cosmu  isinmu). 

Diese  Formel  führt  den  Namen  des  Mo  i vre’schen  Theoremes; 
sie  lässt  sich  auch  auf  den  Fall  eines  beliebigen  Exponenten  in  aus- 
dehnen, was  jedoch  für  unsere  Zwecke  nicht  nöthig  ist. 

Eine  brauchbare  Anwendung  der  Formel  7)  ist  folgende.  Man 
setze  r = 1,  wende  auf  die  linke  Seite  das  Binomialtheorem  an  und 
vergleiche  die  reellen  und  imaginären  Theile;  man  findet  dann 

8)  cos  mu  — thq  cos 171  u — m 2 cos171  2 u sin 2 u 

-j-  w?4  cosm  ^ u sin * u — 

9)  sin  mu  = m\  cosm  1 u sin  u — m3  cos111  ® usin^  u 

-j-  m5  cosm~5  u am5  u — 

ein  paar  sehr  brauchbare  goniometrische  Formeln. 


§.  42. 

I 5 . 

Die  binomischen  Gleichungen. 


: ' - ' \ 
* . ’ ' ‘ . - "■  J 

I.  Dem  Mo  ivre’ sehen  Satze  zufolge  ist  für  ein  ganzes  posi- 
tives k: 


( 


2kn  . . , 2 k.7c\n  i . . oli  . , - 

cos ~r  i sin  1 = cos  2 k % x * sin  l k Tt  — 1, 


n 


n J 
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und  hierin  liegt  unmittelbar  die  Auflösung  der  Gleichung  xn  = 1, 
denn  man  braucht  nur 


x 


2 k 7t  . , . 2 k 7t 

cos  i 2 sin  


n n 

zu  setzen  und  dem  k irgend  einen  positiven  ganzen  Werth  zu  geben, 
um  sogleich  eine  Wurzel  der  obigen  Gleichung  zu  haben. 

Für  ein  gerades  n findet  sich  nun,  indem  man  k = 0,  1,  2, 

3,  . . . 5»  setzt,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  xn  — -4-  1 fol- 
gende sind : , 


cos 


2 

+ 1 1 
. . . 2 

2 

- 1, 

2 

cos  — 

■ 7t  —4—  2 sin  7t  . 

COS  7t 

2 52» 

TT, 

11 

n 

n 

n 

4 

, . . 4 

4 

— i sin 

4 

cos  — 

7t  -f-  2 sin  — 7t  , 

COS  7t 

3t, 

. n 

n 

n 

n 

6 

. . . 6 

6 

6 

cos  — 

7t  - 4-2  5222  7t  , 

COS  7t 

— 2 sin 

3t, 

n 

11 

11 

n 

n — 2 

, . . n — 2 

7t  -4-  i sin  7t. 

n — 2 

!N 

. 1 
se 

• 

cos 

7t  2 

sin  

n 

n 

n 

n 

7t . 


Wollte  man  dem  k grössere  Werthe  ertheilen,  so  würde  man 
keine  neuen  Wurzeln  erhalten. 

Für  ein  ungerades  n ergiebt  sich,  indem  man  n — 0,  1,  2,  3, 
. . . |(n  — 1)  setzt,  dass  die  Gleichung  xn  = -)-  1 folgende  Wur- 
zeln besitzt : 

4-  l 


2 

...  2 

2 

2 

cos  ■ 

■ 7t  -f-  2 Sin 7t , 

C05  

7t  — i sin 

— 

2t, 

n 

n 

n 

22 

4 

...  4 

4 

4 

cos  ■ 

■ 71  — f-  2 Sill  3t, 

cos  — 

7t  t 5222 

— 

2t, 

' 

n 

11 

n 

22 

6 

■ . . 6 

6 

6 

cos  ■ 

■ 7t  -f-  2 5222  Jt  , 

• cos  — 

3t  2 S222 

3t, 

n 

11 

n 

22 

n — 

-1 

l • ■ 11 1 

ii — 1 

22  — 

-1 

cos 

7t  -4-  2 5272  7t. 

cos  

2t  — i sin 

2t. 

n 

11 

n 

22 

II.  Zufolge  des  Mo i vre’ sehen  Theoremes  hat  man  auch 

i sin  = cos (2k-\-V)7t~\^ i sin  = — 1 

und  darin  liegt,  indem  man 

(2fc-f-l)jr  , . . (2fc+l)« 

x = cos h 2 sin  1 — — 


( 


n 


n 
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setzt,  die  Auflösung  der  Gleichung  xn  = — 1.  Hier  sind  wiederum 
die  Fälle  eines  geraden  und  ungeraden  n zu  unterscheiden. 

Für  ein  gerades  n ergeben  sich  für  k = 0,  1,  2, . . . . \ n — 1 
folgende  Wurzeln  unserer  Gleichung : 

1 .1 
cos  — 7t  — i sin  — n , 
n n 

3 3 

cos  — 7t  — i sin  — 7t, 
n n 

5 . . 5 

cos  — 7t  — i sin  7t, 

n n 


1 i . . ■ 1 

cos  71  —1—  i sin  — 7t, 

n n 

3 . . . 3 

cos  — 7t  l sin  — 7t, 
n n 


5 . 5 

cos  — 7t  -I-  i sin  — 7t, 


n 


n 


n — 1 , , . n — 1 

cos 7t  -f-  i sin  — - — 71, 


n 


n 


n — 1 . . n — 1 

cos  7t  — i sin  7t, 

n n 


welche  sämmtlich  imaginär  sind , wie  sich  erwarten  liess , da  jede 
gerade  Potenz  einer  reellen  Zahl  positiv  sein  muss. 


Bei  ungeradem  n setze  man  k = 0 , 1 , 2 , . . . 1 (n  — 1)  und 
man  bekommt  folgende  Wurzeln  unserer  Gleichung: 

- 1, 


1 

...  1 

1 

sin 

1 

cos  — 

■ 7t  -f-  i sin  — 7t, 

cos 

7t  l 

7t, 

n 

n 

11 

n 

3 

...  3 

3 

sin 

3 

cos  — 

■ 7t  -4-  i sin  — 7t, 

cos 

7t  l 

7t, 

n 

1 n 

n 

n 

5 

...  0 

5 

5 

cos  — 7t  l sin  — Tt, 

cos 

7t  2 

sin 

-■ 

7t, 

n 

■ n 

n • 

n 

\ 

n— 2 

, . . n — 2 

n — 2 

n • 

—2 

7t  -h  * Sin  7t, 

cos 

7t  

i sin  — 

7t 

n 

n 

n 

n 

In  allen  Fällen,  wo  sich  die  Theilung  der  Kreisperipherie  in 
in  Theile  ausführen  lässt,  kann  man  die  Werthe  der  einzelnen  Co- 
sinus und  Sinus  näher  angeben ; so  sind  z.  B.  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung xs  = — 1 : 


ebenso  findet  man,  dass  die  Ausdrücke 

l + t 1—  i — 1-ft  — -1  — i 

VT  ’ VT  ’ V" 2 ’ \T 

die  Wurzeln  der  Gleichung  = — 1 darstellen. 
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§.  43. 

Die  Exponenzialgrössen  mit  complexen  Variabelen. 


Unter  der  Zahl  e wurde  der  Grenzwerth  des  Ausdruckes 

/ i \w 

( 1 -| —)  für  unendlich  wachsende  ö verstanden;  demgemäss  ist 


+m 


oder,  wenn  az  mit  m bezeichnet  wird,  woraus  — = - folgt: 

o m 


i) 


und  hier  bezieht  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachs- 
thum von  m.  Behalten  wir  die  vorstehende  Gleichung  als  Definition 
von  e2  für  alle  Fälle  bei,  so  ist  auch: 


2) 


«•«=-[(> +^)"]- 


Der  angedeutete  Grenzwerth  lässt  sich  näher  angeben;  setzen 
wir  nämlich 

1 -I ■■  =1-4 — i = o (cosO1 -I- 1 

m 'mm 


so  folgt: 

3) 

4) 


tan  & = 


m 


. x 

i H 

m 


und  die  Gleichung  2)  geht  unter  Anwendung  des  Moivre’schen 
Theoremes  in  die  folgende  über: 

5)  — Lim  [pm  (cos m -fr  -)-  isin  mO*)]. 

Darin  ist  für  Qm  zu  setzen: 


( 


2* 

■ m ' m2  ) ' 


2 x 


wobei  man  beachten  mag,  dass  der  Ausdruck  — -)- 


**  + y2 


die 


m 


mi 
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Null  zur  Grenze  hat.  Bezeichnen  wir  denselben  mit  — , so  ist  u 

P 

eine  unendlich  wachsende  Zahl  und  man  kann  jetzt 

1 ■*  1 m ^ 


*"  = (■  + f)  = [(«  + jr)} 

- K‘  + tJ] 


+ 


2 m 


setzen,  woraus  hervorgeht,  dass  Qm  für  unendlich  wachsende  m 
und  fl  gegen  die  Grenze  e*  convergirt.  — Was  ferner  mft  anbe- 
langt, so  ist  offenbar 


mft  = 


ft 


tan  ft 


7)i  tan  ft  — 


ft 


tan  ft 


y 


i + 


x 

m 


bei  unendlich  wachsenden  m hat  ft  die  Null  und 


ft 


tan  ft 


die  Einheit 


zur  Grenze,  mithin  geht  m ft  in  y über ; statt  der  Gleichung  5)  kommt 
nunmehr  die  folgende 

6)  = e*  (cosy-\-i siny), 

und  sie  enthält  die  Definition  der  Exponenzialgrösse  mit  complexer 
Variabelen. 


Für  x = 0 verwandelt  sich  die  Gleichung  6)  in  die  einfachere 

7)  eyi  = cosy  -)-  i siny , 

welche  man  leicht  mittelst  der  Reihen  für  e2,  cos  z und  sinz  prüfen 
kann. 

Setzt  man  in  Nro.  6)  x = k £ und  y = kr\,  so  ist 

+ (cos kr}  -\-  i sinkrj) 

= [«*  (cosrj  -f-  i 

und  man  erkennt  daraus,  dass  die  bekannte  Eigenschaft  (c*)^  = e ** 
auch  für  complexe  z gilt.  Nimmt  man  k — la,  so  folgt  einerseits 

ela  . (£-H0  __  (ela}$-\-r\i  = 

andererseits 

ela  . (£-(-’?*)  • £ (cos  (l a . Tj')  — |—  2'  sin (l  a . 77)  ) 

= cfi  [cos  (r\  l d)  -)-  i sin  (r\la)~\, 

und  wenn  man  dies  mit  dem  Ersten  vergleicht,  so  hat  man  als  De- 
finition der  Exponenzialgrösse  mit  beliebiger  Basis: 

8)  a ^ “t" ***  = a t [cos  (r\ld)  -j-  i sin  (rj  l a)  ]. 
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Eine  brauchbare  Anwendung  dieser  Theoreme  ist  folgende. 
Die  Gleichung  7)  giebt,  wenn  man  einmal  y — m,  das  andere  Mal 
r]  = — u setzt: 

= cosu  -(-  i sinn,  e m = cosu  — isinu , 
mithin  durch  Addition  und  Subtraktion 

2 cosu  = (ew*  -)-  e~“w*) 

2 isinu  — ( eu * — e “*). 

Durch  beiderseitige  Erhebung  auf  die  inte  Potenz  unter  Anwen* 
düng  des  binomischen  Satzes  folgt  hieraus: 

9)  im  cosmu  = m0emui  + nh  e(ro“2) u -f  + . . . . 

10)  2 mimsinmu=  nin  emui  — m,  eC»*— 2)ue  _j_  ^ e(m-4)  ui  _ . 

Hier  kann  man  jede  Exponenzialgrösse  wieder  in  Cosinus  und 
Sinus  umsetzen,  und  nachher  die  reellen,  sowie  die  imaginären  Theile 
beiderseits  vergleichen.  Aus  Nro.  9)  erhält  man  auf  diese  Weise: 

2m  cosm  u = m0  cosmu  -f-  niiCos(ni — 2)m  -j-  cos  (in — 4)  u 

Dabei  lassen  sich  die  Fälle  eines  geraden  und  eines  ungeraden  m 
unterscheiden.  Fiir  in  = 2w  giebt  es  einen  mittelsten  Binomial- 
coeffizienten  (2  n)n  und  jeder  andere  Coeffizient  kommt  zweimal  vor, 
weil  immer  inj.  = ist;  vereinigt  man  daher  die  Glieder  mit 

gleichen  Coeffizienten  und  dividirt  nachher  durch  2 , so  findet  sich 

11)  22n  1 cos2n  u 

= (2  w)0  cos  2 n u + (2 n\  cos(2n~  2)  u + (2 n)2  cos  (2w— 4)  u + . . . . 

...-(-  (2  ri)n  j cos  2?<  -f"  |(*2w)n* 

Für  ein  ungerades  wi  dagegen  erhält  man: 

1 2)  2 2 n cos  2 1 m 

= (2n+l)0  cos(2n+l)w  + (2n+l)!  cos(2n— l)u 

-)-  (2n-f-l)2  cos  {'ln — 3)m4-*** 

(2 n — (~  l)w_i  cos  3m  + (2n+l)w  cosu. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  in  Nro.  10)  die  Fälle  eines  ge- 
raden  und  ungeraden  in  unterscheiden  und  gelangt  dadurch  zu  fol- 
genden zwei  Formeln: 

13)  ( — l)n  22n  1 cos 2 ^ m 

— (2n)0 cos  2 mm  — (2  n\  cos(2n — 2) w 4"  (2*02  cos  (2n  4)m  ••• 

...  + (—  l)7*“1  (2  n)n i cos  2 m + (— l)n  K2nV> 
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14)  ( — l)n  22w  sin2, u 

= (2  n -[-  1)0  sin  (2  n -f~  1)  u — (2  n -f-  l)j  sin  (2  n — 1)  m 

-)-  (2  n -f- 1)2  sin  (2  n — 3)  u — . . . 

( — l)n—1  (2  n -j-  l)w x sin  3 w+( — l)w  (2n-fl)nsm  u. 

Die  hier  entwickelten  Gleichungen  bilden  gewissermassen  die 
Umkehrungen  der  unter  Nro.  8)  und  9)  in  §.  41.  gewonnenen  Be- 
ziehungen. 


§.  44. 

Complexe  Logarithmen. 

Behalten  wir  die  Definition  der  Logarithmen,  derzufolge  £ = lz 
ist,  wenn  = z war,  unverändert  bei,  so  zieht  die  Gleichung 
€x~\ ~yi  — (P  ( cosy  -)-  isiny ) 
die  folgende  nach  sich : 

x-\-yi  — l ( cosy  -f-  * siny) ]. 

Hier  kann  man  er*  = r,  also  x — Ir  setzen  und  y durch  u er- 
setzen; es  ist  dann  bei  umgekehrter  Anordnung: 

1)  / [ r ( cos  u — j—  i sin  w)]  = Ir  -f-  u i. 

Da  sich  jede  Zahl  auf  die  Form  r (cos«  -f-  i sinn)  bringen 
lässt,  so  kann  man  mittelst  dieser  Formel  auch  den  Logarithmus  je- 
der reellen  oder  complexen  Zahl  finden.  So  ergiebt  sich  z.  B.  für 
r = — J—  1 und  u — + 2k7t,  wo  k eine  beliebige  ganze  positive 
Zahl  bedeutet: 

2)  l (+1)  = ± 2k7ti, 
und  für  r — l,t*  = i(2fc-|-l)«: 

3)  l (—  1)  = ± (2fc-f-l)  JTt. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  auch  für  complexe  Logarithmen  die 
Formel  log  z -j-  log  z1  = log(zz')  richtig  bleiben  muss;  denn  es  ist 

diese  Eigenschaft  der  Logarithmen  eine  Folge  der  Gleichung  ar  .ar' 

= letztere  bleibt,  wie  man  leicht  finden  wird,  bei  complexen 

z ungestört  und  also  muss  es  auch  die  Folgerung  von  ihr  bleiben. 

Verbindet  man  nach  dieser  Bemerkung  die  Gleichung  2)  mit 
der  folgenden 

/ [r  ( cosu  — i smu)]  = Ir  — ui 
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durch  Subtraktion,  so  erhält  man 

, / cos  u -I-  i sin  u\ 

l ( : — : — ) = 2 u i, 

\cos  u — i sin  ii/ 

oder 

4)  l j (1  + i.tanU)  = u. 

2 1 \ 1 — i tanu  / 

(t^) 

gefundenen  Reihen  verifiziren,  jedoch  nur  unter  der  besonderen  Vor- 
aussetzung , dass  tan  u ein  echter  Bruch  ist. 


Dies  kann  man  auch  durch  die  für  l 


und  Arctan  x 


§.  45. 

« 

Go  n io  metrische  und  cyklomet  rische  Funktionen 
mit  complexen  Variabelen. 


I.  Die  in  §.  43.  entwickelten  Gleichungen 


„M  l 


cosu  = 


4- « 


„ Ul 


„U  l 


Ul 


sinu 


1)  2 ’ 2 i 

können  wir  als  die  allgemeinen  Definitionen  von  cos  u und  sin  u an- 
sehen,  weil  sie  in  der  That  zu  denselben  Reihen  führen,  wie  das 
Theorem  von  Mac  Lau  rin  bei  seiner  unmittelbaren  Anwendung 
auf  cosu  und  sinu.  Behalten  wir  diese  Definitionen  auch  für  den 
Fall  eines  complexen  u bei,  so  ist  z.  B.: 

„ , e ” + e+B  ev  + e " 

2)  cos(uO  = — 


2 


3) 


sin(vi)  — 


, — v 


4-» 


2 


2 i 


2 


und  überhaupt  allgemein: 

e(x+yi)i  _j_  e—(x+y%)i  jci-y  _|_  e—xi+y 


cos  (x-\-y  i) 


sin  (x-j-yi)  = 


2 “ 2 

e(x+yi)i  _ e—(x+yi)i  jä-y  — e~xi+y 


2 i 2 

Mittelst  einer  kleinen  Reduktion  und  unter  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen 1)  kann  man  diesen  Formeln  die  folgenden  Gestalten  ver- 
leihen : 


Digitized  by  Google 


172 


mit  complexen  Variabelen. 


„ , . • eV  4-  e~y  , . eV  — * 

4)  sm(.z  + y!)  = sin  x — i cos x , 

z 


2 


ey  e-y  ey  _ *-y 

5)  cos(.z  + yi)  = — cos  x — i : sinx. 


2 


2 


Behält  man  für  die  übrigen  goniometrischen  Funktionen  die 

gewöhnlichen  Definitionen  bei  (z.  B.  tan  z ==  LHJL  Ut  8.  w .)  80  lassen 

cos  z 

sich  nunmehr  alle  goniometrischen  Funktionen  des  complexen  Bo- 
gens x-\-yi  auf  die  Form  U- f-  Ft  bringen. 

II.  Für  die  cyklometrischen  Funktionen  benutzen  wir  ebenfalls 
die  gewöhnlichen  Definitionen  ungeändert;  so  verstehen  wir  z.  B. 
unter  Arcsin  (yi)  den  mit  y gleichzeitig  verschwindenden  reellen 
oder  complexen  Bogen,  dessen  Sinus  — y i ist.  Setzen  wir 

6)  Arcsin  (yi)  — £7  + Fi, 

so  folgt  nach  dieser  Erklärung: 
yi  = sin  (17+  Ft) 

eV+e-*' 

2 

Diese  Gleichung  kann  nur  dadurch  erf  üllt  werden,  da33  sin  17=0, 
mithin  cos  U = 1 und  zugleich 

ev-e-r 


ist ; aus  diesen  Bedingungen  ergiebt  sich  erstens , dass  U — 
sein  muss,  wo  k eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  und  dass  zwei- 
tens 

«F=  y ± Vl+y2,  V=l(y±y/l+f) 
ist.  Durch  Substitution  in  Nro.  6)  hat  man  nun  weiter 

Arcsin  (yi)  = + 2 k it  + il  (y  + \/l  +yiÖ » 

wenn  aber  Arcsin  (yi)  mit  y gleichzeitig  verschwinden  soll,  so  muss 
k = 0 sein  und  es  darf  nur  das  positive  Zeichen  der  Wurzel  ge- 
braucht werden;  demnach  ist: 

7)  Arcsin  (yi)  = t l (y  -)-  \/l  -f-  ,/-). 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestatten  die  allgemeineren 
Ausdrücke  Arcsin  (tf  + yi),  Arctan  (x-\-yi)  etc.,  nur  fallen  die 
TV  erthe  von  U und  F etwas  verwickelter  aus. 


sin  LJ  + i 


V 


2 


cos  U. 
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§.  46. 

Reihen  mit  imaginären  Variabelen 


Einer  der  grossen  Vortheile,  den  die  Benutzung  complexer  . 
Zahlen  bietet,  liegt  darin,  dass  man  aus  jeder  Reihenentwickelung 
eine  neue  ableiten  kann,  indem  man  die  Variabele  imaginär  werden 
lässt.  Gehen  wir  z.  B.  von  den  beiden  Formeln  aus: 


1) 


2) 


cos 


„ X1  , X* 

X 1 h 

1.2'  1.2.. 


xK 


1 . 2 . . 6 


+ ••• 


X Xö  , Xö  X1 

sinx  = ~l  1.2.3  + 1.2. .5  _ TTÜTT 


so  bemerken  wir  zunächst,  dass  dieselben  nicht  nur  für  reelle,  son- 
dern auch  für  imaginäre  x gelten;  denn  man  erhält  für  x = vi: 

71 2 ,«6 

C05(«0  = 1 + — + T-¥--i  + — + . . . 


sin  (v  i 


.v  T*  , u3  . v 5 , 

^ = LT  1.2.3  ' 1 . 2 . . . 5 ■*“ J ’ ’ 


und  wenn  man  sich  an  die  für  ev  und  e~~v  geltenden  Reihenentwi- 
ckelungen erinnert,  so  wird  man  bald  finden,  dass  die  erste  Reihe 
1 (ev  -j-  e~v)  und  die  zweite  1 ( ev  — e~ 61 ) zur  Summe  hat;  hier- 
mit gelangt  man  zu  den  in  §.  45.  imter  2)  und  3)  verzeichneten 
Formeln.  Wenn  nun  aber  die  Formeln  1)  und  2)  für  reelle  und 
imaginäre  x gleichförmig  gelten,  so  müssen  auch  die  aus  ihnen  ab- 
geleiteten Gleichungen  dieselbe  Eigenschaft  besitzen.  Die  Sekanten- 
reihe z.  B.  ist  nichts  Anderes  als  das  Resultat  einer  Division  mit  der 
Cosinusreihe  in  die  Einheit,  welche  Division  für  imaginäre  Zahlen 
auf  dieselbe  Weise,  wie  bei  reellen  Zahlen  geschieht;  es  muss  daher 
auch  die  Formel 

3)  sec  x — = 1 -f-  x2  -)-  - — r~ — 7 x 4 -j-  .... 

• cosx  1 1.2  1 1.2..  4 1 

für  x — vi  gültig  bleiben;  man  erhält  so  auf  sehr  kurzem  Wege 
das  Resultat: 

2 T2  v2  . T4v*  T6v« 

} ev  _(_  e-v  1.2  ' 1 . 2 . 3 . 4 1.2.. .6'*“ 

Dasselbe  bleibt  offenbar  so  lange  richtig,  als  die  Reihe  eine 
bestimmte  Summe  besitzt,  d.  h.  convergirt;  da  nun  die  Reihe  nur  in  den 


Digitized  by  Google 


Cap.  IX.  §.  4G.  Reihen  mit  imaginären  Variabelen.  175 

» 

Vorzeichen  von  der  Reihe  3)  differirt  und  diese  fürj;r^>tf^>  — Ijt 
gilt,  so  kann  die  Richtigkeit  der  Formel  4)  ebenfalls  nur  unter  der 
Bedingung 

5) 

verbürgt  werden. 

Dieselbe  Substitution  x = vi  giebt,  auf  die  Tangentenreihe 
angewendet: 


TT  7t 

> V — 

2 ^ ^ 2 


oV 


„ — V 


6) 


ev  + e 


— v 


Txv  Tzv*  T6v* 

1 1.2.3  1 . 2 . . 5 


7t  . % 

T>«>-T; 


statt  der  linken  Seite  liesse  sich  auch 

e 


2v  j 


2 


e2v  + 1 e2v  -)-  1 

schreiben;  setzt  man  nachher  2v  = u und  dividirt  beiderseits  mit  2, 
so  findet  sich  leicht: 

1 = 1 TlU  i T* u*  Tr°ub 

1 — 2 1.2*  ' 1.2.3. 24  1.2.. 5. 2« 

jt  u — n. 


7) 


+ 


+ ••• 


B) 


Aus  der  Cosekantenreihe  folgt  nach  derselben  Methode : 

2 _ __  üxv  . U3  u3  _ 

v p—v  v 1.2  ' 1 . 2 . 3 . 4 


e”  — e 

7t  V 7t , 

endlich  aus  der  Cotangentenreihe : 


9) 


ev  + e~v  1 ■ Vxv 

Pv  — r—v  ~ V 1.2 


| . • . . 


1.2. 3. 4 

7t  V 7t. 

Die  linke  Seite  lässt  sich  hier  in  folgender  Form  darstellen: 


,2v 


+ i 


,2  v 


= i + 


2 


e~~  — 1 ' e2v  — 1 

und  wenn  man  darin  2 v — u setzt,  so  wird: 

10)  - — — l-l 

eu  — 1 « 2^1.2.22  1.2.3.4.24 

2 7t  u — 2 jt. 

Die  Coeffizienten  J Vi , ^ ^3  etc.  führen  den  Namen  der  Ber- 
noulli’ sehen  Zahlen,  indem  man  bezeichnet: 


Is  w3 


04  “)"*•••• 
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2n  — 1 
2 n 


2 n 


T2n-1  — B 


2n- 


22n  (2 2n_1) 

Die  Formel  10)  nimmt  dann,  x für  u geschrieben,  die  folgende 
Form  an: 

x x , B]  Bsxa  , 

i ~ “ 7 + 1 . 2 1 . 2 . 3 . 4 + 

2 n x — 2 jr. 


12) 


Ganz  ähnliche  Ableitungen  neuer  Formeln  aus  früheren  gestat- 
ten unter  Anderm  die  Resultate  des  §.  34.  III.,  indem  man  die  dort 
vorkommende  willkürliche  Grösse  ft  imaginär  werden  und  zugleich 
an  die  Stellen  von  sin  ft  z und  cos  ft  z ihre  neuen  Bedeutungen  treten 
lässt. 


i 

i 


Digitized  by  Google 


Anhang. 


Die  höheren  Differenzialquotienten  zusammengesetzter 

F unktionen. 

I.  Allgemeine  Formeln. 

Die  Lehren  des  §.  12.  enhalten  insofern  eine  Lücke,  als  nicht 
nachgewiesen  wurde,  auf  welche  Weise  die  höheren  Differenzialquo- 
tienten einer  zusammengesetzten  Funktion  von  der  Form  z — 
wo  y — (p  (.r)  ist,  entwickelt  werden  können,  vorausgesetzt,  dass  die 
Differenzialquotienten  von  f(y ) in  Beziehung  auf  y und  die  von  cp  (x) 
in  Beziehung  auf  x genommen,  bekannt  sind.  Wir  tragen  nun  das 
in  neuerer  Zeit  über  dieses  wichtige  aber  nicht  leichte  Problem  Ge- 
leistete nach,  und  zwar  erst  an  dieser  Stelle,  weil  einerseits  die  ge- 
gebenen Entwickelungen  für  die  gewöhnlichen  Fälle  ausreichen,  an- 
dererseits weil  die  hegenden  Untersuchungen  erst  dann  fruchtbar  wer- 
den, wenn  man  die  Theorie  der  complexen  Beziehungen  damit  ver- 
knüpft. 

Wir  gehen  von  der  Gleichung 

dx  J w dx 

aus,  in  welcher  f‘(y ) den  Differenzialquotienten  bedeutet,  der  da- 
durch entsteht,  dass  man  f(y)  so  differenzirt,  als  wenn  y unabhän- 
gige Variabele  wäre.  Wendet  man  dieselbe  Regel  mehrmals  nach 
einander  an  und  berücksichtigt  dabei  die  Formel  zur  Differenziation 
der  Produkte,  so  gelangt  man  ohne  Mühe  zu  folgenden  Gleichungen 

^-/wS+-./w£S+/-«(4)r 


u.  s.  w. 


Schlömilch,  Analysis. 
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Aus  ihnen  geht  hervor,  dass  man  überhaupt  setzen  darf 

=/<*)  + /" (y)  u + • • . +/(n)0/>  y„ 


wo  Yx , I2  ? • • gewisse , noch  nicht  näher  bekannte  variabele 
Coeffizienten  bezeichnen,  die  von  der  Natur  der  Funktion  / unab- 
hängig sind.  Nehmen  wir  überhaupt 


Plc 


1.2.3. 


wo  nun  Pf.  eben  so  unbekannt  wie  Y ist,  80  stellt  sich  die  obige 
Gleichung  in  die  für  das  Folgende  bequemere  Form 


d ■tm=A/.w+^ 

dxn  1 1.2 


f"(y)  + • • • + 


n 


1.2  . .71 


/(n)  Qi)- 


Da  Yfc  mithin  aucli  P ^ nicht  von  der  Natur  der  Funktion  / ab- 
hängt, so  kann  man  für  f(y ) irgend  eine  speziellere  Funktion  wäh- 
len, wenn  man  auf  eine  Bestimmung  jener  Unbekannten  ausgeht. 
Nehmen  wir  f(y)  = y*M,  so  wird  aus  Nro.  1)  unter  Benutzung  der 
bekannten  Symbole  für  die  Binomialcoeffizienten 


+ ih  p,y—s  + . • • + PnPnr-n 

oder  durch  Division  mit  ; 

1 dn(yi)_^Pi  . IhPj  . . PnPn 

y“  dxn  y y1  yn 


Setzen  wir  voraus,  dass  sich  die  linker  Hand  angedeutete  Differenzia- 
tion ausführen  lasse,  was  in  vielen  Fällen  (wie  z.  B . y = «*)  sehr 
leicht  ist,  so  haben  wir  linker  Hand  eine  beKannte  Grösse,  die  wir 


P P 

mit  A.j  bezeichnen  wollen:  rechter  Hand  können  wir  — — , etc.  als 

**  y y2 

neue  Unbekannte  ansehen  und  dafür  die  Buchstaben  Qx,  Q2  etc. 
brauchen;  für 


3) 


_L  **  fr“)  — A El  _ 

y“  dx11  ^ 


Qk 


ist  demnach 

— ^1  Qi  “f"  ^2  Q2  H“  • • • • ~f-  Pn 


Um  die  mit  Q bezeichneten  n Unbekannten  zu  finden,  setzen  wir 
für  fi  der  Reihe  nach  1 , 2,  3 , ...  n und  haben  so  die  n Glei- 
chungen 
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Ai  = li  Qi 

A2  = 2i  Qi  -f-  22  Q2 

-4.3  = 3i  Qi  -j-  32  Q2  -j-  33  Q3 

==  n!  Ql  “t“  n2  Q2  “f*  n3  0.3  “4“  • • -f-  «n  Qn* 

Aus  diesen  könnte  man  der  Reihe  nach  Qi,  Q2,  ...  entwickeln, 

indem  man  den  Werth  jeder  Unbekannten  in  alle  folgenden  Glei- 

chungen einsetzte;  kürzer  ist  folgendes  Verfahren.  Man  denke  sich 
die  ersten  k Gleichungen  von  den  obigen  n hingeschrieben,  wobei 
k < n ist,  multiplizire  sie  der  Reihe  nach  mit  kx , — k2 1 “f“  h etc. 
und  vereinige  darauf  Alles,  so  wird 

4)  ki  Ai  — k2  A2  — kß  Aß  — . . . — J—  ( — ^ kk  Ak 

——  (li  &i  — 2i  — 3i  kß  — , . . .)  Qi 

— (22  kt}  — d2  kß  — 42  k±  — . . . . ) Q2 

(^3  &3  — 43  ^4  ~f-  53  — . • • •)  Q3 

+ (—  *)*  (Ob — Djfc_ .1^  — r h- 1 h) 

+ ( — 1 )k^'ikjc  kk  Qk. 

Die  allgemeine  Form  der  in  Parenthesen  stehenden  Reihen  ist 

hhkh  — (ä  + X)ä  *A+i  + (a  + 2)ä  h+2  — 

= h0  kk  — (A-(-l)i  kjl_^_1  -f-  (ä-(-2)2  kh_^_2  — 

oder  wenn  man  kh- f-3  • • • durch  kk  ausdrückt  und 

statt  /io,  (h  — (—  1 )i , (A  — (— 1)2  etc.  ihre  Werthe  setzt 

k — h , (k — ft)  (k  — A — 1) 

1 + 1.2 

(k  — h)  (k  — h — 1)  (fc  — h — 2)  . 

1.2.3 

Für  k h ist  dies  so  viel  wie 

h (i  - 1)*-*  = 0. 

In  der  Gleichung  4)  verschwinden  demnach  alle  Reihen,  für 
welche  h k ist,  d.  h.  die  Coeffizienten  von  Ql9  Q2,  ...  Q^_i  und 

demnach  bleibt  rechter  Hand  nur  ( — 1)^4”  IQfc  übrig;  man  findet 
hieraus  sogleich 

Qk  = (—  i)*+1  lh  Ä!  - kt  A*  + h — . . .] 

oder  vermöge  der  Werthe  von  Q und  A aus  Nro.  3): 


180 


Anhang. 


5)  Pk  = (-  l)fc+l  [h  y*“1  - k,yk-2  £Q£> 

L d.rn  dxn 

+ fcsyfc-3^V)_...l 

<2.rn  J 

« 

Kann  man  also  überhaupt  den  Differenzialquotienten 

<*"  (/') 

dxn 

für  ein  ganzes  positives  ft  entwickeln,  so  ist  jetzt  P \ vollständig  be- 
stimmt und  nach  Formel  1)  lässt  sich  nunmehr  auch  der  rcte  Diffe- 
renzialquotient von  f(y)  ableiten.  Spezielle  Anwendungen  hiervon 
geben  die  nächsten  Abschnitte. 


II.  Entwickelung  von 


c*V(**) 

dxn 


Nehmen  wir  in  dem  allgemeinen  durch  die  Gleichungen  1)  und 


6)  ausgedrückten  Theoreme  y = so  ist 


=rft X (ftA — 1)  (fl. A — 2)...  (ftA — n- f-  l)a? 


uX — n 


(yu)  _ d»  Q<a) 
dx11  dxn 

= 1.2.3...».  .ruX~n 
und  folglich  wird 

Pfc=  ( _ l)*+ 1 1 . 2 . . n & Xn  — h (2  X)„  + h (3  V)n  JcX~n. 

Bezeichnen  wir  den  von  x unabhängigen  Theil  dieses  Ausdruckes 
mit  Efc,  setzen  also 

6)  Pjt  = (-l)fc+11.2...n[fc1Xn-fc2(2A)n+/fc3(3A)n-....], 

so  haben  wir  die  sehr  elegante  Formel: 

7)  

Auf  die  speziellen  Fälle  f(y)  = (a-j-y).M  und  /(y)  = l(a-\-y) 
angewendet,  liefert  sie  z.  B.  die  Differenziailbrmeln 

g)  ' d"(a+.rl).“_- 


dxn 


(^)  + Mi  (^~)  +...+ftn£n(-^-i)  } 
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dxn 

(^7)+7^  tp)  +•••+  7*G^y)  } 

So  lange  der  völlig  willkürliche  Exponent  A nicht  besondere 
Werthe  erhält,  besteht  der  für  Ej.  gegebene  Ausdruck  immer  aus  k 
Gliedern  und  lässt  sich  nicht  kürzer  zusammenziehen.  Es  giebt  je- 
doch drei  Spezialwerthe  von  A,  bei  welchen  eine  Reduktion  jenes 
Ausdruckes  durch  Summirung  der  Reihe  k\  — k?  (2  A)n  -)-  etc. 
eintreten  kann.  Das  hierzu  nöthige  Verfahren  beruht  indessen  auf 
fern  liegenden  Eigenschaften  der  Binominalcoeffizienten  und  ist  über- 
dies so  umständlich,  dass  wir  uns  mit  einer  Angabe  der  gefundenen 
Resultate  und  mit  einem  Fingerzeige  zur  Prüfung  ihrer  Richtigkeit 
begnügen  müssen. 

A.  Für  A = — 1 lässt  sich  der  in  6)  verzeichnete  Coeffizient 
auf  folgenden  Ausdruck  bringen: 

1 2 ^ Ek  = (—1)"  (»— 1)  (»—*)•••  (fc+  l)k.nn_k 

und  die  Formel  7)  nimmt  jetzt  bei  umgekehrter  Anordnung  ihrer 
Glieder  die  folgende  Gestalt  an: 

*7(7) 

10)  (—  l)n  v ' 


dxn 


(n  — 1)  (n  — 2)  ...  3 . 2 . 1 n. 


...  -)- 


n — 1 


*n+1 


/' 


Sieht  man  dieselbe  als  ein  vorgelegtes  Theorem  an,  so  kann 
man  sich  leicht  dadurch  von  ihrer  Richtigkeit  überzeugen,  dass  man 
beiderseits  noch  einmal  differenzirt;  man  erhält  dann  nach  Vereini- 
gung aller  gleichartigen  Glieder  ein  Resultat,  welches  sich  von  dem 
obigen  dadurch  unterscheidet,  das3  w-j-1  an  der  Stelle  von  n steht. 

B.  Für  A = 2 lässt  sich  die  Formel  7)  bei  umgekehrter  An- 
ordnung folgenderma3sen  darstellen : 


11) 


<*”/(*») 

dxn 


=(2  *)n/"V) 


n(n  — 1),.}  ,ti— 2 


(2  x)n~~2 


+ n(»-l)(»»-2)(»-3)(2j)n— 4 f(n  2)(j?o) 


1 . 2 


4-  n(n~  ! > V ' ,fn — — (2  *)n_C - 3)(x->)  + . . . 

X • ii  • O 
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und  eine  ganz  ähnliche  Probe  wie  vorhin  zeigt  auch  hier  die  Rich- 
tigkeit des  Resultates. 

Nimmt  man  beispiel weise  n—m — 1 und  f(y ) = (1 — y')m  |, 
so  ergiebt  sich  eine  sehr  bermerkenswerthe  Formel,  nämlich: 

dP~ 1 CI  — *2)m' 


1 

2 


dxm~l 

(-  l)m_1  1.3.5..(2m — l)f  _ 


m 


xm  1 \J  1 — x2  — m3  xm  3 \J  1 — x‘* 


-f -mbxm  5\/ 1 — x2& — ....J- 

Für  x = cosu  verwandelt  sich  die  eingeklammerte  Reihe  in 
die  unter  Nro.  9)  §.  41.  summirte  Reihe;  es  lässt  sich  daher  statt 
der  vorigen  Reihe  die  Summe  sin m u =r=  sin  (m  Arccos  x)  substituiren 
und  dies  giebt 

1 1.3.5.  ..(2m— 1) 


12) 


d!n-\\—x^)m~\ 


sin  (m  Arccos  x). 


13)  2 


dxm  1 >•„ 

C.  Für  X — \ geht  die  Gleichung  7)  in  die  folgende  über: 

n^fCs/x ') /W(\/ J)  _ n(n—  1)  /(n~1)( \Jx) 

dxn ■ ~~  (\/x)n 


+ 


2 

(n-f-l)n(n — 1 )(n — 2) f^n  ^(\J  x) 
2Ti  (\J~x)n  + 2 

0>  + 2) (»  — 3)/"-3)(v/T) 


2.4.6  (V*)n+8 

die  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  Nro.  10)  und  Nro.  11)  prüfen  lässt. 
Für  f(y)  = (1  -f-  ay)2n  1 findet  man  z.  B. 

cCri{\-]-a\Jx)2n~l  " 1 


14) 


1.3.5..  (2  n — 1) 


J x \ x < 


)n'\ 


dxn  2n  V 

Die  hier  mitgetheilten  Sätze  sind  von  der  mannichfaltigsten 
Anwendung,  theils  beim  Gebrauche  der  Theoreme  von.  Taylor  und 
Mac  Laurin,  theils  in  der  Integralrechnung ; sie  sind  zugleich 
die  Mittel,  um  zahlreiche  algebraische  Sätze  zu  entdecken.  Sobald 
es  nämlich  glückt,  eine  und  dieselbe  Funktion  auf  zwei  verschiedene 

Weisen  zu  differenziren  z.  B.  - — - — - nach  Formel  3)  in  §.  12.  und 

L 1 — x 2 

nach  Formel  11)  für  f(y ) = — — — 1,  so  giebt  die  Gleichstellung 

1 —y] 

der  auf  verschiedenen  Wegen  gefundenen  Differenzialquotienten  au- 
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genblicklich  ein  algebraisches  Theorem,  welches  meistentheils  mit 
dem  binomischen  Satze  einige  Aehnlichkeit  besitzt. 


IH.  Entwickelung  von  -r- 


dx11 


Die  in  Nro.  I.  verzeichneten  Formeln  gehen  für  y = e*  in  die 
folgenden  über: 

am- = a rif>  + A /”«+•.+  M 

j°ifc  ==  (—  1)*+!  [fc,  1»  — kt  2n  + ^ 3n  — ]. 

Bezeichnen  wir  den  von  x unabhängigen  Theil  des  Coeffizien- 
ten  P],  mit  Ä’j.,  so  dürfen  wir  die  vorstehenden  Formeln  durch  die 

folgenden  ersetzen : 


15) 


= -f  * «v  («*) + j4ä  ^ «2x/"  <•*>  + •• 


_1 1 KnenxJ<nH^) 

1.2  . . n 

16)  -Kfc  = (—  l)fc+1  [1”«:!  — 2"*i  + 3”^  — 

Auf  den  Spezialfall  f(y)  — ( a-\-yyu  angewendet,  giebt  die 
Gleichung  16): 

17)  (*  + **>“ 


dx11 


■ + 


und  noch  spezieller  für  ft  = — 1 : 

“-fab) 


• • • - K.  (~p)  ] 


»+■ 

c?a?n 


... + (^)’J 


18) 
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Etwas  symmetrischer  wird  diese  Formel,  wenn  man  rechter  Hand 

_JL_  = J.  ) 

a + e*  « V a + e*/ 

setzt  und  die  angedeutete  Multiplikation  ausfuhrt;  man  findet  so: 


dn 


19) 


a 


fch) 


fcp?)  - 72  (tt?)  + • • • + C-  U"  ^+1  (^) 

und  darin  ist  überhaupt  Jj.  = Kj.  -|-  Aj. j oder,  nach  Einsetzung 

der  Werthe  von  K ^ und  j,  sowie  nach  hinreichender  Reduktion 

20)  Jk  = [ln(ifc — 1)0  — 2n(k—  l)i  + 3"(fc—  l)a  — 

Für  a = 1 und  wenn  man  nach  geschehener  Differenziation 


x =.  0 setzt,  ergiebt  sich  aus  Nro.  19), 


/n)(0)  = _ -i-yi+J-72 


l + e* 


mit  /(.r)  bezeichnet, 


, (- i)»-h  T , . 

• • • i , „ i i n~H' 


2 1 22  1 2n+x 
Denken  wir  uns  w als  ungerade  Zahl,  so  folgt  andererseits  aus 
Nro.  7)  in  §.  46 : 

mithin  durch  Vergleichung  der  für  (0)  gefundenen  Werthe: 

21)  Tn  = (_i)l(n+l)[7n+1-2yn  + 2V^1~2V2  +•••]• 

Hierin  liegt  eine  direkte  Bestimmung  der  Tangentencoeffizien- 
ten,  insofern  man  Tn  findet,  ohne  die  Vorgänger  dieses  Coeffizienten 

berechnet  zu  haben.  Für  den  praktischen  Gebrauch  ist  es  indessen 
bequemer,  die  Formel  6)  des  §.33  zu  benutzen  und  aus  ihr  succes- 
sive  die  Tangentencoeffizienten  so  wie  die  damit  verwandten  Zahlen 
abzuleiten. 

Um  noch  eine  elegante  Anwendung  der  mehrfachen  Differen- 
ziationen zu  zeigen,  gehen  wir  von  der  Gleichung 

* esx  — 1 


£s— l)x  — 


1 +*■+*?“ + **■  + •••  + - - 

aus,  bezeichnen  den  ersten  Faktor  rechter  Hand  mit  <p(x),  den 
zweiten  mit  ^(.z),  differenziren  mmal  nach  der  Regel  für  die  Diffe- 
renziation der  Produkte,  und  setzen  zuletzt  x = 0 ; es  ergiebt  sich  so : 
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Sm  -L-  . . . + (s  — l)m 


185 


\m  -U  2m 

= qp (0)^W (0)  — f—  twj  <p'(0)t^w_1)(0)-f-W2  q)u  (Q)  2)(0)-j~... 

Mittelst  der  Formel  12)  in  §.  46  findet  man  augenblicklich: 

<JP( 0)  = 1,  qp'(O)  = — 1,  <3Pm(0)  — <pv(0)  . . . = 0 
<p(2*)  (0)  — ( — 1)H“!  ^2k—V 
Ferner  hat  man  vermöge  der  Exponenzialreihe : 


, , . s , s2  . sö 

tl>  (#)  = — -\ x -1 x2  -4- 

w 1 '1*2  ' 1*2*3 


mithin 


i pW  (0)  = 


«"+1 


n - f-  1 


Setzt  man  diese  Werthe  ein  und  fügt  beiderseits  sm  hinzu,  so 
ergiebt  sich  die  Formel 


22) 


bwi4-1 


lw  + 2m  + 3m  + + sm 


— ^ | ' i “h  \ sTn  “f"  l mi  1 — \m2B2s 


jn — 3 


| • • • • 


Die  Werthe  der  Bernoulli, sehen  Zahlen,  aus  den  Tangenten- 
coeffizienten  abgeleitet,  sind  Bx  ==  g,  B8=^,  Bb  = B7—^  etc. 

Durch  die  allgemeine  Formel  zur  Differenziation  von  /(**)  er- 
ledigt sich  zugleich  die  Differenziation  zusammengesetzter  trigono- 
metrischer Funktionen ; drückt  man  nämlich  die  vorkommenden 
Sinus,  Cosinus  etc.  durch  Exponenzialgrössen  aus,  so  bleibt  am 

Ende  immer  nur  eine  Funktion  von  ext  übrig,  die  sich  nach  den 
obigen  Formeln  behandeln  lässt. 


IV.  Entwickelung  von 


dPf(lx) 

dxn 


Die  Methode,  deren  wir  uns  in  Nro.  I.  zur  Entwickelung  der 
höheren  Differenzialquotienten  von  f(y ) bedient  haben,  passt  nicht 

auf  den  Fall  y = Ix , weil  der  rate  Differenzialquotient  von  yt*=(l&yi 
nicht  unmittelbar  bekannt  ist.  Wir  schlagen  daher  einen  anderen 
Weg  ein.  Differenzirt  man  f(lx)  mehrmals  hinter  einander,  so  wird 
man  bald  zu  folgendem  Bildungsgesetze  geführt: 

23)  _L  (y(fl)  (/*)  _ Ci  /(«-!)  ( Ix ) 4-  (ix)—.. 

dx11  xn 

...  + (—  l)"_1Cn-l/'CZir)]' 

12* 


/ 
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worin  <+(+...  Cn j gewisse  Zahlencoeffizienten  bedeuten,  um 

deren  Bestimmung  es  sich  nur  noch  handelt.  Man  gelangt  hierzu 

am  einfachsten  durch  die  spezielle  Supposition  f(y)  = e PV , bei 
welcher  es  sehr  leicht  ist,  sowohl  rechter  Hand  die  Differenzial- 
quotienten f‘  (rj) , /"  (y)  etc. , als  auch  links  unmittelbar  den  Diffe- 
renzialquotienten von  /(/  r)  — x *w  zu  entwickeln.  Nach  gehöriger 
Hebung  findet  man: 

24)  (ft+ 1)  (ft+2)  . . . 

= ft"  + Qi*"“1  + Qf*"~2  + • • • + Cn-lf* 

und  es  ergeben  sich  jetzt  die  Coeffizienten  C durch  wirkliche  Aus- 
führung der  angedeuteten  Multiplikation,  nämlich 

(\  = 1 + 2+  3 + . . . + »— 1 

e2  = 1.2  + 1. 3 + 1. 4 + ...+  l.(n  — 1) 

— 2.3  — j—  2.4  — }— . . . -j—  2 . (n  — 1 ) 

- 1—  3.4  — |— ...  — {—  3 . (w  — 1 ) 


r 


+(n  — 2)(n  — 1) 

u.  8.  w. ; 

überhaupt  ist  (\  die  Summe  der  Zahlen  1,  2,  ...  (n  — 1),  C2  die 
Summe  der  in  ihnen  liegenden  Combinationen  zu  je  zweien  (ohne 
Wiederholungen),  jede  solche  Ambe  als  Produkt  angesehen,  C3  ist 
in  gleicher  Weise  die  Summe  der  Ternen  u.  s.  f.  Nennt  man,  wie 
es  in  neuerer  Zeit  üblich  geworden  ist,  den  Ausdruck  ft(ft  + 1) 
(ft+  2) . . . (ft  + n — 1)  eine  Fakultät  des  wten  Grades  [in  Zeichen 

(ft,  +l)n],  so  sind  C\,  C2,  . . . die  Fakultätencoeffizienten  des 

Exponenten  n;  zur  besseren  Hervorhebung  des  Grades,  zu  welchem 

die  Coeffizienten  gehören , schreibt  man  gewöhnlich : 

np  np  np  np 

'-'2  , • • • ^ n — 1’ 


wobei  der  erste  Coeffizient  jederzeit  den  Werth  1 besitzt. 

Aus  der  Formel  23)  ergiebt  sich  z.  B.  für  f(y)  = yu  und  bei 
umgekehrter  Anordnung  der  Glieder: 


cP1  (lx)>u 
dxn 

- n°n- 


( i \n— 1 

■ ["g„_  nt«*/-1 

xn 

2 f*  (l1 — * ) 2 + •••]• 


Bei  ganzem  positiven  ft  muss  man  hier  unterscheiden , ob  n < f* 
oder  ob  n > ft  ist;  im  ersten  Falle  kommen  in  der  Formel  25) 
innerhalb  der  Parenthese  rechter  Hand  n Glieder  vor,  beim  zweiten 
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Falle  dagegen  werden  die  Glieder  = 0,  in  denen  die  Anzahl  der 
gemachten  Differenziationen  grösser  als  p ist;  die  Formel  lautet  dann 

^{lxyu  (-l)n_1 


dxn 


x 


n 


— rOxy-* 1  - no„_.Jfi(ft-i)(ixyt-^ 

+ • • • + C-1/+1  ft(p—  1)...2.1]. 

Hieraus  folgt  z.  B.,  wenn  (lx}u  kurz  mit  f(x)  bezeichnet  wird: 

26)  /")  (1)  = (—  1 )"+■“  nCn_u  1 . 2 . 3 . . . f i. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  ist  folgende.  Erhebt  man  beide 
Seiten  der  Gleichung  • 

J(l-j-A)  = \ A — + |A*'—  . . . 

1 > h > — 1 

auf  die  pte  Potenz,  so  erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form 

[/(l +*)]•“  = Aq  A“  4-  A,  hu+l  + 4j/t.u+2  + . . . 

1 > A > - 1 

und  vermöge  des  Taylor’ sehen  Satzes  müssen  hier  die  Gleichungen 
stattfinden : 


, /u>(i)  , _ /u+1Vd 

A)  — ~ TT'  — 


u.  s.  w. 


1.2. .fl'  x 1 . 2 . . (fl 1)’ 
worin  /(#)  = (Zar)M  ist.  Mittelst  der  Formel  26)  erhält  man  jetzt:’ 

27)  [/(1^A)]u=2/C„A“  — 2'+IC1^t1+f'+2Ci  ^ 


H-1  OH^öH“3*) 

i > h > — i. 

Ein  zweites  Beispiel  für  die  Formel  23)  bietet  die  Funktion 

dar,  indem  man  f(y)  = - — -t — setzt;  in  ähnlicher  Weise 


1 -f-  Ix  ’ 1 -)-  y 

wie  vorhin  führt  die  gewonnene  Differenzialformel  sogleich  weiter, 
indem  sie  unter  Anwendung  des  Theoremes  von  Taylor  die  Coef- 
fizienten  der  Reihe 


Aq  ~j~  A}  A — |—  A-2  A ^ — |—  .... 


1 -f-  / (1  -)- A) 

% 

bestimmt.  Die  vorstehende  Gleichung  gilt  übrigens  aus  nahe  lie- 
genden Gründen  nur  von  solchen  A,  welche  zwischen  den  Grenzen 

' — — 1 und  4-  1 enthalten  sind, 
s 1 
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C a p.  X. 

Fundamentalsätze  der  Integralrechnung, 


§.  47. 


Bestimmte  und  unbestimmte  Integrale. 


Die  Betrachtung  einer  Funktion  F(x)  und  ihres  Differenzial- 
quotienten F‘  (#)  veranlasst  zwei  verschiedene  Aufgaben , nämlich 
entweder  F‘  (x)  aus  F(x)  abzuleiten,  oder  umgekehrt  F(x)  zu  finden, 
wenn  F‘  {pc)  gegeben  ist.  Mit  der  ersten  Aufgabe  beschäftigt  sich 
die  Differenzialrechnung , die  zweite  gehört  der  Integralrechnung. 
Bezeichnen  wir  die  gegebene  Funktion  mit  fix),  so  würde  es  darauf 
ankommen,  die  unbekannte  Funktion  F(x)  zu  ermitteln,  von  welcher 
f(x)  der  Differenzialquotient  ist. 

Eine  direkte  Lösung  dieses  Problemes  lässt  sich  aus  dem  Be- 
griffe des  Differenzialquotienten  unmittelbar  herleiten,  indem  man 
die  Gleichung 


1) 


F O -f-  ö)  — F(x ) 
6 


— /<*)  + Q 


benutzt,  in  welcher  Q eine  mit  Ö gleichzeitig  verschwindende  Grösse 
bezeichnet.  Giebt  man  der  Gleichung  die  Form 

F (x+ö)  — F(x)  = fix)  8 + qö, 

setzt  darin  der  Reihe  nach 

x = a,  a -j-  , a -j-  di  -f-  ö2^  • . . a -f-  äi  -f-  . . 


S öi  , Öq  , ^3  , ...  öft 

und  bezeichnet  die  verschiedene^  tVerthe  von  q , welche  jenen  Sub- 
stitutionen entsprechen , mit  p! , 80  finden  folgende 

Gleichungen  statt : 
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F («+«,)  — F («)  = / («)  8,  + p, Äi 
-f-ö2)  — F (a-(-di)  = / (a-f-dj)  d2  -f-  Q2  d2 
F (a-f~  + ä2  + ^s)  — FCa-f-^i  -j~ö2)  = / (a-(-  dj  -|-  d2)  Ö3  -f-  p3  d3 

^(a+^l+^+^n)  — l)=/(®+^l+-+^n— l^n+PrAi 

Die  Addition  aller  dieser  Beziehungen  giebt  linker  Hand  das 
einfache  Resultat  -f-$n)  — ^(a),  jedoch  nur 

unter  der  Voraussetzung,  dass  F(x)  innerhalb  des  Intervalle3  x = a 
bis  x = a -\-  öi  -}-...  -f-  ön  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit 
erleidet.  Denn  wenn  sich  F (a  -f-  Öx)  gegen  — F (a  $x),  ebenso 
F (a  -f-  -(-  d2)  gegen  — F (a  -f-  dj  -j-  d2)  etc.  heben  oder  über- 

haupt F (x)  — F ( x ) der  Null  gleich  sein  soll,  so  darf  der  Minuen- 
dus  keinen  anderen  Werth  als  der  Subtrahendus  besitzen,  es  muss 
also  F (x  — 0)  = F (x  -f-  0)  sein,  wenigstens  für  alle  hier  vor- 
kommenden speziellen  Werthe  von  #,  und  hierin  liegt  unmittelbar 
die  oben  ausgesprochene  Bedingung  der  Continuität  von  F (jr).  Da- 
mit diese  sicher  stattfinde,  müssen  wir  nach  §.  29  (Seite  121)  vor- 
aussetzen , dass  F1  (x)  = /(.r)  stetig  bleibe  von  x = a bis  x — a 
-(-dx  .-j-dn,  und  haben  jetzt  durch  die  erwähnte  Addition 

F (u  -f-  -f"  ^2  “f“  •••“)”  ^n)  — F (a) 

= /(a)  di  d2  -f- /(a-|-^i -(-^2)  ^3  ~f~  • • • 

• • • + / Ca  “b  ^1  H“  ^2  + • • * + öfi—0 
+ Qi  äi  -(-  p2  $2  H“  93  $3  + • • • + Qn  ^n* 

Wählen  wir  die  beliebigen  Grössen  di , d2,  ...  dn  so,  das9 
ihre  Summe  b - — a beträgt , so  ist  auch 

2)  F(b)  — F(a)  — [^x  -j-  q2  ö2  -f-  . • • Qn 

= /(a)  ^1  ”h  f(a~ I"  ^1)  ^2  ~f“  /Ca~f“  ^1  “I”  ^2)  ^3  “h 

. . . -f“ /(a-t-^x  ~f-d2  + . . . + dn — 1)  dn, 
wenn  nämlich  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x = a bis  x = b keine 
Unterbrechung  der  Continuität  erleidet.  Den  Betrag  der  Produk- 
tensumme  dj  -|-  Q2  d2  -(-  . . . -j-  Qn  dn  können  wir  leicht  in  zwei 
Grenzen  einschliessen ; ist  nämlich  Q1  die  grösste  und  q 11  die  kleinste 
unter  den  Grössen  px , (»2,  . . . (>n,  wobei  es  nur  auf  die  absoluten 
Werthe  ankommt,  so  hat  man  offenbar,  wenn  einmal  q1  und  das  an- 
dere Mal  Qn  an  die  Stelle  aller  Q gesetzt  wird 

Ql  Ol  + ?2  Oj  H + Qn°n  | > Qll  (äi 

und  weil  $i  “b  $2  • • “b  dn  — b — a war 

3)  Q*  ( b — a)  -fr  £2  ^2  ~jr  • • Qn  ^ n ^ Q"  — a)* 


+ • • + 

-f  • • + ^«) 


h 
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/ 

Lassen  wir  jetzt  a und  b unverändert,  verkleinern  dagegen  die 
beliebigen  Grössen  dx,  d2,  . . . dn,* *  wodurch  sich  ihre  Anzahl  fort- 
während vermehrt , so  werden  auch  pi , p2 , . . . Qn  immer  kleiner, 
und  was  von  jedem  Q gilt,  muss  gleichförmig  von  Q 1 und  Q11  'gel- 
ten; wenn  demnach  sämmtliche  d die  Null  zur  Grenze  erhalten,  so 
verschwinden  q\  q ",  ebenso  die  Ausdrücke  Q1  (b  — d)  und  Qn(b  — d) 
und  es  ist  folglich 

Lim  [p!  Q?  d2  • f-  . . . -f-  Qn  dn]  — 0. 

Indem  wir  dieses  Resultat  benutzen,  ergiebt  sich  aus  der  Glei- 
chung 2): 

4)  F (fi)  — F (a) 

— Lim  dx  -4-  d2  -f-  f(a-\-di  -j-  d2)  ^ f • • 

. . + /(ö  + ^i  + d2  +••“}“ ^n— l) 
und  damit  ist  die  erwähnte  Aufgabe  gelöst,  weil  es  am  Ende  freisteht, 
x für  b zu  schreiben,  und  da  im  Uebrigen  die  Operationen,  mittelst 
deren  F(i r)  aus  /(.r)  abgeleitet  werden  kann,  klar  vorliegen.  Nimmt 
man  um  grösserer  Einfachheit  willen  die  beliebigen  dx , d2 , . . . dn 
gleich^  also  nd  ~ b — <x,  so  wird 

5)  - . F(b)  - F (a) 

= Lim  { [/(a)  +/(«+  d) -f-  fda 2 d) -f- . .. -f -f(a -f- n — 1 d)]  d } 

$ d — a 

o = • 

. n • 

Hier  bezieht  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachs- 
thum der  Zahl  n , in  Eolge  dessen  d die  Null  zur  Grenze  hat ; / (.r) 
muss  continuirlich  bleiben  von  x = a bis  x = b *). 


• • 

*)  Ein  Beispiel  zu  der  obigen  Formel  wäre  folgendes  Es  sei  einfach 
f(x)  — x,  mithin  F(.r)  die  unbekannte  Funktion,  deren  Differenzialquotient 
x wäre,  so  wird 

F (6)  - F da)  

— Lim  ^ [o  — (<z  — j—  d)  — («  2 cl)  -f-  . . . ~ n — 1 d)]  d | 

= Lim  jnad-}-(l-f-2-|-3-|--...-f-n  — l)d2  j 

= Lim  { ö«4  -f*  — — d*  j 

mt 

und  wenn  man  für  d seinen  Werth  einsetzt: 

n 

F (h)  — F (o)  — Lim  { a (h  — d)  + \ db  — «)  (d  —a } 

= a (b  - o)  - f j db  — a Y 
= \ b*  — l o2. 

Schlömilcli,  Annlysia.  13 

/' 
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Eine  eompendiösere  Gestalt  erlangt  diese  Gleichung,  wenn  man 
beachtet,  dass  die  rechte  Seite  eine  Summe  darstellt,  deren  einzelne 
Glieder  von  der  Form  /(#)  d sind,  dass  man  also  schreiben  könnte 

F (Jj)  — F (a)  = Lim  £ f(x ) d, 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Addition  aller  dor  Glieder 

* 

bezieht,  welche  für 

X öf,  OL  “I-  d,  et  — 2 d,  . . . (I  — |—  H — 1 $ 

aus  f(x ) d hervorgehen ; noch  kürzer  ist  die  Bezeichnung 

b 

F(b)  — F (a)  — Lim  £ f(x)  d, 

a 

wobei  nur  zu  merken  wäre,  dass  a der  erste  W erth  von  #,  dass  jeder 
folgende  Werth  um  d grösser  und' dass  endlich  b — d der  letzte 
Werth  von  x sein  soll.  Insofern  hier  d die  Differenz  zwischen  zwei 
Nachbarwerthen  des  x ausmacht,  eignet  sich  das  Zeichen  z/.r  bes- 
ser als  d,  also 

b 

F (b)  — F (a)  f=  Lim  £ f (#)  /I  x . 

a . 

Hier  kann  noch  die  beständige  Wiederholung  der  Sylbe  .Lim 
erspart  werden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  bei  unendlich  wach- 

i 

senden  n der  Ausdruck  — = d = 4 x die  Null  zur  Grenze  hat 


n 


(Seite  10),  und  dass  diese  unendliche  Abnahme  desz/.a?  kürzer  durch 
das  Zeichen  des  Differenziales  (di r)  ausgedrückt  wird;  so  bleibt  also 

b 

F (b)  — F (a)  = £ f(x)  dx , 

a 

wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt  des 
griechischen  Buchstaben  einen  lateinischen  zu  gebrauchen ; die  Be- 
zeichnung ist.  nun 


6) 


F (4)  — F O)  = J f(x)d.x. 

a 


Daraus  folgt,  indem  man  x für  b schreibt: 

F (*)  = \ x*  + F (o)  - a\ 

oder,  wenn  der  von  x unabhängige  Theil  F (a)  — fi~  mit  C bezeichnet 
wird  : 

F Cr)  = | .r4  + C, 

wo  nun  C eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  In  der  Timt  wird  F'(x)  = ^ 
wie  verlangt  wurde. 
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Den  Ausdruck  rechter  Hand  nennt  man  das  zwischen  den 
Grenzen  x = a und  x=b  genommene  Integral  von 
f (x)  dx  oder  auch  das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx , ge- 
nommen von  x = a bis  x ■=  b. 

Es  ist  nichts  weniger  als  überflüssig,  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieses  Ausdruckes  kennen  zu  lernen,  wenn  wir  auch  jetzt  nicht 

28.  tiefer  darauf  eingehen.  InFig.  *28 

sei  in  rechtwinkligen  Coordinaten 
OM  = x die  Abscisse,  MP=  f(x) 
die,  Ordinate  und  die  von  einer 
beliebigen  aber  festen  Ordinate 
Q R an  gerechnete  Fläche  QRPM 
= F(x),  dann  bedeutet  F(b)  — 
F(a)  eine  Fläche,  welche  die 
Strecke  b — a der  Abscissenachse 
zur  Basis  hat;  für  0 A =:  a und  OB  = b ist  demnach 

F(b)  — F(a)  = Fläche  ABDC. 

Man  wird  sich  ferner  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  1 
leicht  überzeugen,  dass  der  Diflerenzialquotient  von  F (x)  gleich  der 
Endordinate  der  Fläche  F(x ) ist  oder  in  Zeichen 

d F (#) 


7) 


dx 


= / 0)> 


Pass  also  hier  zwischen  F(x)  und  /(.r)  dieselbe  Beziehung  stattfmdet 
welche  wir  vorhin  voraussetzten.  Um  nun  umgekehrt  F{x)  oder 
F(b ) — F (a)  durch  /(.r)  auszudrücken,  genügt  die  geometrische 
Bemerkung,  dass  man  einen  Näherungswerth  für  die  Fläche  ABDC 
erhält,  wenn  man  sich  dieselbe  als  eine  Summe  schmaler  rechteckför- 
miger Streifen  vorstellt;  für  MM'  = d x , wäre  die  Fläche  eines 
solchen  Streifens  = f(x)dx,  mithin  näherungsweise 

h 

F (JO  — F(d)  = £ /O)  dx 

n . 

und  genau 

**  j h 

F (b)  — F(a)  = Lim  H f(x)dx  = j f(x)d  x. 

a . 0 

a 

was  mit  dem  Früheren  übereinstimmt. 

Das  hiermit  angegebene  Verfahren  zur  Ableitung  von  F(Jb ) — F(a) 
aus  f(x)  hat  nun  zwar  den  Vortheil,  ganz  direkt  zu  sein  und  die 
auszuführenden  Operationen  (Summirung  einer  Reihe  und  nachheri- 
gen  Grenzenübergang)  deutlich  übersehen  zu  lassen , aber  es  leidet 

13* 
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an  der  Schwierigkeit,  dass  die  genannten  Operationen  nur  selten 
ausführbar  sind,  wie  man  bei  einigen  Versuchen  bald  finden  wird. 
Man  ist  daher  genöthigt,  einen  indirekten  Weg  einzuschlagen,  wel- 
cher darin  besteht,  dass  man  von  einer  Funktion  j Fix)  den  Differen- 
zialquotienten fix)  oder  das  Differenzial  fix)  dx  entwickelt  und  durch 
ein  neues  Zeichen  den  Rückgang  von  / (x)  dx  zu  F (x)  ausdrückt. 
Demgemäss  versteht  man  unter  dem  Symbole 

/'<*> 


8) 


dx 


jede  Funktion,  deren  Differenzial  = f(x)dx  ist  und  nennt  den  in 
8)  verzeichneten  Ausdruck  das  unbestimmte  Integral  von 
fix)  dx,  Weiss  man  also  im  Voraus,  dass  dF(x ) = f(x)dx  is^  *o 
kann  man  umgekehrt 


/ 


/ (x)  dx  = F ( x ) 


9) 

oder  auch 

10)  / /(*)  dx  — F (x)  -j-  Const. 

setzen,  denn  in  beiden  Fällen  genügt  die  rechte  Seite  der  ausge 
sprochenen  Bedingung;  es  ist  daher  jederzeit  erlaubt,  einem  unbe- 
stimmten Integrale  eine  willkürliche  Constante  anzuhängen.  — Durch 
beiderseitige  Differenziation  der  Gleichung  9)  oder  10)  ergiebt  sich 

d f (.r)  d x = d F (x)  = f ix)  d x, 

woraus  zu  ersehen  ist , dass  die  beiden  Zeichen  d und  f sich  gegen- 
seitig aufheben. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  nunmehr  auch  das 
bestimmte  Integral  wiederum  herleiten ; denn  setzt  man  nach  ge- 
schehener unbestimmter  Integration  einmal  x — Z>,  dann  x = a,  so 


folgt  durch  Subtraktion 


(*  = &) 


f /O)  dx  — j ° f{x)  dx  — F(b)  — F(a)  = j* 
J \x  = a)  a 


f (x)  dx. 


Das  bestimmte  Integral  kann  demnach  als  die  Differenz  zweier 
Spezialwerthe  des  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden,  wobei 
jedoch  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  fix)  innerhalb  der  Grenzen  £ = 
und  x = b keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden  darf.  Fin- 
det eine  solche  statt,  so  verlangt  der  eben. ausgesprochene  Satz  eine 
Modifikation,  die  wir  später  erörtern  worden. 
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§•  48. 

\ 

Die  Fundamentalfor mein.  . 

Der  Definition  des  unbestimmten  Integrales  zufolge  giebt  jede 
Differenzialformel  Gelegenheit  zur  Aufstellung  einer  Integralformel, 
indem  es*  hierzu  nur  einer  veränderten  Darstellung  der  ersteren  be- 
darf. Aus  der  Differenzialformel 


d 


(S"t)  = * dx' 


welche  für  alle  /j,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles  fl  = — 1, 
Gültigkeit  besitzt,  erhält  man  so 

xt*  dx  = — - 1-  ^ Const .,  I1  ^ — 1. 


Geht  man  von  der  allgemeinen  Formel 


d = <•+'•* dx 


aus,  so  findet  sieh  auf  gleiche  Weise 

2) 

Die  Differenzialformel 


J(a-\-bxf  dx  — + Const.,  ft  ^ — 1. 


dl  x = — d x 
x 

giebt,  in  derselben  Weise  umgekehrt, 

3)  J*  ■ = l x — (-  Const . ; 
allgemeiner  folgt  aus  Formel  3)  in  §.  7 : 

4)  f -±L—=±l{a  + bx)  + Const., 

womit  für  den  Ausnahmefall  /lc  = — 1 in  den  Formeln  1)  und  2) 
die  Entwickelung  des  Integrales  gegeben  ist.  Mittelst  desselben 
Verfahrens  leitet  inan  aus  der  Differenzialformel  4)  des  §.  7 die  fol- 
gende Integralformel  ab : 

dx  1 


5) 


/< 


-f-  Const., 


(a  -j-  b ,r)2  b (a  -j-  b x) 

welche  nur  den  speziellen  Fall  ft  = — 2 von  Formel  2)  darstellt; 
ferner 


/ 


dx  1 ßx 

9— i — et—, - = — ä Arctan b Const., 

a 2 ß*x2  aß  a 
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oder  für  cc2  = a,  ß'2  = b,  wo  nun  a und  b nothwendig  positiv  sein 
müssen : 


6) 


r dx 
J a-\-bx 2 


1 , * V b , „ 

V^b  . Va  J 

Die  Formel  6)  in  §.  7 giebt  bei  gleicher  Behandlung 

C dx  1 , /ct-\-ßx\  , 

J d* -4-ß*x*  ~ -laß1  \a-ßj  + C’0ns^•, 


oder 

7) 


/■  = -t/=  * (j£+*KI)  + ö-Mt, 

i/  a ^ 2yab  \Vfl — x]flT' 


wobei  a und  b an  sich  positiv  sein  müssen. 

Aus  Formel  7)  in  §.  7 folgt 

/x  d x 1 

a+'ia*  = n 1 (a  + b x2)  + Const- 

und  hiermit  scliliesst  sich  die  Reihe  derjenigen  Fundamentalformeln, 
in  denen  algebraische  von  Wurzeln  freie  Ausdrücke  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehen. 


Die  Gleichung  8)  in  §.  7 liefert  ferner  die  Integralformel 

fVa*+ß*s*  = T 1 (ß*+V«*+ßW)  + Const., 

oder  für  a-  = a,  ß2  = b,  wo  nun  a und  b positiv  sein  müssen 
9)  / , i = 77=  l (#VT  -4-  V a-\-b  x2)  -f-  Const., 

J V a-^bx^2  yb 

aus  der  Gleichung  9)  des  §.  7 erhält  man  auf  dieselbe  Weise 


/ 


dx  1 ß x 

=======  — — Arcsin  - — + Const., 

Va^  — ß1.^  ß « 


Const . 


oder  für  positive  a und  b 

10)  fva-b*i  = vT  T7  + 

Die  DifTerenzialformeln  10),  11)  und  12)  des  §.  7 führen  zu 
den  entsprechenden  Integralformeln: 


11) 

f xdx 

V a-\-bx 2 

-)-  Const., 

J V a -)-  b x2 

— b 

12) 

f*  dx 

X 

-f-  Const., 

J V a -)-  b x2 

dSf  a-\-  bx2 

13) 

p xdx 

1 

-|-  Const. 

V a-j-  b x 2 

bV  a + bx"- 
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Hiermit  ist  die  Reihe  derjenigen  Grundformeln  beendet,  welche 

irrationale  algebraische  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen  ent- 

/ 

halten. 

Aus  der  Gleichung  13)  in  §.  7 folgt  weiter 
14)  f ' txdx  = x ( Ix — 1)  -j-  Const. 

Kerner  ans  der  bekannten  F ormel 

d (t 4)  — eax  dx 

umgekehrt 

/ea  x 

eax  dx  = — 1-  Const. 

und  damit  sind  zwei  Formeln  gewonnen,  welche  bei  der  Integration 
von  logarithmisehen  oder  Exponenzialfunktionen  Anwendung  finden. 

Kehrt  man  ferner  die  vier  Gleichungen  um: 
d /_  C;0S 4^  _ sinax  dx , d = cosax  (lx' 

d (- 1 C0SaaCj  = tan  ax  dx , d = cot  «x  d 

so  ergeben  sich  unmittelbar  die  vier  Integralformeln: 

/cos  ax  . ~ 

sin  ax  dx  = + Const . 

a 

/.  sin  ax  , ^ 

cos  ax  dx  — h ~r  tonst. 

a 

/l  cos  ax  . ^ 
tan  ax  dx  = ~ r t°nst 

• ('  . I sinax  . ^ 

I cot  ax  dx  = -j — i tonst . 

Die  Gleichungen  16)  und  17)  in  §.  7 geben  ferner 
f dx  __  _i_  x (a  + ßtanä\  , 

20)  J a2  cos2  x — ß2  sin 2 .r  2 « ß \a  — ßtanx / ' 

r ^ Arcfcm 

J a2  cos2  x ß2  sin2  x aß  \ a / 

Wir  fügen  endlich  noch  zwei  Formeln  bei,  die  aus  den  Diffe- 
renzialgleichungen 

T , V 1 — a2x2^\  . , 

d I a?  Arcsin  ax  -J — I — Arcsin  ax  dx, 

[/  m 4-  a2  o?2)  1 . , 

x Arctan  ax  — 1 — Arctan  ax  dx 


16) 

17) 

18) 
10) 
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entspringen , nämlich  • 


22) 

23) 


C . ’ . . V 1 — ahc? 

J Arcsin  ax  dx  = x Arcsin  ax  -) -)-  Const. 

C • , . Z(l  + a***)  , ^ 

/ Arctan  ax  dx  — x Arctan  ax ^ -f-  Const. 

2 a 


$.  49. 

Allgemeine  Reduktion» formein. 


Sind  die  Differenziale,  um  deren  Integration  es  sich  handelt, 
nicht  so  einfach  wie  in  den  oben  entwickelten  Gnindformeln,  so  muss 
man  den  gegebenen  Ausdruck  in  Theile  zu  zerlegen  suchen,  welche, 
einzeln  genommen,  integrirt  werden  können,  und  nachher  das  Inte- 
gral der  complizirteren  Grösse  aus  den  Integralen  ihrer  Bestand- 
theile  zusammensetzen.  Hierzu  dienen  folgende  Gesetze. 

I.  Es  sei  eine  Funktion  F (x)  aus  zwei  anderen  Funktionen 
<&(x)  und¥f(a?)  auf  die  Weise  zusammengesetzt,  dass  die  Gleichung 

1)  F(s)  = A & (*)  + B W(x) 


stattfindet,  worin  A und  B gegebene  Constanten  bedeuten.  Bezeich- 
nen wir  F1  (i r),  £>'(#),  ^'(a?)  der  Reihe  nach  mit  /(#),  qp(a?),  ^(a?)* 
so  zieht  die  Gleichung  1)  durch  Differenziation  die  folgende  nach 
sich: 


/ ( x ) dx  = A (p  (x)  d x -|-  Bt\)  (x)  dx 
— [ A cp  ( x ) -(-  B (#)]  d x 
und  es  folgt  daraus  durch  Integration 

2)  //W  dx  = J^\_Acp(x)  2?^  00]  dx. 

Andererseits  hat  man  wegen  dF(x)  ===  f(x)  dx  umgekehrt 

F(x)  = J f(x)dx 

und  ebenso 

<2>(x)  = J*  cp(x)dx,  = J ° t l>(x)dx, 

mithin  durch  Substitution  in  Nro.  1) 

3)  J f(x)dx  = A J* y(x)dx-\-B J ifj(x)dx. 

Die  Vergleichung  der  rechten  Seiten  von  Nro.  2)  und  Nro.  3) 
führt  nun  zti  der  allgemeinen  Formel 

4)  J [A  <p  (x)  (V)]  dx  = A J ° ( p(x)dx  \ - B J ° ^(.r)c?.r, 
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oder  kürzer,  wenn  u und  v Funktionen  von  x bedeuten: 

5)  J i (Au-\-Bv)  dx  — A J* udx-\-B vdx , 

was  vollkommen  analog  der  Formel  3)  in  §.  6 (S.  29)  ist.  Zufolge 
der  obigen  Formel- hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  n 

'l—xn 


= J* (1 x x** x* . . . t|-  xn  1)  dx 
= / <2#  -f- Jx  d x -f- .r2  <2  -z  -j-  . . . -j-  f xn‘ 

= 1 -j-  1 x2  l x3  -)-  xn  -)-  Const ., 

wo  nun  Const.  die  Summe  aller  der  willkürlichen  Constanten  ist,  die 
man  den  einzelnen  Integralen  beifügen  kann. 

II.  Aus  der  DifFerenzialformel 

d [<£(»  . *P*0)]  = 0(x)  . d*F(x)  + *P(x)  . d&(x) 

folgt  durch  Integration  unter  Anwendung  der  vorigen  Regel  und  bei 
umgekehrter  Anordnung 

+ J iP(x)d0(rt)  = &(x)  P(x). 

Setzen  wir 

d^P‘(x)  = 7p(x)dx^  also  *P*(#)  = J 7p(x)dx, 

60  geht  die  vorige  Formel  in  die  folgende  über 

J* <P(x)  ip(x)  dx  -(-  f \ f d&(x)  =<& (x)j£‘ 7p  (x)dx1 

oder  wie  man  gewöhnlich  schreibt 

6)  f 0(x)  7p  (.r)  dx  = 0(x)  f 7p  (x)  dx  — J d <P(x)  ip(x)dx. 

Sind  also  y,  und  v Funktionen  von  x,  so  hat  man 

7)  uv dx  — u J vdx  — J*  du  J* vdx 

uud  dies  ist  die  Form el  der  sogenannten  partiellen  Integra- 
tion, welche  eines  der  Hauptmittel  zur  Auffindung  der  Integrale 
zusammengesetzterer  Ausdrücke  bildet. 

Hiernach  ist  beispielsweise  für  u = l v — x 

j* l (l-f-A’2)  xdx  = Z(l-)-^2) J n xdx  — f l I X 

. , P xsdx 

. = 1(1+**)  -h*2  -J 


/ 


l—x 


dx 


i—l 


dx 
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und  wenn  man  beachtet,  dass  weiter 

ff- fä  = f(;v  ~ iff)  dx  = ***  “ *i(1+x2)’ 

so  ergiebt  sich  schliesslich 

J , xl  (1  -f-a?2)  dx  = 1 G?2-f-  1)  l (1  — \x2  “h  Const. 

III.  Befindet  sich  imter  dem  Integralzeichen  eine  zusammen- 
gesetzte Funktion,  handelt  es  sich  also  um  ein  Integral  von  der 
Form 


ß 


f 00)1  dx, 

so  leistet  die  Substitution  einer  neuen  Variabelen  häufig  gute  Dienste; 
man  kann  nämlich  cp  (x)  = ~y  setzen  und  nunmehr  y als  neue  unab- 
hängige Variabele  ansehen.  Zunächst  hat  man-  die  Gleichung 
cp  (j?)  = y auf  x zu  reduziren , wodurch  man  zu  einem  Resultate  von 
der  Form  x = (y)  kommt,  man  drückt  nachher  dx  durch  dy  aus, 

indem  man  durch  Differenziation  der  vorigen  Gleichung  dx=ifl  (y)dy 
erhält,  und  gelangt  so  zu  der  Gleichung 

ff  [<P  (*)]  dx  = f fOj ) f (y)  dy. 

Lässt  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen,  wobei  unter 
Anderm  die  partielle  Integration  von  Nutzen  sein  kann,  so  entsteht 
zunächst  ein  Resultat  von  der  Form 


/ 


/ (y)  ^'(y)  dy  = F(y)  -j-  Const 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y 

* ff  Op  O)]  dx  = F [<p(V)]  -f-  Const., 

womit  die  verlangte  Intugration  ausgeführt  ist.  So  z.  B.  wird  man 
in  dem  Integrale 

r 1 

dx 


I. 


ex  -f-  e x 


ex  = y setzen,  woraus  x = ly , dx 


— fÜL 


y 

wandelt  sich  jetzt  in  das  folgende 

l dy_  ___  f dy 

y 


folgt;  das  Integral  ver- 


/; 


+ 


h 


+ 1’ 


V ■ 


dessen  Werth  Arctan  y -f-  Const.  ist;  man  hat  daher 

— = Arctan  ( ex ) -4-  Const. 
„ — x 7 1 • 


/; 


X 


+ 
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Hinsichtlich  der  vorhin  erwähnten  Auflösung  der  Gleichung 
<p  O)  = y müssen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  möglicherweise 

x2  x 

mehrere  verschiedene  Werthe  für  x geben  kann  (aus  - — =r=  y 

z x 

z.  B.  folgt  ebensowohl  x = y -f-  V y2  -f-  1 als  x = y — V y2  1) 

und  es  wäre  daher  die  Frage,  welcher  von  diesen  Werthen  zu  neh.- 
men  sei.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  man  jeden  beliebigen  dieser 
Werthe  wählen  kann,  weil  am  Ende  y wieder  rückwärts  durch*# 
ausgedrückt  wird  und  man  also  jedenfalls  zu  demselben  cp  (.r)  zurück- 
kommt, von  welchem  man  ausgegangen  war. 

IV.  Enthält  ein  Integral  ausser  der  Variabelen,  in  Beziehung 
auf  welche  integrirt  wird,  noch  eine  willkürliche  Constante*  findet 
also  eine  Gleichung  von  der  Form  statt 

8>  ff  (#,  r)  dx  — F (#,  r)  -)-  C, 

so  würde  die  Aenderung  des  r die  entsprechen^  Gleichung  hervor- 
rufen : 


/■ 


/ (#,  r -f-  z/  r)  d x = F (#,  r -)-  z/  r)  -f-  C1 , • 

wobei  es  nicht  gerade  nothwendig  ist,  dass  die  neue  willkürliche 
Constante  C‘  denselben  Werth  wie  die  frühere  C habe.  Durch  Sub- 
traktion erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Lehren  von  Nro.  I. : 


[/(#,  r -f-  ^/r)  — / (#,  r)]  d x = F(x,  r -)-  z/  r)  — F*{x,  r)  -| -C1  — C, 


setzt  man  noch  beiderseits  den  Faktor  — zu  und  nimmt  C*  — C 

z/ r 

= Const,4r , so  folgt 

r/(x,r-fz?r)  — F(x,  r)  _ F(x,r-\-4r)  — F(x,r)  , 

J'  z/r  z/r 

Der  unter  dem  Integralzeichen  vorkommende  Quotient  ist  nichts 
Anderes,  als  der  partiell  in  Beziehung  auf  r genommene  Differenzen- 
quotient von  /(#,  r) ; derselbe  kann  dem  entsprechenden  Differenzial- 
quotienten beliebig  nahe  gebracht  werden , wenn  man  z/  r klein  ge- 
nug wählt;  wir  dürfen  also  setzen 

/ (#,  r-f-z/r)  — / (#,  r)  _ 3 / (#,  r)  , „ 

^ - är ""  + *’  ' 

indem  wir  uns  e als  willkürlich  klein  angenommene  Zahl  und  z/r 
so  bestimmt  denken,  dass  die  Gleichung  besteht;  wir  haben  dann 

f if£r)  d*  + sfdx  = F(X'  r+^r)-F(X,  r)  + ^ 
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Lassen  wir  £ in  Null  übergehen,  so  wird  auch  4 r = 0,  zu- 
gleich verschwindet  £ J ° dx  = £x , vorausgesetzt,  dass  x keine 

unendlich  grossen  Werthe  erhält;  die  vorige  Gleichung  verwandelt 
sich  nunmehr  in  die  nachstehende : 


.9) 


/ 


if(-X'r)dx  = —^.'-1  4,  Const. 


5 r <)r 

Will  man  also  eine  Gleichung  von  der  Form  8)  in  Beziehung 
auf  eine  willkürliche  Constanze  differenziren , so  kann  linker  Hand 
die  Differenziation  unter  dem  Integralzeichen  vorge- 
nommen werden. 

Dieses  Theorem  bietet  die  Mittel,  um  aus  jeder  schon  gewon- 
nenen Ihtegralformel  beliebig  viele  neue  Inttgralformeln  abzuleiten. 
Aus  der  Gleichung 


/ 


1 1 x 

„ - — - dx  =' Arctan  — C 

r2-\-x 2 r • r 


folgt  z.  B.  durch  beiderseitige  Differenziation  in  Beziehung  auf  r 


/ 


— 2 r _1_  x 

(r2  -(-  x2)2  X ' r r2-\~x2 


Arctan  — j-  C1 


und  wenn  man  den  constanten  Faktor  — 2 r vor  das  Integralzeichen, 

C‘ 

dann  auf  die  rechte  Seite  bringt  und  — - — — Const.  setzt: 

. Ir 


f i da  = - L [ - + Arctan  -^-1  + 

J (r2-f".z2)2  2r3  lr2-{-x2  r J 


Const. 


Begreiflicherweise  könnte  nun  dasselbe  Verfahren  wiederum  au- 
gewendet werden. 


Digitized  by  Google 


Cap.  XI. 

Integration  rationaler  algebraischer  Differenziale. 


§.  50. 


Fixirung  der  Aufgabe;  einfachste  Fälle  derselben. 


Unter  einer  rationalen  algebraischen  Funktion  versteht  man  ei- 
nen Ausdruck  von  der  Form 


1) 


(p  O)  = 


a - f-  b x c x*  k xn 

worin  ? wie  sich  von  selbst  versteht,  ft  und  n ganze  positive  Zahlen 

• 

sind,  welche  den  Grad  des  Zählers  und  Nenners  bestimmen.  Ist 
ft  > n,  so  heisst  die  Funktion  unecht  gebrochen  und  kann  da- 
durch umgewandelt  werden,  dass  man  die  Division  so  weit  ausführt, 
bis  der  Rest  niedrigere  Potenzen  von  x als  der  Divisor  enthält  wie 
in  dem  Beispiele 

4 ,r5  -f  19  a?4  — 7 *3  4_  19*2  _ io*  — 1 * 


x< 


+ 5 .r2  + 7 


•=  4 a?2  — x — 2 -j- 


a?2  — 3 x — j—  13 


a?3  -f-  5 a?2  + 7 * 

Den  Quotienten  nennt  man  jetzt  eine  ganze  und  den  Rest  eine 
echt  gebrochene  algebraische  Funktion.  Für  ft  > n darf  man 
also  immer  setzen: 


2)  g>0)  — A‘  -\-  2?'a?  + C'  a?2  + . . . + M§  x^~n 

. A"  -f  B"x  -j -C"x*  -f-  ...  4-  H"xn~1 
a bx  -)-  cx-  kxn 

wobei  sich  die  Werthe  der  mit  A\  B\  C1  . . .,  A",  Bn,  Cn  . . . 
bezeichneten  Coeffizienten , die  zum  Theil  auch  der  Null  gleich  sein 
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können,  dureh  Ausführung  der  angedeuteten  Division  von  selbst  ergeben. 
Wenn  es  nun  auf  die  Entwickelung  des  Integrales  von  cp  (x)  dx  an- 
kommt, so  folgt  aus  Nro.  2),  indem  wir«  den  echt  gebrochenen  Theil 

kurz  mit  — bezeichnen  : 

F{x) 


J <P O) dx  = " + ^|  dx 

l durch  Integration  der  einzelnen  Theile 

J <P  (■*)**  = A‘  — + B — + . . . +M‘  ft_n-q7Y  • 


ff(ß) 

J /•’(*) 


dx. 


Diese  Gleichung  giebt  zu  erkennen,  dass  die  Integration  gebro- 
chener algebraischer  Funktionen  überhaupt  auf  die  Integration  echt 
gebrochener  algebraischer  Funktionen  zurückkommt,  dass  wir  uns 
also  nur  mit  dieser  näher  zu . beschäftigen  haben. 

Ist  der  Nenner  vom  ersten  Grade,  so  wäre  das  Integral 

./&.  * - ^ . . 

dessen  Werth  unmittelbar  mittelst  der  Grundformel  4)  in  §.  48  ge- 

\. 

funden  wird. 

Ist  der  Nenner’  vom  zweiten  Grade , so  handelt  es  sich  um  das 

r a 4-  Bx 

Ja- (- 


Integral 


d.r, 


A 


bx  ex2 

welches  in  zwei  andere  Integrale  zerfällbar  ist,  nämlich 

, C — 4 -n  f aAx  ■ 

J a -j-  bx  -|-  cx 2 J a -}-  bx  -f-c#2 

deren  Entwickelung  auf  folgende  Weise  geschieht. 

I.  Man  hat  zunächst  identisch 

a + bx  + cx*  — (xVc  “ a) 

={xVc+w;)  + (a  _ t) 

und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  zweite  benu- 

tzen,  ie  nachdem  — grösser  oder  kleiner  als  a ist.  Im  ersten  Falle 
1 ’ 4 c 

wäre  also 

3) 


s-. 


dx 

— h x — j-  ö 


r dx 
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wobei  wir  zur  Abkürzung 

4) 


— a — a2, 


Vb- 


4 ac 


a 


4 e " 1 2 Vc 

setzen  und  zugleich 'eine  neue  Variabele  y einführen  wollen,  indem 
wir 


5) 


xVc  -\~ 


?/,  also  dx  = 


dy 


*V7  ~9'  *“-y- 

nehmen.  Aus  der  Gleichung  3)  wird  jetzt  die  folgende 
C dx 1_  f‘  dy  _ _ r dy 

J (i  — j—  b x — |—  c x2  c y V c J Cl-2  //“ 

auf  welche  sich  die  vor  Nro.  7)  in  §.  48  vorhergehende  Formel  un- 
mittelbar anwenden  lässt;  man  erhält  so 

C dx  1 1 / cc  — |—  y\  . 

J a />  x -4-  c x'2  y c 2 a \a  — y/ 

und  indem  man  die  Werthe  von  a und  y wieder  einsetzt  und  über- 


flüssige Brüche  wegschaflft 


/: 


dx 


a-\-bx-\-  c x 2 


Vb‘ 


i_  l (V^-iao+b+2cX\  t ^ 
— 4 ac  \ V b2 — 4nrc — b — 2c, r/ 


> a. 


Eine  etwas  andere  Form  erhält  dieses  Integral,  wenn  man  von 


der  identischen  Gleichung  * 


1 (t)-=  1 A)  + 1 (_  iy 

Gebrauch  macht  und  die  constante  Grösse  l ( — 1)  in  die  willkür- 
liche Cönstante  der  Integration  einrechnet;  so  ist  dann 

6)  f —y—j-  — = - ■ 1 l + Const. 

J a-\-bx-\~cx-  y i, 2_4ac  \'2cx+ b— V b2—\ac' 

( b 2 — 4«c  positiv). 

Im  zweiten  der  oben  genannten  Fälle  wird  man  schreiben 

=/(^+ » )•+(.-£)  ■ 


und  ähnlich  wie  vorhin  setzen 

b 2 

<*  — 77  = «2, 

4 c 

9 

= ” 


V 4ac  — b » 
iV c ■ • 

. dy 

dx=W 


a 
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Die  vorige  Gleichung  6)  gestaltet  sich  jetzt  wie  folgt 


r dx  i r 

J a-\-bx-\-cx t2  Yc  J T 


dy 


a* 


-1  1 . V \ r* 

— • — Arctan  — tonst., 

\ c & ' cc 

wobei  die  vor  Nro.  6)  in  §.  48  Verzeichnete  F ormel  • sogleich  ange- 
wendet worden  ist;  vermöge  der  Werthe  von  a lind  y erhält  man 
aus  der  obigen  Gleichung  die  Integralformel 

C dx  2 a b 'lex 

7)  / — r— : ; r = _ ^ ==  Arctan 


Const. 


-f-  bx-^-cx2  Y^ac — b 2 Y 4 ac—-b< 2 

(4ac  — b 2 positiv). 

Wäre  endlich  4ac  = b 2,  mithin  a ==  0,  so  geben  dieselben 
Substitutionen  wie  vorhin 

dx  1 C dy  1 1 


h 


\-\-b  x -\-c  x2  Y< 

oder  vermöge  des  Werthes  von  y 

»>  " 


L CiL  — 
IJ  yiT~ 


V c 


y 


-(-  Const., 


2 


-f-  Const. 


\-\-bx-\-cx2  b lex 

(4ac  — b2*—  0). 

II.  Um  den  Werth  des  zweiten  Integrales  zu  finden,  gehen 
wir  von  der  Gleichung 

d l (a,  — j—  b x — j—  c x2y  j — — j — dx 

1 1 a.-\-  bx  ex2 

aus,  deren  Umkehrung  ist 

b -\-  1 ex 


f: 


d x 


, . dx  = l (a  — I—  bx  — |—  ex 2). 

a -f-  bx  -f-  ex2  1 1 

Zerlegen  wir  das  Integral  in  die  beiden  folgenden 

i f £z i 3ef_-jt*± — 

J a -[-  bx  -j-  ex2  J a -j-  bx  -)-  ex2 

und  bringen  das  erste  auf  die  rechte  Seite,  so  wird 

9)  Y\..  *?*  =,  j-  l O-fia+o^)  - ± f 

J J a-\-bx-\-cx2  2 c 1 • lej  a-\^b  x-\-cx2 

und  hiermit  ist  das  gesuchte  Integral  auf  ein  schon  bekanntes  zu- 
rückgeführt. ' • 

Vermöge  der  Gleichung  9)  findet  man  noch 

r A4-  Bx  , 

10)  ' J 7+T7 +~^dx- 

B ,,  , , 2 Ae  — Bb  T dx 

= — l (a  4-  bx  4-  cs:2)  -\ / — : — : $ 

2c-  2c  J a bx  cx2 

und  da  man  den  Werth,  des  rechter  Hand  verzeichneten  Integrales 

•1 

mittelst  einer  der  Formeln  6),  7),  8)  jederzeit  entwickeln  kann,  so 
liegt  in  der  Gleichung  10)  die  Integration  der  echt  gebrochenen  al- 
gebraischen Funktionen  mit  quadratischem  Nenner. 
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§.  51. 

Unmittelbare  Folgerungen  aus  dem  Vorigen. 

Bevor  wir  noch  die  Integration  solcher  echtgebrochener  Funk- 
tionen betrachten,  deren  Nenner  den  zweiten  Grad  überschreiten, 
müssen  wir  die  Folgerungen  erwähnen,  die  sich  mittelst  des  in  §.49 
Nro.  IV.  entwickelten  Prinzipes  aus  den  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen ziehen  lassen.  Setzen  wir  nämlich 

1}  Ja  + b^+cx*  = * (a’  b'  C'  X)  + C°nsU' 

wo  (ö,  b,  c,  x ) oder  auch  nur  t/j  den  Werth  des  Integrales  bezeich- 
net, so  giebt  die  wiederholte  partielle  Differenziation  in  Beziehung 
auf  a 


• J (a  -4-  hx  -4-  cx2Y2 

+ 2 J dx 


dx  c) 

5 a 
D2  tl> 


(a  -}-  b x -f-  c x2)3  2>  a2 

U.  8.  f. 

Hieraus  lassen  sich  die  Werthe  der  links  stehenden  Integrale 
bestimmen  und  zwar  hat  man  allgemein  für  ein  ganzes  positives  fl 

dx  (— iy* 


2) 


/; 


ConsU 


1.2. 3...  ^ a«M 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  wmal  in  Beziehung  auf  6,  so 
findet  sich  weiter 

r Xmdx  ( — iy*+m  3”»+^ 

(a  -{-  b x -|—  c 1 . 2 . . . (ji— j— wi)  bbmba^ 

oder  für  m -(-  (u  — n also  fl  — n — m,  was  voraussetzt,  dass 
n > m sei, 


3) 


I, 


x’n  dx 


(—  i)«  y‘xi> 


(a_(_i,-(-c4S)»+l  1 JJ*»3an->n 

Diese  Gleichung  Hesse  sich  wieder  beliebig  viele  Male  in  Be- 
ziehung auf  c differenziren , und  bei  jeder  solchen  Differenziation 
würde  der  Grad  des  Neuners  um  eine  Einheit,  der  Grad  des  Zählers 
dagegen  um  zwei  Einheiten  steigen.  Aus  diesen  Bemerkungen  geht 
hervor,  dass  man  durch  mehrfache  Differenziationen  in  Beziehung 
auf  a,  b und  c den  Werth  des  Integrales 

xm  dx 


f 


entwickeln  kann. 


(a  -j-  bx  cx2)n^ 


8chlömilch,  Analysis. 


14 
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Zu  demselben  Resultate  führt  noch  ein  anderer  Weg.  Bezeich- 
nen wir  das  Trinom  a -f-  bx  — }-  cx - kurz  mit  T,  so  ist  durch  ge- 
wöhnliche Differenziation 
fb  -4-  2 cx' 


^b  -(-  2 c ^ 


dx  + 2c 

j*n- f-1  ya 


(b  + 2cj\  (4ac_42)n  -fjiL-  _ 2c  (2n  — 1)  — 

\ rpn  J K J 7»+ 1 Un 


oder  unter  Anwendung  der  identischen  Gleichung 

(Z>  — (—  2 c x )2  = 4 c T — (4  a c — 52) 

und  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 

b -f-  2 cx\  , 

) — (4öc — b2)n 

T 

Die  Integration  giebt  jetzt 

b -I-  'lex  , C dx  - . Cdx 

— r=  (4  ac  — b2)  n / — -j—  — 2 c (n — 1)  / — 

Tn  v ' J Tn~ M V T" 

reduzirt  man  auf  das  erste  Integral  rechter  Hand  und  setzt  zur  Ab 

» 

kürzung 

4)  4 ac  — b2  = X, 

so  gelangt  man  zu  folgender  Beziehung 

C dx  b-\-'lcx  . (2n — l)2c 

°)  J rn+l  — „ 2 Tn  J T' 

Diese  Reduktionsformel  liefert  der  Reihe  nach  die  Werthe  von 


J Tn 


Cdx  r dx  r d_x_ 

J T2  ’ J T*  ’ J T4  ’ 


indem  man  successive  n = 1,  2,  3,  . . . nimmt  und  jeden  gewonne- 
nen Werth  in  die  nächste  Gleichung  einsetzt;  der  Anfang  dieser 
Rechnung  wäre 

b — |—  'lex 


r dx 

' " “ J T* 


l T 


2 c Cdx 

~yj  T’ 


i/v/imuuw 

4 Cdx  b -{-  2 cx  , 3c^  /° < 

” = 2’  J T*  = TI r-  Xj  ‘ 


wo  das  Integral  rechter  Hand  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen 
Paragraphen  bekannt  ist ; ferner 

'dx_ 

T 2 

b-j-’lex  , %c(b-\-'lcx)  . 6c2  Cdx_ 

~~  IXT2  1 W~f  ' l2J  T 

u.  s.  w. 

Ist  man  auf  diesem  Wege  zu  einem  Integrale  von  der  Form  2) 
gekommen,  so  geht  man  folgendermaassen  weiter.  Mittelst  gewöhn- 
licher Differenziation  ergiebt  sich 


(xm~l\  _ 
\ Tn  / 


(m— 1) 


x 


m 


rj<  n 


dx  — n 


,vm-1(b-lr2cx) 

TnJr  1 


dx , 
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oder,  wenn  man  rechter  Hand  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und 
das  Gleichartige  vereinigt 


(£)- 


(m- — 1)  a 


*m-% dx 

— {n  — m~\~  1)  b 


dx 


Tn~ H 


(2  n — 7«-)- 1)  c 


y.n-j-1 

xm~  1 dx 
yw-j-l 


x 


Umgekehrt  ist  die  entsprechende  Integralgleichung 

m“1  Cxm~2dx  . rxm~l 

= (m — 1)  a I — — (n  — m~h  1)  b I 


r£>n 


rpn- j-1 


dx 
yn-f-1 


f9  , r*mdx 

(2»-«  + l )cj  ~fT. 


Sieht  man  das  letzte  Integral  Rechter  Hand  als  Unbekannte  an, 
so  findet  man: 


m — 1 


6) 


(2  ?i  — 772  -f-  1)  c 

jn — 1 


r xm  dx 

_ (n  — mJr  1)6  r xm~ 1 dx  (j n — 1)  a Cxm—'2dx 

(2  72  772 -j-1)  Co/  f«- j-1  (2  72  772  -j“  1)  Cj  J/l+l 

Geht  man  von  dem  Werthe  ?72  = 1 aus  und  sieht  das  Integral 

von  dx  : Tn~^~^  als  bekannt  an,  was  der  Formel  5)  zufolgo  erlaubt 
ist,  so  kann  man  der  Reihe  nach  die  Integrale 

/xdx  f*  x2dx  f*  x*dx 

yn-f-1  1 J ’ J yn-f-1  ’ • 

entwickeln;  der  Anfang  dieser  Rechnung  wäre 

772  = 1 , 


772  = 2, 


/xdx  1 b T dx 

2"71+1  2 ?2  c Tn  2’n+1’ 

/x2dx x (n — l)b  r xdx 

Tn~\~l  (2  TZ l)cTn  (272 l)cj  J72+1 

r dx 
7.  J T*1' f-1’ 


+ 


(2  72 1)  cj  7^“f-l 

wo  rechter  Hand  noch  der  Werth  des  ersten  Integrales  aus  der  vo- 
rigen Gleichung  zu  nehmen  ist  u.  s.  w.  — Durch  successive  An- 
wendung der  Formeln  5)  und  6)  kann  nun  auch  der  Werth  jedes 
Integrales  von  der  Form 

A -j-  Bx  -j-  Cx 2 Hx*1 


/ 


(a  -f-  bx  -)-  c#2)w~t"’1 
vollständig  ermittelt  werden. 


dx 


14* 
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Es  ist  nicht  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  die  Gleichung  6)  für 
negative  m gleichfalls  gelten  muss,  weil  sie  die  Umkehrung  einer 
für  alle  möglichen  m und  n richtig  bleibenden  Diflerenzialformel 
darstellt.  Lassen  wir  nun  — m-U2  an  die  Stelle  von  m treten,  so 
nimmt  die  Gleichung  6)  folgende  Form  an: 


d x 


—2 


Tn 


1 


l 1 

(2n—  m — l)c  jj*»  — 1 j-n 


(n-f-m — 1)6  C dx  (m — l)ax  C dx 

(2 n-j-m — 1 )c  J (2  «-f-  m — l)c  J x™  j'W-H 


und  wenn  man  das  letzte  Integral  rechte rseits  als  Unbekannte  be- 
trachtet, so  ist 


7) 


/ 


dx 


1 

(m— l)a  x"*- 1 Tn 


(n-4-r7i  — 1)6  r dx  (2  n -4-  m — l)c  P dx 

(m — l)a  J jtn—l  j-n-i-l  (m — l)a  J x1” — 


Xn ~M 


Für  m =.  1 ist  diese  Formel  nicht  brauchbar;  man  kann  in 

diesem  Falle  die  Substitution  x — — — an  wenden  und  erhält  dadurch 

z 

direkt 


f Ji = _ f— 

J x(a-f-6r-f-c x*)”*  1 J (c-^- 


^n-f-l 


dx 


bz+az*)n  + l ’ 


wo  man  rechter  Hand  die  Integration  mittelst  der  Formeln  5)  und 
6)  aaszuführen  und  nachher  rückwärts  z — — zu  setzen  hat 


Nimmt  man  hierauf  in  Nro.  7)  m = 2 , 3, 
Integrale 

r dx  r dx 

J 7 Tn+l  ’ J X* 


*o  kann  man  die 


’ * * * 


der  Reihe  nach  entwickeln,  überhaupt  nun  auch  den  Werth  jedes 
unter  der  Form 


f\Ä^i  + £ + . 

J l XX-  jh  ) („ 

stehenden  Integrales  ermitteln. 


dx 

(iXl..ri)»+  1 
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§.  52. 

Integration  beliebiger  echtgebrochener  Funktionen. 


Wenn  es  darauf  ankommt,  den  Werth  eines  Integrales  von  der 


Form 


/ 


A 4-  Bx  + Cx*  + . . + IIxr~x 


dx 


a bx  -f-  ex-  -f-  . . -j-  kx* 
zu  bestimmen,  so  ist  zunächst  die  Bemerkung  nicht  überflüssig,  dass 
man  dafür  schreiben  darf: 

A 4-  Bx  + 6V  + . . 4-  Hxx~l 


1 r A 4-  Bx 

k J JL  U-  — 

i.  i 


dx , 


x^  —f-  . . — |—  xr 


k 1 k k 

dass  man  also  der  höchsten  Potenz  von  x im  Nenner  den  Coefficien- 

a b 

ten  1 verschaffen  kann,  indem  man  — — = ——  = Bx  etc.  setzt. 

fC  K 

Demnach  kommt  es  nur  darauf  an , einen  Ausdruck  von  der  Form 


1) 


/ 


/(«) 

F(x) 


dx 


2) 


zu  integriren , wobei  F (x)  und  / (x)  ganze  rationale  algebraische 
Funktionen  von  x sind,  etwa 

( /(*)  = A 4-  Bx  4-  Cx*  4-  . . . 4-  Hx *-1 
( F(x)  = Ai  — B\X  4"  CyX^  “I-  • • . — j-  Hyi p*  ^ “j-  x*» 

Man  weiss  nun,  dass  ein  Ausdruck  der  letzteren  für  F (x)  an- 
genommenen Form  jederzeit  in  Faktoren  zerlegbar  ist;  nennen  wir 
nämlich  x =p,  x=q  etc.  die  x Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  = 0, 
so  sind  x — p,  x — q etfc.  Faktoren  von  F (tf),  und 

F (tf)  = (x  — p)  (x  — q)  (x  — r)  . . . . 

Diese  Wurzeln  p,  q,  r . . . können  entweder  sämmtlich  verschie- 
den oder  theilweise  einander  gleich,  sie  können  auch  reell  oder  ima- 
ginär sein  und  wir  haben  daher  im  Ganzen  vier  Fälle  zu  betrachten. 

I.  Sind  sämmtliche  Wurzeln  p,  g,  r,  . . . w verschieden  und 
zugleich  reell,  so  kann  man  die  gebrochene  Funktion 

3)  /(J)  A -f-  Bx  -f-  Cx 2 -4-  Hx 

F(x)  ( x — p ) ( x — q ) (5:  — r)  . . . ( x — w) 

in  eine  Reihe  einzelner  Brüche  zerlegen,  deren  Nenner  die  einzelnen 
Faktoren  x — p,  x — <7,  , , . x — w sind;  in  der  That,  wenn  man 
f{x)  P , Q . R . , W 


4) 


= r~  + 


+ 


F(x)  x — p x — q x — r 


x- 


w 
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setzt,  wo  P,  Q,  P,  . . . W noch  unbekannte  Coefficienten  bedeuten, 
rechter  Hand  alle  Brüche  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  zuletzt  die 
Coefficienten  derselben  Potenzen  von  x in  beiden  Zählern  vergleicht, 
so  erhält  man  x Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  den  x Unbe- 
kannten P,  Q,  P,  . . . W,  welche  letztere  demnach  jederzeit  völlig 
bestimmte  reelle  Werthe  besitzen.  Hat  man  diese  Werthe  durch 
Auflösung  jener  Gleichungen  ermittelt,  so  kann  die  verlangte  Inte- 
gration auf  der  Stelle  ausgeführt  werden,  nämlich: 


= P l (x — p)  “j-  Q l (.£-*- <7)  ~f~  • • • —}-  Wl  (x — 10)  — f-  ConsL 
Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Integration  des  Falles 


/ (x) x 2 — 7 

F(x)  x3  -j-  ’lx2  — 5 x — 6 ’ 

löst  man  zunächst  die  Gleichung  x3  -)-  2 x2  — 5 x — 6 = 0 auf, 
so  findet  man  die  drei  verschiedenen  reellen  Wurzeln  x = — 1, 
x = — j—  2 , x — — 3 und  es  i3t  demnach 

xs  -(-  2 x2  — 5 x — 6 = (.r  -f-  1)  (x  — 2)  ( x -j-  3) ; 


man  setzt  nun  weiter 
x2  — 7 

5) 


Q 


x3-\-2x2 — bx — 6 #-|-l  x — 2 x-\-§ 

und  hier  wird  die  rechte  Seite  durch  Reduktion  auf  gemeinschaftli- 
chen Nenner 


P 


(P+Q+P)^4-(P-f4Q— R)x  — (6  P — 3 Q-f-2P) 

(x+1)  (x  — 2)  (x  + 3) 

Die  Vergleichung  der  beiderseitigen  Zähler  liefert  für  P,  Q,  R 
die  drei  Gleichungen 

P-f  Q+P  = 1,  P-)-4Q — R r=r  0,  6P — 3Q-|~2P, 


aus  deren  Auflösung  die  Werthe  P = 1,  Q = — P = -}~  | fol- 
gen ; setzt  man  diese  in  Nro.  5)  ein,  multiplizirt  darauf  die  Gleichung 
mit  dx  und  integrirt,  so  erhält  man 


f. 


x2  — 7 


dx 


x3  2x2  — bx  — 6 
= l (o?  — (—  1)  — \ l ( x — 2)  —f—  | Z (#-|-3)  -J-  Const. 


Eine  nicht  zu  verkennende  Unbequemlichkeit  bei  diesem  Ver- 
fahren liegt  in  der  Auflösung  der  zur  Bestimmung  von  P,  Q,  . . . Wr 
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nöthigen  Gleichungen;  sie  lässt  sich  auf  folgendem  Wege  beseitigen. 
Es  sei  u irgend  eine  von  den  Wurzeln  p,  q,  ...  w und  U die  ent- 
sprechende der  Grössen  P,  Q,  . . . IT,  so  stelle  man  die  Gleichung 

/(«)  P , Q , | U , W 

r 00  x — p x — q x — u x — w 

unter  der  kurzen  Form  dar 


6) 


wo 


u OO 


tKO 

^00 


/oo  _ 

F(x)  x — u W^x)' 
die  Summe  aller  der  Brüche  bezeichnet , in  denen  die 


Wurzel  u nicht  vorkornmt.  Diese  Summe  ist  ein  Bruch,  dessen  Nen- 
ner die  Faktoren  x — p,  x — <7,  . . . x — w mit  Ausschluss  von  x — u 
enthält , mithin 

7)  F(x)  — (ß — u)  00  5 

durch  Substitution  dieses  Werthes  von  F(x ) geht  die  Gleichung  6) 
in  die  folgende  über : 

/ 00  = UW  (a?)  -f-  (ä  — «)  $ OO 

und  für  x = u erhält  man  daraus  spezieller 

/M 


0 


/ (ti)  = U W 0)  oder  U 


W(u) 


Um  das  unbekannte  W (u)  zu  entfernen,  diflerenziren  wir  die 
Gleichung  7),  nehmen  also 

jp'00  = (*  — tt)  3*  00  + 00 

und  setzen  hier  gleichfalls  x s±=  w;  dies  giebt 

P'  (m)  ==  (f|). 

Nach  Formel  8)  wird  nunmehr 

u=  ^ 

P'  (u) 

und  die  Coefficienten  P,  Q,  P etc.  sind  also  der  Reihe  nach 

p _ im  q _ Ms)  ® _ / fr) 


9) 


R 


F*(p )’  " P'07) 7 P'(r) 


was  jedenfalls  eine  einfachere  Bestimmungsweise  der  Coefficienten  ist. 


II.  Die  soeben  auseinandergesetzte  Integrationsmethode  bleibt 
im  Wesentlichen  ungeändert,  wenn  einige  oder  alle  der  Wurzeln 
p,  <7,  r,  . . . von  complexer  Form  sind.  Da  nämlich  die  Zerfällung 
nach  dem  Schema  4)  auf  identischen  Gleichungen  beruht , deren  Be- 
handlung ganz  gleichförmig  für  reelle  und  imaginäre  Zahlen  ist,  so 
erhellt  unmittelbar,  dass  jene  Zerlegung  jetzt  ebenso  wie  früher  ge- 
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schehen  kann;  nur  findet  der  Unterschied  statt,  dass  einige  der  Par- 
tialbrüche complexe  Zähler  und  Nenner  besitzen.  Das  Imaginäre 
lässt  sich  aber  leicht  vermeiden,  wenn  inan  immer  je  zwei  solche 
Partialbrüche  vereinigt,  deren  Nenner  zwei  conjugirte  Wurzeln  der 
Gleichung  F(x)  = 0 enthalten.  Um  dies  näher  zu  erläutern,  wol- 
len wir  vorerst  annehmen,  die  Gleichung  F(x)  — 0 habe  nur  zwei 

imaginäre  Wurzeln  u = A -)-  p V — 1 und  v ==  A — fl  V"  — 1 , so 
ist  (V — 1 mit  i bezeichnet): 

10)  4.  .3.4.  4.  „L-l 

} F(a)  ~ x—p  ^ x — ^ ’ * ’ * ' x — A — p i ^ x—X+pi  ' ’" 

w 

x — w 

Durch  Vereinigung  der  beiden  Partialbrüche  mit  den  Zählern  U und 
V ergiebt  sich  für 

U - f Vz=  Z7j , — U(X  — pi)  — = Vi 

die  neue  Form 

m M. 1 _a_  , , , w 

’ F{x)  ~ x—p  T x — w' 
Die  beiden  zu  zwei  conjugirten  imaginären  Wurzeln  gehören- 
den Partialbrüche  liefern  also  zusammen  einen  Partialbruch , dessen 
Nenner  vom  zweiten  und  dessen  Zähler  höchstens  vom  ersten  Grade 
ist.  In  der  Gleichung  11)  hat  man  derartiger  Partialbrüche  so  viele 
vorauszusetzen , als  in  der  Gleichung  F(x)  = 0 Paare  von  conju- 
girten Wurzeln  enthalten  sind.  Um  nun  die  Coefficienten  U\  und  V[ 
zu  bestimmen,  kann  man  entweder  die  sämmtlichen  Brüche  rechter 
Hand  in  Nro.  11)  über  gleichen  Nenner  bringen  und  die  Zähler  auf 
ähnliche  Weise  wie  früher  vergleichen,  oder  man  kann  sich  der  For- 
meln 9)  bedienen,  um  zunächst  die  Coefficienten  U und  V in  der 
Gleichung  10)  zu  entwickeln;  man  erhält  dann  Ui  und  V\  von  selbst 
durch  Vereinigung  der  conjugirten  Partialbrüche.  Ist  in  jedem 
Falle  die  Zerlegung  auf  die  Form  11)  gebracht,  so  hat  man  nur 
noch  mit  dx  zu  multipliziren  und  zu  integriren,  wobei  rechterseits 
alle  Integrationen  mittelst  der  Formeln  des  §.  50  ausführbar  sind. 

Als  Beispiel  diene  die  Entwickelung  des  Integrales 

7 x — 3 

x 3 — 3 .r2  -f  x -f 5 ’ 

man  findet  zunächst  als  Wurzeln  der  Gleichung  x3  — 3x'2-\-x~\-ö—0 
die  Werthe  x — — 1,  x = 2 -f  t,  x = 2 — i,  es  ist  also 

xz  — 3 j?2  — j—  o:  — f—  5 = O-f  1)  (x  — 2—0  (x—  2-ft) 

= (* -fl)  (**  — 4 * f- 5) , 


Digitized  by  Google 


Cap.  XI.  §.  53.  Fortsetzung.  217 

und  mithin  muss  gesetzt  werden: 

• 7x—3 P_  Qx-\-R 

x3  — 3 x2  -j-  x -j-  5 x -)-  1 * x’1  — 4 x -)-  5 
Durch  Reduktion  auf  denselben  Nenner  und  Vergleichung  der 
Zähler  ergeben  sich  für  P,  Q,  R die  drei  Gleichungen  P-j-Q  = 0, 
— 4P-)-Q-f-P=:7,  5 P -j-  P — — 3,  aus  denen  P — — 1, 
Q = “)-  1 , R = 2 folgt.  Fis  ist  daher 

C 7 x — 3 _ _ r _dx_  r 2 + * , 

J x 3 — 3 o?2  — 5 J #-(-1  'J  5 — A:X-\-x2 

und  bei  Ausführung  der  Integrationen  rechter  Hand: 

7 x — 3 


L 


dx 


x 3 — 3 j?2  — (— ar  — 5 
= — l (.r-f- 1)  -f-  1 1 ( x 2 — 4 jf  — )—  5)  — (“  4 Arctan(#  — 2)  -|~  Const. 
Einige  allgemeinere  Anwendungen  dieses  Verfahrens  giebt  der 
nächste  Paragraph. 

§.  53. 

F orts  etzung. 

I.  Da  nach  §.  42  die  Wurzeln  der  Gleichung  xn  — 1 =0 
bekannt  sind,  so  kann  der  Bruch 


x 


m—  1 


xn — 1 


für 


in 


1 n 


jederzeit  in  Partialbrüche  zerlegt  werden,  und  zwar  geschieht  dies 
auf  folgende  Weise. 

7t 

Ist  n eine  gerade  Zahl  und  zur  Abkürzung  — = -fr,  so  sind 

« n 

die  Wurzeln 

“b  1 > 

cos  h -fr  -|~  i sin  h , cos  h -fr  — i sin  h 01 

— 1, 

wenn  man  h der  Reihe  nach  = 2,  4,  6,  8 ...  (n  — 2)  setzt  (Seite 

166);  jede  ^Vurzel  r der  Gleichung  F {x)  — 0 erzeugt  nun  einen 

Partialbruch  von  der  Form 

R „ f(r) 

, wo  R — — 

x — v F*(f) 

mithin  haben  wir  in  unserem  F'alle  für  / (x)  — xm~ 1 und  F (x) 
= *n  — 1 : 

p {cos  sin  h 1 1(  ) 

R ^ — = - 1 cos  h (m — n)^  -4-  i sin  h {m — n)^  [ , 

n(  coshd  +isinh&)n~1  »I  > 

wobei  von  dein  Moivre’schen  Satze  Gebrauch  gemacht  wurde. 


« 
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Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  nfr  = 7t  und  h eine  gerade 
Zahl  ist,  ergiebt  sich  einfacher 

R = — j cos /im -fr  -)-  t smAm'6'j* 

Der  Wurzel  x •=.  cos h fr  -f-  i sinh  fr  entspricht  also  der  Partialbruch 

1 cos  h m fr  -f-  i sin  hm  fr 
- • 

n x — (cos  h fr  i sin  h -0')  ’ 

ebenso  würde  die  conjugirte  Wurzel  x = cos  h fr  — i sin  h fr  den 
conjugirten  Partialbruch  liefern: 

1 coshmfr  — isinhmfr 
n x — ( cos  hfr  — i sin  h -fr)  * 

Vereinigt  man  diese  beiden  Partialbrüche,  so  geben  sie  den 
reellen  Bruch 

2 cos  hmfr(x  — cos  hfr)  — sin  hm  fr  sin  h ^ 
n x 2 — 2 x cos  h fr  -f- 1 

und  dieser  bildet  in  der  Zerlegung  von  xm  1 : ( xn  — 1)  den  Be- 
standteil, welcher  den  conjugirten  Wurzeln  x = cos  hfr  i sin  hfr 
und  x — cos  hfr  — i sin  hfr  zusammen  entspricht.  Rechnen  wir  fer- 
ner hinzu,  dass  die  Wurzel  x = -)-  1 den  Partialbruch 

JL 1__ 

n x — 1 

und  die  Wurzel  x = — 1 den  Partialbruch 


1 (— 1) 


in—  1 


n ( jyi-1  #-(- 1 

erzeugt,  so  ergiebt  sich  für  gerade  n folgende  Zerlegung: 

jrm  1 ' 

1) 


x' 


- —+  — Z 

n x — 1 n 


x” — 1 

coshmfr (x  — coshfr ) — sinhmfr  sinhfr 
x2  — 2x  cos  h 'ö'-f- 1 


+ 


(-D 


m 


n 1 ’ 

wobei  sich  das  Summenzeichen  (27)  auf  die  Werthe  h =±  2,  4,  6 . . . 
(n  — 2)  bezieht. 

Bei  ungeraden  n ändert  sich  wenig  an  dieser  Rechnung,  wie 
man  daraus  ersieht,  dass  in  diesem  Falle  fürs:  die  Werthe  gelten  (S.  166) 

4" 1 1 

cos  i sin  h fr , cos  hfr  — i sin  h fr 

[h  = 2,  4,  6,  ...  . (n — l)] , 

es  kommt  also  nur  die  Wurzel  x = — 1 in  Wegfall,  mithin  ist  auch 
der  entsprechende  Partialbruch  wegzulassen,  so  dass  übrig  bleibt: 
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2) 


X' 


= — —!+—  2 


xn—  1 

cos  hmfr(x  — cos  h -fr)  — sin  hm  fr  sinh  fr 


x 2 — %lx  cos  hfr-\-  1 
wobei  h — 2,  4,  6,  . . . (n — 1)  zu  setzen  ist. 

Multiplizirt  man  nun  die  Gleichungen  1)  und  2)  mit  dx  und  in- 
tegrirt  mit  Hülfe  der  leicht  zu  prüfenden  Formel 

'coshmfr  (x — coshfr ) — sinhmfrsinhfr 


ß 


dx 

x — coshfr 


x 2 — 'Ix  coshfr-\-  1 

= coshmfr.  ll(x2 — 2^cosäO'-)-  1)  — sin  h m fr . Arctan 

2 v J sin  h fr 

die  einzelnen  Glieder  der  endlichen  Reihen  in  1)  und  2),  so  ergeben 

sich  die  nachstehenden  Integralformeln : 

a.  für  gerade  n und  -fr  = — : 

n 


i) 


J xn—l 


= l (je — 1)  -(-  — — 2J  [coshmfr .l(x2  — 2 ^co5ÄO’-(- 1)] 


n 


n 


2 ^ r • 

2j  si ; 

n L 


\in 


sin  hmfr.  Arctan 


sin  hfr  J 

wobei  h — 2,  4,  6,  . . . (w  — 2)  zu  setzen  ist; 

7t 


n 


b.  für  ungerade  n und  O’  = 


n 


J xn—l 


dx 


= l (x  — 1)  ~|-  — — H [ coshmfr  . l(x2  — 2 x cos  h fr -(-  1)] 


2 ^ _ , x — coshfr 1 

2j  \sinhmfr  . Arctan  — — , 

n L 5m/ii7  J 


worin  h die  Werthe  2,  4,  6,  . . . (n — 1)  erhält. 

II.  Eine  völlig  analoge  Rechnung  führt  zur  Kenntniss  des  In- 
tegrales 

jn — 1 

dx , 


Si 


xn-\-l 

wobei  wir  wiederum  die  Fälle  eines  geraden  und  ungeraden  n zu 
unterscheiden  haben. 
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Für  ein  gerades  n besitzt  die  Gleichung  xn  -f- 1 = 0 nur  ima- 
ginäre Wurzeln  von  den  Formen 

cosh  tfr  -j-  i sin  h fr , cosh  & — i sin  h fr , 


% 


wo  fr  = — und  h = 1 , 3 , 5 , . . . (n  — 1)  zu  setzen  ist  (§.  42, 


n 


S.  167).  Der  Wurzel  x = cos  hfr  -f-  i sinh  fr  entspricht  wie  früher 
ein  Partialbruch,  dessen  Zähler 

R = — | cos  h(m  — n)  0“  i sin  h (m  — n)  fr  j 

ist,  wofür  man  wegen  nfr  = 7t  und  wegen  des  ungeraden  h schrei- 
ben kann 

R = — — j cos  hm  fr  -|-  i sin  hm  fr  J • 

Die  beiden  conjugirten  Wurzeln  x = cos  h fr  -f-  i sin  h fr  und 
x = cos  h fr  — i sin  h liefern  also  die  beiden  conjugirten  Partial- 
brüche 

1 cos h m fr  4- 1 sin h m fr  1 coshmfr  — isinhmfr 

und 


n x — (cosh  fr — i sinh  fr)' 


n x — ( cos  hfr-\-i  sin  h fr) 
deren  Summe  ist: 

2 — coshmfr  (x — coshfr)  -f-  sinhmfr  sin  hfr 

n 


o) 


x 2 — 2 •zcosAO‘-|-  1 
Hieraus  ergiebt  sich  die  Zerlegung 

xm~l 

xn—l 

— cos  h tu  fr(x  — cos  h fr)  -{-  sin  h m fr  sin  h 


= — 2 
n 


x 2 — 2.rcos/f'9-j-  1 
wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  A=  1,3,  5,-...(n — 1) 
bezieht. 

Für  ein  ungerades  nsind  die  Wurzeln  der  Gleichung  xn-\- 1 = 0 

-1, 

cos  h fr  i sijihfr , cos  hfr  — i sin  h fr , 

ji 

wobei  # = — und  h = 1,  3,  5,  . . . (n  — 2)  zu  setzen  ist.  Die 
n 

Zerlegung  geschieht  also  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin,  nur  kommt 
noch  ein  Partialbruch  hinzu,  welcher  der  Wurzel  x — 1 entspricht; 
dieser  Partialbruch  würde  sein 


(“1) 


m — 1 


1 


(-  1) 


m—  1 


n( — l)w“*- 1 tf+l  n aj-J-l’ 

indem  man  beachtet,  dass  n — 1 gerade  wird.  Somit  ist  nun 
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,771  — 1 


6) 


X 


— — Z 
n 


xnA-\ 

— cos  hm  ft  (x — cos  h ft)  -f-  sinhmftsinhft 


x 2 — 2 xcoshft-\~\ 

+ (- 1 )wt~1 


i 


n Ä-f- 1 

Aus  den  Zerlegungen  5)  und  6)  ergeben  sich  durch  Multipli- 
kation mit  dx  und  Integration  die  nachstehenden  Integralformeln: 


n 


c.  für  gerade  n und  ft  — — : 


7) 


rxm~l 

j xn+l 


n 


dx 


— — Z [ cos  hm  ft  . l(x 2 — 2 xcoshft-\-  1)] 


i 2 ^ r • t o.  , , x—coshd 

-j Z sin  hm  ft  . Arctan r tw 

n L sin  h ft 


]■ 


wobei  h = 

d.  für  ungerade  n und  ft  = 


1,  3,  5,  . . . (n — 1)  zu  setzen  ist; 

7t 

n 1 

,771 — 1 

dx 


ff— 

J xn+l 


— — Z [ coshmft.l(x 2 — 2 ^rcosÄ'O'-f- 1)] 


n 


+-f£[» 


sin  hm  ft  . Arctan 


x — cos  h ft 


] + <=! i> 


m — 1 


. i cl  | i ^ — | — 1), 

sinh  ft  J ' n 1 J 

worin  sich  die  Summenzeichen  auf  die  Werthe  h = 1,3, 5, ...(n — 2) 
beziehen. 

Aus  dieser  Untersuchung  geht  hervor,  dass  man  den  Werth  des 
Integrales  /V71- 1 dx 


fxm~l  d. 

J ,rn-f- 1 


jederzeit  vollständig  entwickeln  kann;  und  es  lassen  sich  aus  diesem 
Resultate  noch  einige  allgemeinere  Folgerungen  ziehen.  Handelt  es 
sich  nämlich  um  das  Integral 

'm~l  d z 


ß 


a zn~\~b 

so  setzt  man  für  z eine  neue  Yariabele 


/ b \ n f a\n 

\ a ) X ~~\  b ) 2 5 
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es  verwandelt  sich  dann  das  obige  Integral  in  das  folgende 

in 

/V7'-1  dx 

b \ a / J xn  ~f~  1 

und  ist  also  auf  das  frühere  Integral  zurückgeführt.  — Endlich  kön- 
nen wir  noch  bemerken,  dass  nunmehr  auch  jedes  Integral  von  der 
Form 


/ 


A -f-  B z-j-  Cz2~l~. . Jl fzu 


az 


n 


-C  b 


dz,  ll  n 


völlig  entwickelbar  ist,  indem  man  auf  die  einzelnen  Bestandtheile 
desselben  die  soeben  beschriebene  Substitution  anwendet. 


§.  54. 

Fortsetzung  und  Schluss. 

I.  Das  in  §.  52  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Zerlegung 
einer  echtgebrochenen  Funktion  erleidet  eine  wesentliche  Abänderung 
in  dem  Falle,  wo  die  Wurzeln  p,  q,  r . . . der  Gleichung  F(x)  = 0 
nicht  sämmtlich  verschieden  sind.  • Wären  z.  B.  auch  nur  zwei  die- 
ser Grössen  gleich,  etwa  q und  r,  wäre  ferner  F(x)  vom  dritten 

Grade,  also  F(. t)  = (x — p)  (x — q)  (x — r)  = (x — p)  (je £)2, 

und  f(x)  = A-\- B x-\-Cx2,  so  würde  die  Gleichung 

/(O  _ P Q R 

F(  O & — V ' x — <7  ' x — r 

in  die  einfachere  Gleichung  übergehen: 

/( O P | 

F(x)  x — p ' x — r ’ 

wobei  manQ-)-jR  kürzer  mit  einem  Buchstaben  S bezeichnen  könnte. 
Bringt  man  jetzt  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 

A-\-Bx  + Cx* P_  , S 

(x — p)(x  — O3  x — V x — 9 

auf  gleichen  Nenner  und  vergleicht  die  Zähler,  so  würden  sich  drei 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  zwei  Unbekannten,  P und  £,  fin- 
den; man  erkennt  daraus  die  Unmöglichkeit  einer  Zerlegung  dieser 
Form.  Dieselbe  Erscheinung  würde  sich  in  noch  stärkerem  Maasse 
wiederholen,  wenn  die  Gleichung  F(x)  — 0 mehrere  gleiche  Wur- 
zeln besässe  und  überhaupt 

F(x ) =(x — p )*  ( x — . . . (x — s)a 
wäre,  wo  A,  ft,  ...  <5  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  Man  gelängt 
dann  auf  folgendem  Wege  zur  Zerlegung  von  /( x)  : F(x). 
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Zunächst  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  setzen  darf: 


1) 


/(*)  qpjO) 


X + 


<Pi  (*) 


+ • • • 


F(x)  (x—p)A  ' (x  — qY 
wo  (pi  (x),  <P2  (x),  . . . ganze  rationale  Funktionen  bedeuten,  deren 
Grad  niedriger  als  der  Grad  des  Nenners  ist,  über  welchem  sie  ste- 
hen. Man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  indem  man  für  cpi  (x), 
(p2  (x),  . . . Ausdrücke  von  den  Formen 

Cty  b i X — j—  Cj  x ~ ...  — |—  k-^  x ^ ^ 

Ö2  ~ f-  ^2  & ~ (~  ^2  "l-  • • • — j-  X ^ 


einsetzt,  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt  und  die  Coefficienten  der 
in  beiden  Zählern  vorkommenden  Potenzen  von  x vergleicht;  man 
erhält  X fl  6 Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung 

der  X-\- [i-r- . . . <5  Unbekannten  bx,  . . . jb1?  a2,  62,  . . . ko  u.  s.  w., 
also  eine  jederzeit  mögliche  Bestimmung  dieser  Unbekannten*).  Be- 
zeichnen wir  mit 

<p  O) 


(x — r)£ 

irgend  einen  der  auf  der  rechten  Seite  von  Nro.  1)  vorkommenden 
Brüche  und  wenden  das  Theorem  von  Taylor  auf  den  Zähler  an, 
so  können  wir  die  Zerlegung  noch  weiter  treiben.  Zufolge  des  ge- 
nannten Theoremes  ist  nämlich  (Seite  124,  5.) 

9>0)  = <jP[>'  + 0 — r)] 

= *<r>+ (*~r) + V?  (x~ry + • • • + rl.(^-iiCr~r)g 
+ (17.^-7)r)^(f)[-+0(— «■ 


— l 


*)  Um  z.  B.  den  Bruch 


8 — 3 a;  -f-  9 a:2 


1 — x — a:3*  —f—  a:3 

zu  zerlegen,  bemerke  man  zunächst,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 
x9 — x4  — ar-f-l  sind  x==  — 1,  x — — 1,  x = -f-l,  dass  also  x3  — x2 — x-f-1 
= (x — l)*(a;-}-l)  ist.  Man  setze  nun 

9 a:2  — 3 x -f-  8 ax  -f-  bx  x 


x 3 — x2 


+ 


X -j-  1 ( X — l)2  1 X -}-  1 ’ 

so  ergeben  sich  nach  dem  obigen  Veriähren  die  Gleichungen 

a2  = 9 1 aj  + 6|  — 2 a,  = — 3 , ax  -f-  a2  = 8 

und  diesen  entsprechen  die  Werthe  ax  = 3,  \ = 4,  «2  = 5;  demnach 
gilt  die  Zerlegung 


9a;2  — 3a-  -+•  8 
X4  — X2  — X 4"  1 


4x  -f-  *1 


+ 


x-f"  1 


(X  - l)2 
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wobei  das  letzte  Glied  den  Rest  der  Reihe  darstellt.  Da  nun  aber 

cp  ix)  von  niedrigerem  Grade  als  (x — r)£  ist,  also  unter  der  Form 
steht 

cp  ix)  ö — |—  b x — J—  c «r2  —■}—  ...  — 1~  k x$ 
so  giebt  die  q malige  Differenziation  cp^  (x)  = 0,  mithin  auch 
<p(^  [r-f-  0 (.r — r)]  = 0 ; demnach  bleibt,  wenn  wir  die  Coefficienten 
von  x — r,  (x  — r)2  etc.  kurz  mit  R} , R2 , . . . bezeichnen: 

GO  ==  -7?o  + li\(x  r)  — f-  R2  (.x — r)2  —J“  • • • -f"  R q \ix — r)'*. 

Der  obige  Partialbruch  gestaltet  sich  nun  wie  folgt: 

9 00 


(x  — r)$ 


B(\ 


+ 


Ri 


Rq 


+ • * * + 


R 


Q—  1 


x 


( x — r)°  (x — r)?  1 (x  — r)'  2 

Wenden  wir  diese  Zerlegung  auf  alle  in  Nro.  1)  vorkommenden 
Partialbrüche  an,  so  erhalten  wir  folgende  Gleichung: 

/O)  /(*) 


2) 


(x — p)*  (x  — q)f*  ....  (x — s)° 


Po 


+ 

+ 

+ 


(*—p? 

Qo 


+ 

+ 


P\ 


(x  — pf 

Qi_ 

(*— «y*  (x—qf 


_,  + ••••  + 


»— i 


— -f + 


X p 

QfÄ— -1 
x — q 


■ h- 

(x — sf  ( x — s y 

Die  Bestimmung  der  Coefficienten  P0 , P*,  . . • Qo,  Qi,  . . . etc. 
kann  auf  dreierlei  Weise  geschehen;  entweder  hält  man  den  bisher 
im  Allgemeinen  beschriebenen  Weg  auch  in  jedem  speziellen  Falle 
ein,  oder  man  geht  unmittelbar  von  der  Gleichung  2)  aus,  bringt 
Alles  auf  gleichen  Nenner  und  vergleicht  darauf  die  Zähler*),  oder 


ff — 1 


+ + — 

— äV*““1  ' x — 


*)  Wenn  es  sich  z.  B.  um  die  Zerlegung  von 

8 — 3x  -f-  9z* 

1 — x — x*  -f-  xa 

handelte,  so  könnte  man  entweder  die  Rechnung  der  vorigen  Note  benutzen 
und  in  der  dadurch  gewonnenen  Zerlegung 


3 -f  4* 


+ 


( x — l)4  1 x-\-\ 

3 -f'4x==  7 -j—  4 ix — 1)  setzen,  wodurch  man  erhielte 

7 + -A-r  + 5 


(*-  i)s 


X — 1 


1+1  ’ 


J 
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man  bedient  sich  folgenden  Verfahrens.  Sei  r eine  der  Wurzeln 


<7,  . . . und 


^(x) 


!F(*) 

r nicht  vorkomint,  so  ist 

3)  /(*)  __  ßo 


k 

das  Aggregat  aller  der  Partialbrüche,  in  denen 


Ri 


R 


()-l  , ' 'ils(x) 


Fix)  (*_r)e  + + •••+*_  r + WQe)  ’ 

und  \P(x)  sind  zwei  rationale  ganze  Funktionen  und  zwar  be- 
steht y?(x)  aus  dem  Produkte  der  Grössen  (# — p)\  (x — q )u  etc., 
mit  Ausschluss  von  ( x — r)?,  so  dass 

4)  F(x)  = (x—  r)?  3P» 

» 

ist.  Multipliziren  wir  die  Gleichungen  3)  und  4),  indem  wir  zur 
Abkürzung 

5)  R0  R\(.x — r ) + Ri  (*® — r )2  + •••  -f-  Rq— i O — r)ß  = X 

setzen,  so  folgt  die  Gleichung 

6)  f(x)  = XV(x)  + (x-r)<?  *Kx). 

Wir  differenziren  dieselbe  — 1)  mal  und  setzen  in  jeder  so 
gewonnenen  Differenzialgleichung,  so  wie  in  Nro.  6)  selbst,  x = r, 
was  durch  ein  angehangenes  r bezeichnet  werden  möge ; dies  giebt 
/ (r)  = Xr  Wir) 

f (r)  = X,.  W{r)  + Wir) 

/» (,)  = Xr  Wir)  + 2 gf)r  + (g);  Wir) 

u.  s.  w. 

Andererseits  hat  man  aus  Nro.  5) 

6f)r=  (t§)  = 

wenn  überhaupt  n’  das  Produkt  1.2.3...W  bezeichnet.  Die  vorigen 
Gleichungen  gehen  jetzt  in  die  folgenden  über: 


oder  man  hat  nach  Nro.  2)  unmittelbar 

8 - Sa  + 9s* = Pp  , Px  , Qq 

1 — X — X2  -}“  X3  ( X — l)2  ' X — 1 ' X 1 

und  durch  Reduktion  auf  gleichen  Nenner  ergeben  sich  bei  Vergleichung 
der  Zähler  die  Bedingungen 

Po  - Pi  + Qo  = 8,  P0  - 2 Q0  = - 3,  ~ P,  + Q0  - 9, 

deren  Auflösung  P0  = 7,  P,  =4,  Q0  — 5 liefert.  Dieses  zweite  Verfah- 
ren ist  etwas  kürzer  als  das  erste  und  wird  nicht  selten  benutzt. 


Schlömilch,  Analysis. 
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|/(r)=fi0’F(r) 

| /'  (r)  = So  W (r)  + l’Äj  *P(r) 

7)  p''(r)=J^!P"(r)+2 . l,iJ1’ff'(r)-j-2’i?2’P'(r) 

( f“  (r)  = Ä#  !F"'(c) + 3 . rßy  W“(r)  + 3 . i’B.,  W‘(r)  + 3’ÄS  !F(r) 

U.  8.  W., 

aus  welchen  P0,  Px , P2  etc.  der  Reihe  nach  bestimmbar  sind. 

Sobald  die  in  der  Gleichung  2)  vorkommenden  Coefficienten 
nach  irgend  einer  der  angegebenen  Methoden  ihre  Bestimmung  ge- 
funden haben,*  kann  die  Integration  unmittelbar  vorgenommen  wer- 
den; denn  man  erhält  unter  Benutzung  der  Formeln  2)  und  4)  in 
§.  48: 


-Po 


Pi 


. —7 -f-Pli  l(X—p) 

a-l)(  x-p)1-1  (A — 2)0— 2 — - 


Qo 


Ql 


P^2 

„ 

X — p 

Qu— 2 


(ft— 1)0—' ?) 


u—  1 


(fi-2)(»-9y‘-2 


X 


l~Q(a — <?) 


u.  s.  w. 


Um  das  Verfahren  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  sei 

1 


f: 


dx 


x3(x l)2  (j?  — j—  1) 

das  zu  entwickelnde  Integral,  also  f(x)  = 1;  das  Schema  der  Zer- 
legung ist  liier 

1 


X 3 ( X l)2  (tf-j-l) 

-Pp  j P\  i P2  1 Qo 1 Qi  1 Pq 

■”  -r  X2  i-  x 1 — 1)2  1 i“ 

Um  zunächst  P0,  Pi , P2  zu  bestimmen,  hat  man  in  den  For- 
meln 7)  P für  P,  r = 0 und 

Ur(x)  = (x — l)2  (#-|-l)  — x3  — x2  — x — |—  1 ' 
zu  setzen , woraus  folgt 

W(x)  = 3x2  — 2x—l,  W“  (x)  = §x  — 2. 


Die  Gleichungen  7)  werden  jetzt: 

1=-P0,  0 = P0(“l)  + Pi,  0 = P0(-2)  + 2P1(— 1)+2P2 
und  geben  P0  = 1,  Pj  = 1,  P2  = 2.  — Um  Qo,  Qj  zu  finden,  ist 
in  den  Formeln  7)  Q für  P,  r = 1 und  ferner  zu  setzen 

?P((r)  =:  A>3  (j?  — (—  1)  rrr  ^4-|-a;3 

?F'0)  = 4«a  + 3*8, 


\ 


Digitized  by  Google 


Cap.  XI.  §.  54.  Fortsetzung  und  Schluss.  227 

folglich  wird  - - 

1 = Qo  . 2 , 0 = Qo  • 7 -j-  Qi  . 2 , 

woraus  man  Qo  = I,  Qt  = — \ findet.  — Zur  Bestimmung  von 
R0  endlich  gehören  die  Substitutionen  r — — 1 und 

*P*0)  — .T3  O—  1)2; 

die  erste  Gleichung  in  Nro.  7)  giebt  jetzt  1 — R0  ( — 4)  oder 

1 


Rn  = — Vermittelst  dieser  Werthe  der  Coefficienten  hat  man 


x3  ( x — l)2  (ar+  1) 

2 1 7 

_| 1 1 

?3  1 x2  ' x 2 (x — l)2  4(x — 1) 

und  durch  Integration 

dx 


x3 


1)  40+1) 


/; 


X*  (x—iy  (*+1) 

II.  Das  angegebene  Verfahren  bleibt  der  Hauptsache  nach 
dasselbe,  wenn  die  gleichen  Wurzeln  zum  Theil  imaginär  sind;  es 
werden  in  diesem  Falle  auch  die  Coefficienten  ^0?  P\>  • • • Qo*  Qi*  • • • 
imaginär;  aber  es  lässt  sich  diese  imaginäre  Form  dadurch  vermei- 
den, dass  man  wie  früher  diejenigen  Partialbrüche  vereinigt,  welche 
zu  conjugirten  Wurzeln  gehören.  Man  erhält  dadurch  Ausdrücke 
von  der  Form 

A + Bx  Cx*  + . . f 
(a  -|-  4*  -|-  Cir2)™"!"1 

deren  Integration  keinen  Schwierigkeiten  unterliegt  (§.  51).  Ein 
Beispiel  wird  hinreichen,  um  die  Methode  kennen  zu  lernen.  Wenn 
es  sich  um  die  Entwickelung  des  Integrales 

O ~ I-  1)  dx 


A 


(X2+1)2  O—  1) 

handelt,  so  ist  das  Schema  der  Zerlegung,  wenn  i = V — 1, 

I 

x 1 x -(-  1 

02+ 1)2  (x—  1)  = (x  — i)2  (a-j-04  (*— 1) 


Po 


+ ^h  + 


Qo 


i Qi  i Rq 

~r  m-  “r  “ ; 


O — t)2  1 # — i O + O2  -+  i x — 1 

Die  Formeln  7)  liefern  nun  zunächst,  indem  man  Pfür  72,  i für 

r und  W(s)  = O“h02  O6 — 1)  setzt,  die  Werthe 

i n 1 — i 

Po  4 ’ ?!  4 


15' 
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Zur  Auffindung  von  Qo  uod  Qi  ist  keine  neue  Rechnung  nöthig, 
denn  es  würde  diese  nur  darin  von  der  vorigen  verschieden  sein, 
dass  überall  — s an  der  Stelle  von  i und  Q für  P stände;  man  hat 
daher  unmittelbar 


Qo  = ~—, 


Qi  = — 


l — (—  t 


Die  Substitution  r — 1,  TP (x) = (x2  -j- 1)2  giebt  noch  B0  . = 
und  somit  ist 

#-|- 1 

(>2 -f- 1)2  0—1) 

=_Lr_L_  _ _j_i  _ j ri=( , i±n  . . _i_. 

4 lo — 02  0+0 2 J 4 U — i ' #+tj  ' 2 x — 1 

Durch  Zusammenziehung  der  conjugirten  Partialbrüche  gelangt 
man  zu  der  reellen  Zerlegung: 

x-\ - 1 

02+i)2  0 — 1) 

a _ 1 g + 1 I 1 1 . 

— 02-fl)2  2 *2-|-l  5 X—  1 ’ 

indem  man  endlich  noch  mit  dx  multiplizirt  und  integrirt,  erhält  man 

«z-f-1  « 


/ 


1 


02+i)2  O — i) 


dx 


1 ^ - — |/02+l)  — l Arctan x -|-  \l  (x — 1)  -|-  Cohst. 

SC  | 1 


* 
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Cap.  XII. 

Integration  irrationaler  algebraischer  Differenziale. 

§.  55. 

Einfachste  Fälle. 

Unter  den  Fundamental  form  ein  des  §.  48  befinden  sich  nur  we- 
nige, die  zur  Integration  irrationaler  Differenziale  dienen  können; 
bei  gepauerer  Ansicht  bemerkt  man  noch,  dass  die  darin  verkom- 
menden Wurzeln  ausschliesslich  Quadratwurzeln  aus  algebraischen 
Funktionen  ersten  oder  zweiten  Grades  sind.  Demnach  haben  wir 
«ns  zunächst  auch  mit  derartigen  Differenzialen  zu  beschäftigen. 

Wenden  wir  auf  das  Integral 


die  schon  in  §.  50  gebrauchte  Zerlegung 


an,  und  setzen  zur  Abkürzung 


ferner 


so  erhalten  wir 


dx  1 r dy 


L.  C dy  . 


230 


Cap.  XII.  §.  55.  Einfachste  Fälle. 

Durch  Anwendung  der  vor  Nro.  9)  in  §.  48  vorhergehenden 
Formel  ergiebt  sich  weiter 

dx 


f 


= "y—  l (y  -(-  V cl 2 -f-  y2)  -)-  Const. 


Va-J-  hx-\-  cx2  c 

= l ^x]f  c -)-  H“  V a-^&4?-j-Cd?2^  -f”  Const., 

oder,  wenn  man  sich  die  willkürliche  Constante  aus  l (2  VT) 

V c 

und  einer  neuen  willkürlichen  Constante  zusammengesetzt  denkt : 

= l {'lcx-\-b-\-'lV~~c  V~ a— j— f— c^r2)  — ] — O. 


1) 


fvä 


dx 


-)-  b x -(-  c x2  V c 

Diese  Formel  wird  direkt  nicht  mehr  brauchbar,  wenn  c eine 
negative  Zahl  ist,  also  das  zu  entwickelnde  Integral  die  Form 

dx 


fv 


a -j-  b x — cx2 
besitzt.  Für  diesen  Fall  benutzt  man  die  Zerlegung 

a+bx-cx*  = («  + £)  - (xVT--A=)2, 


2V: 

setzt  analog  dem  Früheren 

. h<1  o i r—  b , 1 J 

a + Tc  = tt ’ xVc~WT  = y'  Tc  y 

■ * ' • 

und  hat  dann 

/dx  1 r dy 

\^a-\-bx — cx 2 c J V a2  — y2 

wo  sich  das  Integral  rechter  Hand  mittelst  der  vor  Nro.  10)  in  §..48 
vorhergehenden  Formel  entwickeln  lasst.  Man  erhält  auf  diese 
Weise 


fv< 


dx 


a-]-hx  — cx2  V~c~ 
oder  vermöge  der  Werthe  von  cc  und  y: 
^ r dx  i 


1 7/ 

= —7===-  Arcsin  — -f-  Const , 

V7  « 


fvä 


= — ==.  Arcsin 


VT 


%cx — b 
V 4 ac-\-b2 


-f-  Const. 


-\-bx-^-cx2 

Wäre  endlich  c ==  0,  so  würde  man  keine  der  Formeln  1)  und 
2),  sondern  die  Fundamentalformel  2)  in  §.  48  für  p | in 

Anspruch  nehmen. 
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Die  soeben  gewonnenen  Resultate  können  wiederum  als  Aus- 
gangspunkte für  fernere  Entwickelungen  dienen,  wenn  man  die  in 
§.51  unter  5),  6)  und  7)  entwickelten  Reduktionsfornieln  damit  in 
Verbindung  bringt  und  berücksichtigt,  dass  die  citirten  Formeln  die 
Umkehrungen  zweier  Differenzialgleichungen  sind,,  die  für  beliebige 
m und  n gelten.  Setzen  wir  nämlich  in  der  Formel 

r dx  &-|-2c£  . (2n — 1)  2 c C dx 

° J 2'n-fl  nXTn  ^ n * J Tn 

\T  = a — }—  b x — J—  c x- , X ~ iac  — 52] 
der  Reihe  nach  n — J,  jj,  J etc.,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  Glei- 
chungen : . ' 


4) 

5) 


/-£-=* 

J T VT 

r = a 

J T2\Tr  a 


b - -j — 2 c x 


t Vr  iVt  ' 

b -f-  2 cx  , 8 P dx 

rT  ' 31  7 T VrT 


xtVt 

u.  s.  w., 

aus  denen  hervorgeht,  dass  sich  jedes  Integral  von  der  Form 

dx 


f: 


Tk  Vr' 

worin  k eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  vollständig  entwickeln 
lässt  und  für  k 0 eine  algebraische  Funktion  von  x ist. 

Kehrt  man  die  Gleichung  3)  um,  drückt  also  das  Integral  rech- 
ter Hand  durch  das  Integral  linker  Hand  aus,  so  hat  man  weiter 

Cdx  5-f-2car  nX  C dx 

J rjin  (2n — l)2c!Tn  (2?i  — 1)  2c  J ?n+ 1* 

für  n — — 1,  — |,  — \ etc.  entspringen  hieraus  die  Gleichungen 

fä,Vr  = bfcfif  tVt  + l ffe 


7) 


8) 


J dx  T VT  = 


b-\~klcx 
4 c 


V*  + T hfilVT 


u.  s.  w. , 


durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  jedes  Integral  von  der 
Form 

dx  TkVr 


/■ 


für  ein  ganzes  positives  k entwickeln  lässt.  — Ueberhaupt  ist  nach 
diesen  Betrachtungen  der  Werth  des  Integrales 
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J ° d x — J ° (cs  — J—  b x — |—  c xrf  d x 

als  bekannt  anzusehen,  wenn  p unter  die  Form  + (Je  -)- 1)  gehört. 

Mittelst  der  Formeln  6)  und  7)  in  §.  51  folgt  hieraus  unmit- 
telbar, dass  für  jedes  ganze  positive  m auch  die  Integrale 


f xm  Tp 


T dx  und 


{- 

'S  x 


V 

T dx 


entwickelt  werden  können,  indem  man  n -(-  1 = + (k  -f-  setzt 
und  im  Uebrigen  ganz  so  wie  dort  verfährt.  So  erhält  man  z.  B. 
für  n — — 1 : 

Cxm  dx xm  1 V T (2 in  — 1)  b C xm~l  dx 

J Yt  ~ mc  2 mc  J Yt 

^ ( m 1^/7  2 


9) 


(w  — l)a  r xm  1 dx 

~ J 77  ' 


mc 


woraus  die  Werthe  der  Integrale 

C x dx  Cx2  dx  r x*dx 

JVW'  J VW'  JVW 

i 

, der  Reihe  nach  leicht  hergeleitet  werden  können. 


§.  56. 


Integration  durch  W egs chaffun g des  Wurzelzeichens. 


Ein  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Integration  irrationaler 
Ausdrücke  besteht  in  der  Substitution  einer  neuen  Variabein  von 
der  Art,  dass  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende  Grösse  zu  ei- 
ner vollständigen  Potenz  wird,  aus  welcher  die  Wurzel  gezogen 
werden  kann;  das  Integral  erhält  dadurch  von  selbst  eine  rationale 
Form  und  unterliegt  dann  den  Methoden  des  vorigen  Capitels.  Man 
merke  sich  für  den  Gebrauch  dieser  Methode  folgende  Substitu- 
tionen : 


1) 

2) 

3) 


V a-\-ßx  wird  rational  für 

y«*_ /j***  „ 


X 


X 


a 

J 

« 

J 
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Das  Detail  der  Rechnung  wird  inan  aus  folgenden  Beispielen 
ersehen. 

I.  Das  zu  entwickelnde  Integral  sei 

— C 1 dx 

so  erhält  man  für 


4) 


5) 

woraus  die  Werthe 

V l + x*  = 


X 


+*■*  y i _|_xj  ’ 
_ i 


i+y! 


dx=-l±^ldy 


ly  7 ” 'ly2 

folgen,  für  J die  neue  rationale  Form: 

j=  — 2 f dy 

J *+2*2/ — *y2 

und  nach  Formel  6)  in  §.  50 

I (•-h.+V*+» \ + Con»t. 

V x2+A2  Vx  — ky—  Y x2-f-A2  / 

Aus  Nro.  5)  ergiebt  sich  umgekehrt  y — — x -f-  1 — (— »z?2 

und  zwar  nehmen  wir  die  positive  Wurzel,  wreil  in  Nro.  4)  der 

Ausdruck  l-)-^2  als  positiv  angesehen  wurde  und  mithin  der  gleich- 

1 — f— v2 

«reitende  Bruch ebenfalls  positiv  sein  muss , wozu  offen- 

iy 

bar  ein  positives  y gehört.  Nach  Substitution  dieses  Werthes  und  ver- 
möge der  ursprünglichen  Bedeutung  von  .7 folgt  nun  die  Integralformel: 

/I  dx 

x + *x 

1 


Vl+x2  

+*x  — *v.i+x^  + y^+*A 
x_)_Ax  — *yi+xs’—  yx'j+*v  ^ 


V X*  + 

II.  z ur  Entwickelung  des  Integrales 

l dx 


Const. 


74 


J = 


x -4-  X x \T  \ 

bedienen  wir  uns  der  Substitutionen 

1—2 12 


x 2 


8) 


x 


i+y! 


= T^y'  dx  = - 


J 9 

4:1/  du 

(1  + 2/+ 


und  erhalten  mittelst  derselben 

■j  K 

J x 


dy 


A-|-(x  — X)y2 
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Hier  sind  die  Fälle  x A,  3t  = A und  3t  A zu  unterscheiden; 
im  ersten  Falle  wird  nach  Nro.  7)  in  §.  48 

J = - - --1  -■  l (£+«  + » B + Cons*., 

VA2 — x2  M/^l-l-x  — y V A — x/ 

und  wenn  man  die  ursprüngliche  Bedeutung  von  «/,  sowie  den 
Werth  von  y aus  Nro.  8)  einsetzt: 

i°)  • f 1 — 

1 . /V  A— f-X  1 — I — ^ -f-  l^A — 5t  l/"  1 — -e\  - _ 

= “ VA*-**  WA+x  VT+*-  Va-*Vi-*/+  *■ 

Für  A = x giebt  die  Formel  9)  unmittelbar 

J = — — y -|-  Const. 

7C 

oder  mittelst  der  vorigen  Substitutionen  und  nach  Hebung  von  x : 


11) 


r 1 dx  . / 1 — x . 

J' l-\-x  Yl  — x*  V 1+tf  ' 


Für  x A lässt  sich  die  Integration  in  Nro.  9)  mittelst  der  For- 
mel 6)  in  §.  48  ausführen  und  es  ist  dann 

2 Cu  Vx — Av 


Breton 


/yJ/x-AX 
\ Vx4-A  / 


Const. 


I /x2  — A2  V Vx-f-A 

oder  vermöge  der  Werthe  von  7 und  y 

12)  /* — d* 

J x-|- Ao?  Y 1 — X2 

= — T 2 Arctan  -f  Omrf. 

Vx*  — A*  \f*|l  Vl+J 

III.  Eine  allgemeinere  Integration  ist  noch  folgende.  Es  be- 
zeichne F (z)  eine  rationale  algebraische  Funktion  von  z,  so  kann 


das  Integral 


f 


F (y a -j~  b x -f-  c x2)  dx 
bei  wesentlich  positivem  c dadurch  ermittelt  werden,  dass  man 

i y2  A 


13) 


x = — — - j Y 4 a c - 
2c  ( 


b2 


2y 


setzt;  denn  man  erhält  mittelst  dieser  Substitution 
14)  F (y a — {—  b x-\-  c x'2^  dx 

V 4 ac  — b2 


4 c 


/ 


F 


4 a c — 6 2 1 -f-  y2\  1 -f~  y 2 

2VT 


2y  ) 


r 


dy. 
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Hier  ist  das  Integral  rechter  Hand  nach  den  Lehren  des  vorigen 
Capitels  entwickelbar  und  man  hat  am  Ende  nur  noch  den  Werth 
von  y aus  Nro.  13)  einzusetzen. 

Handelt  es  sich  dagegen  um  die  Integration 

J ° F(}fa-\-bx — cx2)  dx, 

so  setze  man 

15  V4ac+i’  + 

und  es  ergiebt  sich 

16)  J*  F a-\-b  x — c x2^  d x 

2 V^  4 ac-\-b2  f f ( V+  ac-\-  b2  2 y2  \ y dy 

= ~ 1 j ' 2 vT  1+7/  (i+y2)2’ 

wo  man  wiederum  die  Integration  ausführen  und  den  Werth  von  y 
der  Gleichung  15)  entnehmen  kann.  Auf  diese  Weise  hätten  sich 
auch  die  Formeln  1)  und  2)  des  vorigen  Paragraphen  entwickeln 
lassen 


§.  57. 

Integration  binomischer  Di  fferenziale. 


Unter  dem  Namen  der  binomischen  Differenziale  versteht  man 
Ausdrücke  von  der  Form 

V_ 

xm  1 (a-f-  bx11)^  dx, 

worin  w,  n,p  und  q ganze  positive  Zahlen  bezeichnen.  Die  Inte- 
gration solcher  Differenziale  kann  auf  zweierlei  Weise  geschehen, 
entweder  durch  Wegschaffung  des  Wurzelzeichens,  oder  durch  Re- 
duktion auf  ähnliche  und  einfachere  Integrationen. 

• * > 

I.  Setzt  man  erstlich 


O *=(+/)  mithin  d*  = ±fi  1 (Z+) 

so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 


dz, 


r 2»_i 

— / (z(l—d)n  fP  + 9" 


dz 


n6n 


2) 
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und  hier  ist  rechter  Hand  ein  rationales  Differenzial  vorhanden,  so- 

771 

bald  — eine  ganze  Zahl  ausmacht.  So  z.  B.  hat  man  nach  den  obi- 
n 

gen  Formeln 

J ' xh  (1 — x2)1  dx  — — ~ J* (z7  — 

wo  die  Integration  in  Beziehung  auf  z durch  Entwickelung  von 
(z7  — l)2  ausgeführt  werden  kann , und  am  Schlüsse  derselben  der 
Werth  von  z aus  der  Gleichung 


l)2  z*dz , 


* = = (l— 


zu  nehmen,  also 

* = (1  — x2y  . 

einzusetzen  sein  würde. 

Eine  zweite  Substitution,  welche  ebenfalls  zu  einer  rationalen 
Form  führen  kann,  ist 


3) 


* = (-^)"al90  dx  = — nn  i!ZÜ 

\z'{  — i/  . n 


zl  — b 

man  erhält  durch  dieselbe : 


(zr!  — b)n 


+ 1 


m + p 


4) 


J xm-'i{a-\-bxn)<i  dx  = — f 


zP+1-1  dz 

- + iL+i 

(*?—  b)n  « 

m 


und  hier  wird  das  Differenzial  rechter  Hand  rational,  wenn 


n 


P_ 

$ 


eine  ganze  Zahl  ist.  So  hat  man  beispielsweise 


und  darin 


fx  (l+*3)s  dx  = — f 


z3  dz 


■=(s=i) 


L, , = <i+-)1, 

X 


nach  welchen  Angaben  die  Rechnung  keinen  weiteren  Schwierig- 
keiten unterliegt. 


m 


II.  Ist  weder  — noch )-  — eine  ganze  Zahl,  so  lässt  sich 

n n q 

das  binomische  Differenzial  im  Allgemeinen  nicht  rational  machen; 
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man  benutzt  dann  die  nachstehend  entwickelten  Reduktionsformeln, 
die  übrigens  allgemein’  für  beliebige  m und  n gelten. 

p ' • 

Bezeichnen  wir  — kurz  mit  s und  a ~\~  bxn  mit  X,  so  giebt 

die  partielle  Integration: 

.m 


J ;c“‘  ~l  X'  4 z = X'  fs-<  dz  — ; jx‘-'  dX  J ; 

m t/ 


m — 1 


dx 


dX 


und  weil  dX  = bnxn  1 dx  ist; 

■mXs 


5) 


f xm~lXsdx  = - 


m J 


~ 1 X*  ~ 1 


dx. 


m m 

Dieser  Formel  wird  man  sich  bedienen,  wenn  eine  Vermehrung 
von?«  und  eine  gleichzeitige  Verminderung  von  s wünschenswert!!  ist. 
Durch  Umkehrung  der  Formel  5)  hat  man  noch 

f xm+n-lX5~ldx  J!L-  f ^«*-1  x*dx 

J bns  bnsj 

oder,  wenn  m — n für  m und  s -j-  1 für  s gesetzt  wird,  • 

6)  f xm~l  Xs  dx=  ^ m — n C ly*-H  dx; 

5n(s-(-l)  bn(s-\-l)J 

mittelst  dieser  Formel  verkleinert  man  m und  vergrössert  gleich- 
zeitig s . 

Wenn  man  ferner  die  rechte  Seite  der  identischen  Gleichung 
Jxm~1Xsdx=  fxm-1(a-\-b^)Xs-1 

= «f  *”“1  X8“1  dx-f-J  J dx 

mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5)  zusammenhält,  so  ist  zunächst 

xmX°  bns  fxm+n-lxs-l  dx 

m J 


dx 


m 

= a f xP-'X*-1  dx  + i f t™+fl-1Xs-1  dx, 

in  dieser  Gleichung  schreiben  wir  5 -j-  1 für  s und  sehen  das  erste 
Integral  rechter  Hand  als  Unbekannte  an;  es  wird  so: 

7)  fxm-1  Xs  dx  = — - — Hm+"*  + g>  C xm+n- 1 Xsdx . 
J am  am  J 

diese  Reduktionsformel  vergrössert  m ohne  5 zu  ändern.  Drückt  man 

das  Integral  rechter  Hand  durch  die  übrigen  Grössen  .aus  und 

schreibt  nachher  m — n für  m,  so  ist: 
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xm-nxs-\-l  a(m — n) 


C xm~lXsdx 


/m — n — 1 


— 1 vs 


Xs  dx, 


b (in  -)-  ns)  b (in  -)-  ns)^ 

womit  eine  Verkleinerung  von  m ohne  Aenderung  von  s herbeige- 
führfc  vwird. 

Gehen  wir  wiederum  von  der  identischen  Gleichung  aus: 

J xm~l  Xsdx  = a J I»-1!*-1  dx  + b J xm+n— ‘jf*-1  dx, 

so  giebt  die  Anwendung  der  Formel  6)  auf  das  Integral  rechter 
Hand: 


f 


jn — 1 vs . 


a?”*  -Xsdx 

m Xs  7 n 

s b 


a f xm~l  Xs~l  dx+b  ~ — f xm~lXs  d 4 

J L * ns  bns J 


Durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  folgt  hieraus 

9)  fxP-'X'dx  = f >— IX4"1  dx, 

J m-\~ns  m-f-ns J 

welche  Formel  zur  Verkleinerung  von  s ohne  Aenderung  von  m 
dient.  — Schreibt  man  noch  s -f-  1 für  s und  reduzirt  die  Glei- 
chung 9)  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  ergiebt  sich 


10) f xm— 1 X*dx= 


X 


m 


X*+l 


m±»P'  i xs+1  d 


a7i(s-)-l)  1 aTj(s-J-l) 

und  hiermit  ist  die  Möglichkeit  geboten,  s ohne  Störung  des  m zu 
vergrössern. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  von  diesen  sechs  Reduk- 
tionsformeln die  benutzen  wird,  welche  im  gegebenen  speziellen  Falle 
am  raschesten  auf  ein  bereits  bekanntes  Integral  führt.  Wäre  z.  B. 
das  zu  entwickelnde  Integral 

r xkdx  r i-  i i 

j v=  ■ — = I x^  2 (a — x)  i dx , 

J V ax — x 2 J 

und  darin  k eine  ganze  positive  Zahl,  so  liegt  es  am  nächsten,  durch 
successive  Verkleinerung  von  k auf  das  Integral 


r dx 

J Vax  — 


Arcsin 


‘Ix 


a 


-J-  Const. 


ax  — x2  a 

zurückzugehen;  in  diesem  Falle  ist  also  die  Anwendung  der  Formel 
8)  indicirt  und  man  erhält  dadurch 
r x^dx  aft— 1 V a x — x2  . a('2k  — 1)  C 1 dx 

kJ  a x — x2  & • 2 k %J  Aff. — x2 

wie  man  auch  aus  der  Formel  9)  in  §.  55  finden  kann.  Aehnlicher 
Ueberlegungen  bedarf  es  in  jedem  anderen  Fälle. 
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Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  obigen  Reduktionsformeln  für 
?n  — n — 0,  sowie  für  m -j-  ns  = 0 nicht  in  Anspruch  genom- 
men werden  dürfen,  wie  ein  Rückblick  auf  ihre  Herleitung  leicht 
erkennen  lässt.  In  diesen  beiden  Fällen  können  aber  (nach  I.)  die 
DifFerenzialformeln  rational  gemacht  werden  und  bedürfen  der  ge- 
nannten Reduktionsformeln  nicht. 


§.  58. 

Integration  durch  unendliche  Reihen. 


Wenn  das  zu  integrirende  Differenzial  keiner  von  den  bisher 
betrachteten  Formen  angehört,  so  bildet  das  Integral  derselben  eine 
Funktion  von  x , die  weder  algebraisch,  noch  durch  Logarithmen 
oder  Kreisbögen  dargestellt  werden  kann.  In  diesem  Falle  muss 
man  zur  näherungsweisen  Berechnung  des  Integrales  schreiten,  die 
darin  besteht,  dass  man  den  unter  dem  Integralzeichen  stehenden 
Faktor  von  x in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  und  deren  ein- 
zelne Glieder  integrirt.  Setzen  wir  nämlich  zufolge  des  Theoremes 
von  Mac  Lau  rin 


/(*)  - K = /(0)  + + CT  **  + 

1)(0) 

1.2.3...  (*-»>  ’ 


wo  Rn  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet,  so  ist 

f m dx  — f Rndx=  Const.  + /(0)y  + ^ j 

, f“  (0)  x*_  /"-!)  (0)  xn 

' 1.2  3 '■■■•"  1.2.. .(w— 1)  n ’ 

Vorausgesetzt  nun,  dass  für  unendlich  wachsende  n der  Rest  lin  die 
Kuli  zur  Grenze  hat,  so  wird  auch  Lim  fRn  dx  =;  0,  und  die  vo- 
rigen Gleichungen  gehen  in  die  folgenden  über: 


^ I /'(°)-  Ire0)..,  . 
/ 0)  = /(°)  + *i72"  + 


/ 


A.)  »•  = + /J?  ■ + “ *’  + + 


vvobei  inan  noch  bemerken  kann,  dass  die  zweite  Reihe  stärker  als 
die  erste  convergirt. 

Nach  diesem  Verfahren  hat  man  z.  B.  für  x < 1 
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■>  /++> =/['+}*•+  H- + &W"~] 

. ar  1 1.3  o?7  , 1.3.5  ,z10  . 

_ Conti.  + 7 + 24+0  T + 2TiT6  IÖ+ 

Nicht  immer  bietet  sich  die  Reiheuentwickelung  so  von  selbst  dar, 

0 

wie  in  dem  vorstehenden  Beispiele;  im  Gegentheil  bedarf  es  häufig 
erst  einiger  Umwandlungen  ehe  man  zu  einer  Reihe  gelangt.  Um 
z.  B.  das  Integral 

dx 


ß 


dx 


V 1 — (a»  + /S*)x*+a2/J*** 

zu  entwickeln,  kann  man  bemerken,  dass  dasselbe  unter  der  Form 

1 1 


Sv 


d x 


1—  «2  «2  yi_/}2a2 

darstellbar  ist,  deren  einzelne  Faktoren  leicht  zu  verwandeln  sind. 
Unter  den  Voraussetzungen  ax  1 und  ßx  1 hat  man  nämlich 
1 _ . , _ . 1.3  . . . 1.3.5 


q=  1 + | CC2X2  + 


2.4 

1.3 


c4*4  + TTl  “**•  + 

1.3.5 


V 1 — a2  x 2 

■ 7 1 =1+5  ß2*2  + +T  ß***  + +++  ß*  *«  + 

Y 1 ß^x2  2.4  r 1 2.4.6  r 1 

Durch  Multiplikation  ergiebt  sich  hieraus  ein  Resultat  von  der  Form 

2)  - - ■■■■-""• 1 — (~  O2  x2  — C4  xA  —I—  Cq  xg  — |— 

V(l  — a2x2)(l  — ß2x2)  11 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde 

^2  = 3 ft2  "f  2 ß2 


3) 


id  = i^o4+|.|«*0* + ££/»« 


u.  s.  w. 

Die  Integration  giebt  nunmehr  unter  den  genannten  Voraus- 
setzungen : 

f ff  . £ + %?  + 9i5l  + . . . . + CM. 

4V  V(l— «2^)(1  — (32*2)  1^3  5 - ' 

1>«*>—  1;  l>/3*>  — 1. 

Dasselbe  Verfahren  wird  man  in  allen  den  Fällen  benutzen,  wo 
das  zu  integrirende  Differenzial  aus  Faktoren  besteht,  die  einzeln 
genommen  in  Reihen  verwandelbar  sind. 

Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Integration 

1 


ß 


VT+  ax-^-bx* 
Unter  Benutzung  des  bekannten  Satzes 


dx . 
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1 >*>  — 1 


ergiebt  sich  zunächst  unter  der  Voraussetzung,  dass  ax  -f-  bx 3 
_.  x^a  bx2)  ein  echter  Brucli  ist: 


Hier  kann  man  die  einzelnen  Reihenglieder  nach  Potenzen  von  x 
entwickeln  und  darauf  integriren ; man  erhält 


wobei  jedoch  1 > x (a  b x2)  > — 1 sein  muss. 

Nicht  immer  glückt  es,  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende 
Funktion  von  x in  eine  nach  Potenzen  von  x selbst  fortschreitende 
Reihe  zu  verwandeln,  weil  bekanntlich  das  Theorem  von  Mac 
Laurin  nicht  auf  alle  Funktionen  anwendbar  ist;  in  solchen  Fällen 
muss  man  versuchen,  die  gegebene  Funktion  in  eine  Reihe  umzu- 
setzen, die  nach  Potenzen  einer  anderen  Funktion  fortschreitet,  wo- 
bei man  darauf  zu  sehen  hat,  dass  die  einzelnen  Glieder  dieser 
Reihe  wiederum  integrirbar  sind.  Die  folgenden  zwei  Beispiele  wer- 
den dies  deutlich  machen. 

Unter  der  Voraussetzung  eines  echtgebrochenen  x würde  es 
sehr  leicht  sein,  den  Werth  des  Integrales 


in  eine  nach  Potenzen  von  x fortschreitende  Reibe  zu  verwandeln; 

» * 

ist  aber  der  absolute  Werth  vom  x 1,  so  wird  jene  Entwickelung 
unrichtig  und  lässt  sich  durch  die  folgende  ersetzen: 


Yl-\-ax-\-bx 


1 


dx 


und  diese  hat  in  unserem  Falle  Gültigkeit,  weil  für  x 1 der  um- 
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gekehrte  Werth  — 1,  al9o  um  so  mehr  ~ 1 ist. 

° x -r 


Die  Inte- 


gration giebt  jetzt: 

6) 


/ 


dx 


1.3  1 


1.3.5  1 


— [—  • • •>  • 


_ Const.  — y—  y ? yx3  T2i4  13j.6  2.4.619*» 

Auf  ähnliche  Weise  wie  das  Integral  in  Nro.  5)  würde  sich  auch 
das  folgende  * . 

dx 


f- 


V 1 -|-  2 X x1 2  -)-  X* 

in  eine  Reihe  entwickeln  lassen,  jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  2 x x2  + x 4 ein  echter  Bruch  ist ; bei  einigermaassen  grossen  x 
kann  aber  dieser  Bedingung  nicht  genügt  werden,  und  man  benutzt 
dann  eine  Transformation,  welche  auf  der  identischen  Gleichung 

l-f2x#2-|-#4:=(l-f#2)2  jl-f. 

beruht.  Sobald  nun  (1  -f-  #2)2  mehr  als  der  absolute  Werth  von 
2 (x  — 1)  beträgt,  tritt  folgende  Entwickelung  ein: 

7)  f dx  = f-  1 dx 

J Vl4-2x«*4-*4 


y/1+ *(*-!>  1+J,J 


(1-f  #2)2 


1 1 X— 1 , 1.3  (X— l)2 

1 + «*  1 (l-f-#2)3  '1.2  (1  — )— #2)6 

deren  einzelne  Glieder  leicht  integrirt  werden  können;  die  entste- 
hende Reihe  würde  namentlich  dann  von  Vortheil  sein,  wenn  x nahe 
an  1 liegt  und  # eine  grosse  Zahl  ist. 


Es  versteht  sich  von  selbst , dass  man  die  Integration  mittelst 
unendlicher  Reihen  auch  in  den  Fällen  anwenden  könnte,  wo  man 
bereits  auf  anderem  W ege  die  W erthe  der  Integrale  in  geschlossener 
Form  entwickelt  hat;  die  nach  diesen  zwei  Methoden  abgeleiteten 
Werthe  eines  und  desselben  Integrales  können  nur  um  eine  Con- 
stante  differiren  und  lassen  daher  eine  Vergleichung  zu,  welche  jeder- 
zeit auf  ein  zur  Theorie  der  Reihen  gehörendes  Resultat  führt.  So 
hat  man  z.  B.  einerseits 


/ 


1 -|-# 


dx  = 2(1— |-#)  — |—  C\\ 


andererseits  ist  der  Werth  desselben  Integrales: 
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/■ 


dx 


0 — a?-j-#2 — xz-\-xA  — )dx 

= j*  — 5<*24-|.z3  — i^4  + + Q, 

jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung  eines  echtgebrochenen  x , weil 
ausserdem  die  für  1 : (1  -|-  x)  gesetzte  Reihe  diesem  Bruche  nicht 
gleich  wäre.  Die  Vergleichung  beider  Resultate  giebt 

Z(l-)-£)--f“Cojwf.  = Ja: — — 

1 > x > — 1. 

Der  Werth  von  Const.  bestimmt  sich  durch  die  Spezialisirting  x—0\ 
man  findet  Const.  = 0 und  kommt  somit  auf  ein  bekanntes  Resultat 
zurück.  — Nach  demselben  Verfahren  würde  man  die  Reihe  für 
Arctan  x aus  der  Gleichung 

f J — a:8-)- ) 

1 >*>—  1 

ableiten  können,  ebenso  die  Reihe  für  Arcsin  x aus 

JvT=Pd‘=f  + + + \d‘ 

1 > * > — 1. 

Ein  weniger  bekanntes  Resultat  ergiebt  sich  aus  der  für  l]>a:]> — 1 
-geltenden  Gleichung 

+ Id*’ 

nämlich 

i — ; — . x . ar3  . 1 . 3 xb 

l(x  -\-V  1 +ä2)  -f-  Const — — 5 Y+  YTl  5 

Für  x = 0 erhält  man  Const.  = 0;  mithin: 

. x r3  1.3  X'* 

8)  Z(a-fVl+*2)  = 7 — 5-3  + 271  7 

Man  findet  dieselbe  Gleichung  auch  dadurch,  dass  man;  in  der 

Reihe  für  Arcsin  x den  Ausdruck  x V — 1 an  die  Stelle  von  ä tre- 
ten lässt  und  die  Formel  7)  in  §.  45  (S.  172)  benutzt. 


IG* 
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§.59. 

Differenziale  mit  Exponenzialgrössen. 

t 

Enthält  die  zu  integrirende  Funktion  nur  Exponenzialgrössen, 
ist  also  das  Integral  von  der  Form 

' ■ 

so  kann  es  mittelst  der  Substitution 

__  Iz  1 dz  w ‘ 

1)  eax—  z,  mithin  x~ — , dx  — — — 

a a z 

- • . . \ 

auf  ein  anderes  zurückgeführt  werden,  worin  keine  Exponenzial- 

grösse  vorkommt ; denn  man  hat  jetzt 

2) 

also  z.  B. 


= — Arctan  z + Const.  — — Arctan  ( eax)  ConsU  \ 

a ' a v 1 

als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

f . 1 * 

J y1_l_€ax  aj  V 1 ~(- x:  1 

für  1 -{-  z = w2,  woraus  V l-|-z  = w,  z — u2 — 1 und  dz~2udu 
folgen,  verwandelt  sich  dieses  Integral  in  das  folgende 
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i r du  1 (u  — 1\ 

— / -r = — M — ] — - ) + Const ., 

aju 2 — 1 a \«4-  1/ 
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4- 

mithin  ist  durch  Restitution  der  Werthe  von  u und  2 

f ** 

JV 14.«®  a ' / 1 -|-  eax-i~  V ' 


4) 


Const. 


-f«°*  « 'VT+ 

Betrachten  wir  nun  den  Fall,  wo  das  Differenzial  Exponenzial- 
grössen  und  Potenzen  enthält.  Die  einfachste  Form  eines  solchen 
Integrales  ist, 


f 


xm  eaTdx, 

und  es  liegt  nahe,  die  Regel  der  partiellen  Integration 
Juvdx  = u f'a • - f du  J*vdx 

darauf  anzuwenden,  iudem  man  von  der  Fundamentalformel 

/MX 

eax  dx  = (-  Const 

Gebrauch  macht.  Man  findet  so 

6)  />  <P*  dx  = - - fx™-1  e™  dx. 

J a aj 

Ist.  nun  m eine  ganze  positive  Zahl,  so  kann  man  durch  wiederholte 
Anwendung  dieser  Formel,  den  Exponenten  von  x fortwährend  ver- 
kleinernd, zuletzt  auf  das  Integral  5)  zurückkommen;  in  der  That 
erhält  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

7)  /*■ 


■m  eax  dx 


[V* 

__  „771 — 1 
MX 

! m (m — l)#m  2 

L a 

d 2 

a» 

1) 


in 


m(m — 1). . 2 . 1 

am+‘ 


.1  qüx  _|_ 


Zu  derselben  Gleichung  würde  man  auch  dadurch  gelangen,  dass 
man  die  Fundamentalformel  5)  wimal  in  Beziehung  auf  a differen- 
zirte.  Aus  Nro.  7)  erhellt  die  Möglichkeit,  das  Integral 


eax  dx 


* . * • > 

entwickeln  zu  können , wenn  qp  ( x ) unter  der  Form  A B x 
-f-  Cx2  - f-  etc . enthalten  ist. 

Lässt  man  in  der  Gleichung  6)  — m -|~  1 an  die  Stelle  von 
m treten  und  reduzirt  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  kommt  die 
Reduktionsformel : 
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dx 
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= r_j_ , 

V xm  (m—  l)*”-1  m — 1J  x>«— 1 ' 

zum  Vorschein,  welche  für  ganze  m mit  Ausnahme  von  m = 1 be- 
nutzt werden  kann.  Im  letzteren  Falle  giebt  die  Formel  ein  un- 
brauchbares Resultat  und  es  bleibt  dann  nichts  übrig  als  eine  Reihen- 
Verwandlung  vorzunehmen;  vermöge,  der  für  alle  x geltenden 
Gleichung 


_ I + 2.  1 a:l  | 1 

* * ~ 1 ' 1.2  ' 1.2.3  ' 


erhält  man 

(9  dx  ==  Const.  -|~  Ix 


ax  . 1 (axY 


,_TS  — + 1 J?*)\ 

1 1 1.2  ' 3 1.2.3 


+ 1V  + 


■ l“  .... 


und  nunmehr  lassen  sich  aus  der  Formel  8)  für  m=  2,3,...  die 
Werthe  der  Integrale 


f -~eax  dx,  f\eaxdx,.... 
J x2  J x* 


der  Reihe  nach  ableiten.  Eine  weitere  Folgerung  hiervon  ist,  dass 
das  Integral 


/ 


(4?)  eax  dx,  worin  (r)  — A - . 

X X 2 


jederzeit  auf  das  in  Nro.  9)  entwickelte  Integral  zurückgeführt  wer- 
den kann. 

Ist  der  Exponent  von  x ein  Bruch,  so  kann  man  ihn  zwar  ver- 
kleinern, indem  man  die  Formeln  6)  oder  8)  anwendet,  je  nachdem 
er  positiv  oder  negativ  ist ; aber  man  wird  zuletzt  immer  wieder  zu 
einer  Reihenentwickelung  genöthigt.  Desselben  Mittels  muss  man 
sich  in  allen  übrigen  Fällen  bedienen,  wo  Integrale  von  anderen  als 
den  hier  betrachteten  Formen  Vorkommen.  Ein  Beispiel  wird  genü- 
gen, um  dies  zu  zeigen. 

Das  gegebene  Integral  sei 

1 

ex  d x. 


Sv 


1+*2 


so  kann  man  für  den  Fall  eines  echtgebrochenen  x die  Um- 
wandlung 

• , „ . 1.3  . 1.3.5  . 1 

1_ * + 11*  ~ 2.4.6 

vornehmen  und  die  einzelnen  Glieder  mittelst  der  Formel  7)  inte- 


f\ 


Digitized  by  Google 


Cap.  XIII.  § GO.  Logarithmischc  Differenziale 


247 


griren;  wäre  aber  x 1,  so  wird  man  x \J  1+5  für  VT+T’ 
setzen  und  dem  Integrale  die  Form : 

rifi-il-i-lji-—  L_3jj  dx, 

J aL  2 .4.6  it6  ' J 

geben,  wo  die  Formeln  9)  und  8)  anwendbar  sind.  . 


§.  60. 

L o gar i thmis c h e Differenziale. 

Enthält  das  zu  integrirende  Differenzial  nur  Logarithmen  in  der 
Weise,  dass 

r f(lx)dx 

das  fragliche  Integral  ist,  so  leistet  die  Substitution 

1)  Ix  = y,  also  x — e'J,  dx  — eV  dy 
gute  Dienste;  man  erhält  nämlich 

2)  . / f (Ix)  dx  = J f(y)ey  dy , 

wo  nun  die  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  benutzt  wer- 
den können.  So  hat  man  z.  B.  für  ein  ganzes  positives  m 

J (lx)m  dx — j V71  eU  dy 

_ h«  _|_m  (,»  _ l)»»m 

und  indem  man  den  Werth  von  y wieder  einsetzt: 

3)  (l  x)m  d x — x)m — m(lx)m~^  -j-  m(m — l)(/^)m—2  — ... 

-|-  ( — l)m  m(m  — 1)  . . . 2 . l^z  -)-  Const. 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  mittelst  der  Formel  9)  des  vorigen 
Paragraphen : 

Cdx 

4)  / — = Const.  -f  l(lx) 

\ \ Ix  \ X (W  | , («*)*  , 

+ * 1 + * 1.2  * 1.2.3  

und  aus  der  Formel  8): 

r dx  x , 1 r dx 

^ J (lx)m  1 )(^)m“1  ' rn  — l J 1 
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Die  unter  Nro.  1)  angegebene  Substitution  ist  auch  bei  dem 


allgemeineren  Integrale 


/ 


#*M  f(lx)dx 
vorteilhaft  anwendbar,  sie  giebt  nämlich 

6)  J x.u  f (/#)  d x =zj e + ^yf(y)  dy. 

So  ist  z.  B.  für  den  speziellen  Fall  ft  = — 1,  f(lx)  = (Z#)m: 

7)  f - j (lx)m  dx  =J ym  dy  = + ConsL 

= + Conat-  (*<-  0’ 
und  in  dem  Ausnahmefalle  m = — 1 : 

8) 


SvTx  dx  =fj-dy  = iy  + 

Kl  — L—  dnrtsf 


Const. 

= l(lx ) 4-  Const. 

Für  ein  von  — 1 verschiedenes  fl  und  ein  ganzes  positives  m 
giebt  die  Gleichung  6)  zunächst: 

f X.“  (lx)m  dx  = Je<~“  + !)  y ym  dy , 

nachher  durch  Anwendung  der  Formel  7)  des  vorigen  Paragraphen 
und  durch  Wiedereinsetzung  des  Werthes  von  y: 

9)  fx“  (lx)mdr — | »»(«— l)(i*)m-2 

J)J  m dx  ~ U+i  (fl+i )*+  D« 

m m(m  1 ) ■ ■ ■ 2 . 1 1 xfl+1  Const 

(fl-|_l)»*+l  J 

In  allen  übrigen  Fällen  müssen  die  Integrationen  logarithmi- 
scher  Differenziale  durch  Reihenentwickelungen  ausgeführt  werden. 


•••“(“( — iy 


§.  61. 

Goniometrische  Differenziale. 

9 

«Differenziale,  in  denen  nur  goniometrische  Funktionen  Vorkom- 
men, lassen  sich  leicht  in  algebraische  Differenziale  umwandeln;  setzt 
man  nämlich 

1)  sinx  = z,  mithin  cosx  = 1 — z2,  dx  = ~~^Z  , 

V 1 — z* 

so  hat  man  auf  der  Stelle,  wenn  f(sinx , cos#)  eine  nur  aus  sinx  und 
cosx  gebildete  Funktion  bezeichnet: 

*>  ff  <•  in #,  cosx ) dx  =/><■’  ^ — 22) 
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Nach  dieser  Formel  ist  z.  B. 

J* sinP  x cos*!  x dx  — J zP  (1  — dz. 

Auf  das  Integral  rechter  Hand  sind  die  sechs  Reduktionsfor- 
meln des  §.  57  anwendbar,  indem  man  a — 1,  b = — 1,  m=p- f—  1, 
n = 2,  s = 5 ( q — 1)  setzt,  z an  die  Steile  des  dortigen  x und 
1 — z 2 an  die  von  X treten  lässt;  führt  man  nachher  die  Werthe 
von  z und  dz  aus  Nro.  1)  wieder  ein,  so  gelangt  man  zu  folgenden 
sechs  Reduktionsformeln : 

J ^ sinP x cosQ  dx 

sinP^x  cos*i~~^x  . q — 1 


3) 


sin 


P + 1 
P— 1 


+ 


XCOS(i^~lX  . p 1 

r 


7+1 


. I sin P~^~2  x cos*!  2x  dx 

P+lJ 

■ ^ J 'sin  P~2  x cos  *1^~2  x dx 


sinP+  1x  cos*l~^~*x  , p-\-q~\~ 2 


+ 


p-\-l 


/?+  1 

sinP~  *x  cos*l^~^x 

p + q 1 p+q 

sinP^  x cos(i~^  x . q — 1 
r 


5 r • 

-J 81 


sin  P “f~2  x 008*1  x dx 


cos  *1  x dx 


P + *l 


+ ~i~  J sin  P %x 

, I sin P x cos  *1  2 x dx 
pA-qJ 


sinV+'xcos'I+'x  , f . „ „j_9 

— j | ^ 1 ^ | ^ — J sin  r x cos  " ' x dx. 

Mittelst  dieser  Formeln  bringt  man  das  ursprüngliche  Integral 
auf  ein  anderes  derselben  Art  zurück,  worin  p oder  <7,  oder  beide 
neue  um  2 grössere  oder  kleinere  Werthe  besitzen;  die  fortgesetzte 
Anwendung  dieses  Verfahrens  führt  zuletzt  auf  ein  Integral,  in  wel- 
chem die  Exponenten  von  sinx  und  cosx  nicht  ausserhalb  der  Zah- 
len — 1 bis  -J-  1 liegen;  sind  nun  p und  q positive  oder  negative 
ganze  Zahlen,  so  muss  man  schliesslich  auf  eines  der  folgenden  In- 
tegrale kommen: 

J d x = x -j-  C,  J ^ sin  x dx  =.  — cos  x -{-  6’, 

cosxdx  = sinx  -f-  C,  Jj  sin x cosx  dx  — I sm2  x -)-  C\ 

/dx  , x . ^ r dx  , f % x \ 

= l tan  — -f-  C,  / = l tan  ( -7-  -f-  — ) 4-  C, 

sinx  2 1 J cosx  \ 4 2 / 

/ tanxdx  — — lcosx-]-C,  I cotx  dx  = Isinx  -f-  0^ 

C dx 

I = l tan  x -4-  G , 

J sin  x cos  x 
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welche  sämmtlich  mittelst  der  Substitution  in  Nro.  1)  leicht  entwi- 
ckelbar sind.  Nach  diesen  Angaben  wird  man  sich  ohne  Mühe 
von  der  Richtigkeit  der  folgenden  Formeln  überzeugen,  die  wir  ih- 
res öfteren  Gebrauches  wegen  hier  zusammenstellen: 

Für  gerade  positive  p ist : 


4) 


J* sinP  x dx 

= _ Ln P-i*+£=i  „•„?-»  * + 0— 1)CP— 3>  ämP_5;c+. 

P \ 1 p—'i  1 (p—i){p— 4)  1 


•••  + 


5) 


(P-1)(P-3)...S  s.nx  | . c 

(p — 2){p — 4). ..2  S ' P(P — 2)( p — 4). ..4. 2 ' 

Dagegen  für  ungerade  p: 

* f sinP  x dx 

= -C0S*  \sinV-' x+E^  inP-Zx^P-^P-Z) ^ 

P ! P— t ^(p-t)(p-  4)  T 

, (p— l)Q>-3)...4  2)  , „ 

' ' * (p— 2)  (p— 4) . . . 3 . 1 P 

Ferner  bei  geraden  positiven  p : 

6J  / tanP  x dx 


tan?  1 x tanP  3 x , tanP  5 


P—  1 P- 
und  für  ungerade  p: 

7) 


+ 


x 


P — 5 


+ (-ljk-1  ^ 


— |—  (— —l)*^«!:— J—  OonsL 


dx 


J i tanP  x 

tanP~*  x tanP~~^  x . tanP~^x  . x ; \*  t -.n  tarf-t 

— . . . -f-  ( — 1Ya.Pt"1;  — 

p — 1 p — d ' p — 5 ' v J 2 

-f(— 1 ) J (/>+!)  I cos  x -|-  Const. 

Hinsichtlich  der  in  den  Formeln  4)  und  5)  ausgeführten  Inte- 
gration von  sinP  x dx  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  dieselbe  auch 
auf  anderem  Wege  bewerkstelligt  werden  kann.  Zufolge  der  For- 
mel 13)  in  §.  43  ist  nämlich  für  2»  = m,  also  für  gerade  m 

( — 1)3  m 2m  1 sinm  X 

= m0  cos  mx  — cos  ( m — 2)  x -)-  m2cos(m  — 4)  x — 

-j_(_  1)^-1  mi  cos'2x+ (—  l)*m  1 


2 * 

* 2m 
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8)  J sin m x dx 
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( — l)2m  \ m0  sin  mx 


2m — 1 


m 


ml  sin  (m  — 2)  x . sin  (m  — 4)  x 

I 


I-  (—l)*™-1  1 


m — 2 
sin  2 x 


m — 4 


2 


f . l*j  + C; 


ferner  ist  nach  Nro.  14)  in  §.  43  für  2n-j-l=m,  also  ungeradem: 

(_l)w(m-l)  2”*— 1 tinm  x 

= niQ  sin  mx  — m*  sin (m — 2)x  -f-  m^sin^m  — i)x  — ..... 

• • • + (— >in  X ’ 
folglich  durch  Multiplikation  mit  dx  und  Integration: 

9)  J* sinm  x dx 

l)‘i(m“M) j wq  cosmx  miCos(m — 2)x  , m?cos(m — i)x 

2m — 1 ( m m — 2 


...  + (—  l)ä(m— !) 


m\. 


m — 4 
cosx 


J(m— 1)  l ) + 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  die  Integration  von  cosm  x dx 
mittelst  der  Formeln  11)  und  12)  in  §.  43  ausführen. 

Das  in  Nro.  2)  besprochene  Integral  von  f (sin  x,  cos  x)  d x kann 
auch  dadurch  auf  ein  algebraisches  Integral  zurückgeführt  werden, 
dass  man 

du 


10) 


cos 


x = u,  mithin  sinx  = V 1 — u2,  dx  — — 


Vi 


U‘ 


du 


setzt,  wodurch  man  erhält 

i.  = -//(VT=7., y __ 

Im  Wesentlichen  ist  diese  Reduktion  von  der  früheren  nicht 
verschieden,  jedoch  dann  bequemer,  wenn  nur  der  Cosinus  vorkommt. 
So  hat  man  z.  B. 

r 1 __  __  r 1 du 

i J o — b COSX  «y  OL  — |—  bu  ^/~ u'2 

für  a b ist  nach  Formel  10)  in  §.  56  der  Werth  des  Integrales 
1 j / yr6-f-aV^l4-u-f-y6  — aVrl  — A i q 

Yb* — a2  Yb  -)-  a Y 1 *4-  u — Yb  — <*V  1 — ~u  J 
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mithin  nach  Substitution  von  u = cosx  und  nach  einer  kleinen  go- 
niometrischen  Umwandlung 

11)  f dx  1 , /Vb  + a + V b — atan^j\  „ 

J a-\-bcoax  Yb*— a2  ' V b-\-a  — Vb—atan\x'  ' ’ 

a b. 

Für  die  übrigen  Fälle  a = b und  a^>b  erhält  man  auf  gleiche 
Weise  mittelst  der  Formeln  11)  und  12)  des  §.56: 

^ d V = tan\x-\-C 

t y x — j—  i/UO  « 

und 

Ä C dx 

12)  Ja 


1 — (—  COS  X 
2 


Arctan 


— A cos i) 2 a_| -b 

Durch  mehrmalige  Differenziation  der  Gleichungen  11)  und  12) 
in  Beziehung  auf  a und  b lassen  sich  hieraus  noch  die  Werthe  der 
unter  den  Formen 

dx  C xmdx 


S; 


und 


f-, 


(a  -(-  b cos  j?)71^-1  J (a  -f-  b cos  x)n “t"1 
stehenden  Integrale  ableiten,  wenn  m und  n ganze  positive  Zahlen 
sind. 

Kann  man  die  Funktion  f(sinx,  cosx)  so  darstellen,  dass  sie  als 
Funktion  der  Tangente  erscheint,  also  die  Form  (p(tanx)  anniinrat, 
so  ist  es  von  Vortheil,  die  Substitution 

dt 

13)  tanx  = <,  also  dx  = - — - — - 

J 1 -f  P 

eintreten  zu  lassen,  denn  man  erhält  dadurch  sehr  einfach 

dt 


14) 

so  ist  z.  B. 


f <p(tanx)dx  = J'  <P«)  Y 


+ <2’ 


/- 

J a 


cosm  X 


- dx  — f- 
x Ja 


1 


dx 


= f-l 

J a-M 


dt 


cosm  x b sin771  x J a-\-btanm  x J a-\-btm  1“H2 

Bei  ganzen  positiven  m kann  man  den  Werth  des  auf  t bezüglichen 
Integrales  ermitteln  (Cap.  XI.),  hat  also  nachher  nur  noch  t = tans 
einzusetzen; 
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§.  62. 

Fortsetzung. 

I.  Wendet  man  das  Prinzip  der  partiellen  Integration  auf  das 
häufig  vorkommende  Integral 


/ 


xm  sinx  dx 

an,  so  erhält  man  sehr  leicht 

J n xm  sinx  dx  = — xm  cos  x -j-  m J xni~~ 1 cosx  dx , 

und  indem  man  dasselbe  Verfahren  wieder  für  das  Integral  rechter 
Hand  benutzt: 

/°,rm  * cosx  dx  — xrn  1 sinx  — (m  — 1)  j* xm  2 sin x dx. 

Durch  Substitution  dieser  Gleichung  in  die  vorhergehende  er- 
giebt  sich  die  Reduktionsformel 

1)  * ' J ° xm  sinx  dx  = — xm  cosx  -)-  mx171  * sinx 

— m(m — 1)  J* xm~^  sinx  dx, 

mittelst  deren  das  gesuchte  Integral  auf  ein  anderes  von  derselben 
Form  zurückgeführt  wird,  in  welchem  der  Exponent  von  x um  2 
vermindert  ist.  Wendet  man  die  obige  Formel  in  dem  Falle  eines 
ganzen  positiven  m mehrmals  nach  einander  an , so  gelangt  man  auf 
eines  der  beiden  Integrale 

J , sinx  dx  — — cosx  -[-  C,  '•  " 

x sin xdx=  — xcosx  -)-  sinx  -f-  C , 

von  denen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist  und  das  zweite  sich  aus 
Uro.  1)  selbst  für  m = 1 ergiebt. 

Lassen  wir  in  Nro.  1)  — 7«-|~2  an  die  Stelle  von  in  treten  und 
reduziren  auf  das  Integral  rechter  Hand,  so  folgt: 

_ P sinx  , sinx  cosx  , 

J xm  (jn — 1)  x,n  1 (m—  l)(m— 2)xm“2 

. 1 f sinx  J 

(m— l)(m— 2)  J xm- 2 X\ 

Füi*  m — 1 und  m — 2 ist  diese  Formel  unbrauchbar  und  es  bleibt 
dann  nichts  übrig,  als  mit  Hülfe  unendlicher  Reihen  zu  integriren; 
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im  ersten  Falle  erhält  man  mittelst  der  unendlichen  Reihe  für  sin  x: 


x 


xi 


x* 


3)  f^d*  = C0nSt  + 'f-iT±3+iT^- 

im  zweiten  Falle  hat  man  zunächst  durch  theil weise  Integration: 

..  C sinx  , sin x , C cosx  , 

4)  J^dx=  — r + J ~r dx' 

und  nachher  vermöge  der  Cosinusreihe : 

_v  C C08X  ■,  I , , x*  . • x* 

5)  / dx  = Const.  -{-Ix  — 1 - — - 4-  4 - — - — 7 — .... 

J x 1 *1.2  4 1 .2.  .4 

Die  Formel  2)  kann  nun  dienen,  um  die  Integrale 

/sinx  r sinx  , 

*»  dX'  J ~ dx' 

auf  die  Integrale  in  3)  und  5)  zurückzuführen. 

Ist  der  Exponent  von  x weder  eine  positive  noch  negative  ganze 
Zahl,  so  lässt  sich  derselbe  mittelst  der  Formeln  1)  und  2)  zwar 
verkleinern  oder  vergrössern,  man  wird  aber  schliesslich  immer  zur 
Integration  durch  Reihen  seine  Zuflucht  nehmen  müssen. 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  fast  wörtlich  für  das  Integral 

/ xm  cosx  dx, 

man  findet  dafür  zunächst  die  Reduktionsformel 
6)  J xm  cosx  dx  = xm  sinx  + m*”-1  cosx 

— m (m — 1) J x™— 2 cosx  dt, 

welche  bei  ganzen  positiven  m anwendbar  ist  und  zuletzt  auf  eines 
der  beiden  Integrale 

J cosx  dx  = sinx  + C,  . 

x cosx  dx  = x sinx  — J—  cosx  -j-  0 

zurückführt. — Ersetzt  man  m durch — m- {-2,  so  ergiebt  sich  durch 
Umkehrung  der  Gleichung  4): 

C cosx  , cosx  , sinx 

J xm  (m — l)xm  1 (m — l)(m — 2')xm  2 

1 f*  cosx 

~ (m— l)(w— 2)  J xm-2  X‘ 

Für  m = 1 und  m = 2 ist  die  Formel  nicht  anwendbar;  im  ersten 
dieser  Fälle  benutzt  man  die  in  Nro.  5)  angegebene  Reihe,  im  zwei« 
ten  Falle  hat  man  durch  partielle  Integration 


i 
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/cos  x cosx  C sinx  , 

— dx  = - — - I — dx, 


255 


wo  der  Werth  des  rechter  Hand  befindlichen  Integrales  aus  Nro.  3) 
zu  nehmen  ist.  — Die  Gleichung  7)  kann  nun  dienen,  um  die  In- 
tegrale 

/cosx  r cosx 

ö~  d.x  i . a x , • • . . 

x6  J xA 

auf  die  in  3)  und  5)  entwickelten  Integrale  zurückzuführen.  Für 
andere  Exponenten  von  x muss  man  jedenfalls  die  Integration  durch 
Reihen  bewerkstelligen.  — Als  Gesammtresultat  dieser  Betrachtun- 
gen ergiebt  sich,  dass  Integrationen  von  den  Formen 


/ 


/(*)  sinx  dx  und 


ff(x) 


cosx  dx 


in  geschlossener  Gestalt  ausführbar  sind,  wenn  f(x]  unter  der  Form 
A -)-  Bx  -f-  Cx 2 -f-  etc.  steht,  und  dass  sie  auf  die  zwei  Integrale 

JB  C 

3)  und  5)  zurückkommen,  wenn  f(x ) der  Form  A -| 1 — --(-etc. 

"*  x* 


X 


angehört. 

Wir  beschäftigen  uns  noch  mit  den  beiden  Integralen 

P = / eax cosm  ßx  dx  und  Q = J* eax sinm ßx  dx , 

in  denen  m eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnen  möge.  Durch  theil- 
weise  Integration  wird  zunächst 

P = cosm  ß x f eax  dx — J dcosmßx  J' eaxdx 

= cosmßx  -)-  ~~~ J* cosm  1 ßx  sinßx  dx  ettx,  . 

und  wenn  wir  das  Integral  rechter  Hand  kurz  mit  Px  bezeichnen: 

9)  aP  = eC(Xcosm  ßx  -f  mß  . Px. 

Die  partielle  Integration  giebt  ferner , auf  PY  angewendet : 

ox  f*  bx 

P1  — cosm  ^ ßx  sinßx  - — — J d [ cosm  ^ßx  sinßx] 


— eax  cos”1““1 

a 


ßx  sinßx 

— f eax  [cosmßx  — (m — 1)  cos171  2 ß x sin2  ß x]  dx, 
ct  J 


oder  wenn  man  sin ? ß x = 1 — cos 2 ß x setzt  und  die  einzelnen  Theile 
intesrirt: 
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ß x sin  ß x 

— mß  J* eax  cosm  ß x dx  -f-  (m — 1)  ß J ° 


eax  cosm  * 


ettx  cos™-2 


ß x dx , 


wobei  man  bemerken  möge,  dass  das  erste  Integral  rechter  Hand 
wiederum  P ist.  Substituiren  wir  nun  die  vorstellende  Gleichung  in 
Nro.  9),  nachdem  wir  letztere  mit  a multiplizirt  haben,  so  ergiebt 
sich 

a2P  — a eax  cos m ßx  -(-  mßeax cos™—1  ß x sin ß x 


m2  ß2P  m(m 


- 1)  ß*f< 


>ax  cos™  2 


ßx  dx. 


Durch  Reduktion  auf  die  Unbekannte  P und  durch  Einsatz  ihrer 

ursprünglichen  Bedeutung  folgt  schliesslich: 

„ „ a cos  ßx-\ -mß  sin  ß x ar  m i a 

eaxcosm  ßx  dx  = a*TJßi  — e co*  ß * 


u2-\-m2ß‘ 

, m(m-l)ß2  f 
"1"  a2Jrm2ß2  J 


ax  cos™  2 


ßx  dx. 


Für  das  Integral  Q erhält  man  nach  demselben  Verfahren  eine 
ähnliche  Reduktionsformel,  nämlich: 

/ffrr  nrl  n * asinßx — mß  cosßx  f T . m * a 

e',X  *inm  ß*dx  = , a,  + miß*  e «n  ß * 


+ 


a2-j-m2ß' 
m(m — l)ß2 


,ax  s{nm—  2 


ßx  dx. 


a2-\-m2ß 2 

Je  nachdem  m gerade  oder  ungerade  ist,  führen  diese  bormein 
auf  eines  der  folgenden  drei  Integrale  zurück: 


f eax  dx  = eax  + C, 


, , « cos  ß x 4-  ß sin  ß x ax  . „ . 

eax  cosßx  dx  = + e + C • 

a _ ■’  asinß x — ß cosßx  x . n 

ettx  sin ß x dx  = - ^ ^ — «“*  + C, 

von  denen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist,  das  zweite  und  dritte 
aber  aus  den  Formeln  10)  und  11)  selbst  für  m = 1 entspringen. 

Umgekehrt  kann  man  auch  von  den  Formeln  12)  und  13)  aus- 
gehen, um  die  vorhin  mit  P und  Q bezeichneten  Integrale  in  etwas 
anderer  Gestalt  zu  entwickeln.  Man  wendet  dann  die  Formeln  11), 
12),'  13)  und  14)  in  §.  43  für  u = ßx,  m = 2n  oder  m = 2n-f- 1 
an  Aind  integrirt  die  einzelnen  Glieder : so  ist  z.  B : 
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J'enxcos'2n  ßxdx 

= 92'n— 1 J e"X  K2")o  003  2»^®+  (2  n)xcos(2n—  2)ßx  *(2n)J  dx 

cc  cos  2 nßx  -f-  ß sin  2 nß  x 


MX 


22n— 1 


(2  n)  0 


«2  + (2  n)2 ßQ 


1 r.2  x «cos(2n  — fyßx  + ßsmWn  — 2)ßx 

jl  «2  4_  (2n  — 2)2^2  ■+■••• 

und  ähnlich  in  allen  übrigen  Fällen. 

Aus  diesen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  sich  das  Integral 

f eax  F(x)  dx 

vollständig  mittelst  der  Formeln  8)  bis  11)  entwickeln  lässt,  sobald 
F(x ) in  eine  Reihe  der  Form 

A -j-  B sinß  x C sin 2 ß x ... 

umgewandelt  werden  kann. 


§.  63. 

Cyklometrische  Differenziale. 


Enthält  das  gegebene  Differenzial  eine  cyklometrische  Funktion 
allein,  so  ist  es  leicht  auf  ein  goniometrisches  Differenzial  zurück- 
zuführen; mittelst  der  Substitution 
1)  Arcsin x = £,  x = Sinz,  dx  = cos z dz 

erhält  man  nämlich  ohne  Weiteres 


2) 


f/(A  rcsin  x)  dx  =//w  cosz  dz ; 


nicht  minder  einfach  ist  die  Ableitung  der  folgenden  Formeln: 


3) 

4) 

5) 


ff  ( Arccos  x) 
f f ( Arctan  x) 
J / (. Arccot  x) 


sinz  dz 
sec^z  dz 
csc^  z dz 


1 


1 


* 


z = Arccos  x, 
z = Arctan  x, 
z =s=  Arccot  x. 


So  hat  man  z.  B.  nach  der  Formel  2)  und  nach  Nro.  12)  des 
vorigen  Paragraphen 

8chlömilch,  Analysis,  17 
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Cen  Arcsinx  _ j e"Z  cogz  dz 

acosz  + sinz  gU2  + Const^ 


mithin  rückwärts  für  sinz  — x,  cosz  — V 1 x*  : 

C.a  Arcsinx  _ «V  l-*2  +_g  u Arcsinx  i Const. 
je  ax  — „»  _J_  1 ..  ' 

Auf  gleiche  Weise  würden  sich  die  beiden  Integrale 

j Arom  sinx  dx  und  / Arcm  cosx  dx 

mittelst  der  Formeln  10)  und  11)  des  vorigen  Paragraphen  entwi- 
ekeln  lassen. 

Leicht  integrabel  sind  auch  die  Differenziale  von  der  Form 
wenn  ip(x)  eine  cyklometrische  Funktion  und  f(x)  so 
beschaffen  ist,  dass  das  Integral  von  f(x)dx  eine  algebraische  Funk- 
tion bildet;  in  der  That  genügt  unter  diesen  Voraussetzungen  die 
theilweise  Integration  des  gegebenen  Differenziales , um  sogleich  auf 
das  Integral  eines  algebraischen  Ausdruckes  zu  kommen.  Man  hat 
nämlich  für  ip(x)  = Arcsinx: 

J Arcsinx  f(x)  dx 

mr  Arcsin  dx  — J d Ar  csin  X J f(x)dx 

oder  r dx  T 

1)  J f(x)  Arcsin xdx  = Arcsinx J f{x)dx—J  y^'J 

mit  gleicher  Leichtigkeit  sind  die  folgenden  Formeln  entwickelbar: 

2)  J f 00  Arccos  xdx  = Arccosx  J f{x)dx-\- J y^^J 

3)  J f(x)  Arctan  xdx  = Arctanx J f(x)dx — J J 

4)  J f(x)Arccotx  dx  = Arccot  x f f(x)dx+ fmdx. 

So  ist  z.  B.  in  dem  speziellen  Falle  /(#)  = 1 nach  Nro.  1) : 

r _ , . r dx 

5)  J Arcsinx  dx  = Arcsinx  . x — J y ^ ---  x 

= x Arcsinx  -f-  V 1 — Const., 

und  nach  Nro.  8): 


6) 


J 1 Arctanx  dx  = Arctanx . x ^ 


dx 


. — x^ 

= x Arctanx  — -f-  Const.; 
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überhaupt  allgemeiner  für  /(a?)  = a?m—1 : 

xm  Arcsin  x 1 p xm  d x 

m m J Y 1 — it2  ’ 

xm  Arctanx  1 C xm  dx 


7) 


8) 


/* 


w 1 4rc$m x dx  = 


1 Arctanx  dx  — 


x /°  a?r 

mj  1 


m mj  l-j-a:2’ 

wo  die  rechter  Hand  vorkommenden  Integrationen  bei  ganzem  posi- 
tiven m jederzeit  ausführbar  sind. 

Ein  etwas  zusammengesetzteres  Beispiel  ist  folgendes.  Man  hat 
zunächst  nach  Nro.  3) 

Arctanx  dx  = -Arctanx  . Vl=7*  + 

J y 1__*2  j 1 + a?2 

ferner 

VT 

— — ax  = / — — — ~ f- 

2 „ ) dx 


[V 1— a»  _ /°1— a*  da 

J J.  i-\-x 2 V"l— T 


=/t 

=8/ff 


1 — 


— 1 


— X 2 


da? 


— Jrcsma?. 


1-f-a?2  ]/*  i — -p2 

Schafft  man  das  Wurzelzeichen  in  dem  rechter  Hand  befindli- 
chen Integrale  weg  (§.  56)  und  integrirt  nachher,  so  findet  sich: 


/: 


dx 


= —7= 


aV  2 


1+*3  VT=T  VT 

und  durch  Substitution  dieses  Werthes: 


VT— a’ 


/ 


lA— a?2 


4rcsm x dx  = — VT— ^ Arctan  a? 

* 1 /••■-  5?  v ü 

+ K 2 Breton  -■>-  ■■■■■.  ■ — .Arcsin  a:  4-  C. 

1/1— a?2 

Lässt  sich. keine  der  erwähnten  Methoden  anwenden,  so  muss 
man  wie  immer  die  Integration  durch  unendliche  Reihen  zu  bewerk- 
stelligen suchen. 


.17’ 


Digitized  by  Google 


Cap.  XIV. 

Die  Ausmessung  der  Linien,  Flächen  und  Körper. 


§.  64. 


Die  Quadratur  ebener  Curven. 


Schon  in  §.  47  haben  wir  darauf  hingewiesen,  dass  ein  Integral 
als  die  ebene  Fläche  angesehen  werden  kann , welche  unterhalb  von 
der  Abscissenachse , oberhalb  von  einer  beliebigen  Curve  einfacher 
Krümmung  und  zu  beiden  Seiten  von  ein  paar  beliebigen  Ordinaten 
dieser  Linie  begrenzt  wird;  wir  haben  dies  nun  etwas  näher  auszu- 
führen. 


Fig.  28. 


In  Figur  28  sei  OM  = .r, 
die  Fläche  QMPR=lF(x)  oder 
auch  kürzer  = F,  die  Ordinate 
MP  = y z=  /(#),  so  ist  nach 
dem  Früheren 
dF 

^ =/w  = y, 

mithin  umgekehrt  durch  Integra- 
tion 


1) 


Const 


•=/ 


ydx  -)- 


Const. 


Die  Bedeutung  der  willkürlichen  Constante  besteht  darin,  dass 
es  für  die  letzte  Ordinate  y gleichgültig  ist,  von  welcher  Anfangs- 
ordinate QR  aus  die  Fläche  gemessen  wird,  dass  mithin  so  lange 
eine  Unbestimmtheit  in  der  Aufgabe  liegt,  als  jene  Anfangsordinate 
nicht  besonders  angegeben  ist.  Rechnen  wir  aber  die  Fläche  von 
der  Ordiuate  aus,  welche  einer  bekannten  Abscisse  x0  entspricht,  so 
muss  für  x — x0  die  Fläche  F=  0 werden,  und  hieraus  bestimmt 
sich  die  Constante  von  selbst,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen 
werden. 


t 
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2) 


Fig.  29. 


cc.  Die  Parabel.  Aus  der  bekannten  Gleichung  dieser Curve 

x 2 1 

y = — = — *2 

ergiebt  sich  nach  Nro.  1)  sogleich 

1 X3 

F = — -(-  Coiist. 

q 3 

Soll  die  Fläche  vom  Scheitel  der  Para- 
bel aus  gerechnet  werden,  ist  also  in  Fig.  29 
die  Fläche  OMP  = F , so  muss  für  x •=.  0 
auch  F=  0 werden;  dies  giebt  0 = 0 — f— 
Ccnst.\  also 

Y 3 

F=\  — = \*v; 


daraus  folgt  weiter  der  Archimedische  Satz,  dass  die  Fläche  OLP 
= \xy  sein  muss,  wenn  LP  ||  OM  gezogen  wird. 

Eine  elegante  und  später  brauchbare  Erweiterung  des  Theoremes 
2)  ist  folgende.  Man  ziehe  noch  zwei  Ordinaten  M‘  P*  und  M“  P% 
in  den  Abständen  MM1  = M'M“  = s , so  ist  die  zwischen  der 
ersten  und  letzten  Ordinate  enthaltene  Fläche: 

MM“P“P  = OM“  P“  — OMP 


(*  + 2€)3  a’3  . 6Ä2+12a:£4-8£2 

~ 3 q 3 q — 3*  q ’ 

wofür  man  auch  schreiben  ^kann : 


MM"  P"  P — If  [—  4-  4 ^ s)2  _(_  (^  + 2 *0'+ 

L q q q J 

Bezeichnen  wir  die  drei  Ordinaten  A/P,  Af'P',  Mn P“  mit  y, 

y'i  y so  ist  die  vorige  Beziehung  einerlei  mit  der  folgenden : 

MM“ Pn P — (?/  — (- 4 y' y'O- 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  Q legen  wir  ein  neues  Coordi- 
• natensystem  parallel  dem  früheren  und  setzen  OB  = b, 

NP  = 7J  = y-\-b , N'P1  = rj‘  = y' -\-b,  N“P “ = rj“  = y“-\ -b, 
so  ist 


Fläche  NN“ P“  P = Rechteck  NN“  M“  M -f-  Fläche  MM“P“P 

= 2*J+»£[9?  — 4 + 4(1?'  — 4)+i,"  — 4], 
oder  bei  gehöriger  Reduktion 

3)  Fläche  NN“  P“  P = (17-}-  4 7]* rj“). 

Legt  man  also  durch  drei  Punkte  P,  P',  P“ , deren  Ordinaten 
gleiche  Abstände  halten,  eine  Parabel,  deren  Achse  der  Ordinaten- 
achse  parallel  ist,  so  kann  man  die  Fläche  dieses  parabolischen 


/ 
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Streifens  aus  den  drei  Ordinaten  und  ihrer  gegenseitigen  Entfernung 

berechnen,  ohne  den  Scheitel  und  den  Parameter  der  Parabel  erst 

* 

aufsuchen  zu  müssen. 

ß.  Die  Ellipse,  deren  Gleichung  wir  in  der  Form 

y = — V a2  — x2 
a 

darstellen,  giebt 

F — — x2  dx  = — x2 -\-\a2  Arcsin  — 

wenn  die  Fläche  von  der  kleinen  Halbachse  aus  gerechnet  wird,  so 
muss  F mit  x gleichzeitig  verschwinden,  also  Const  = 0 sein;  es 
bleibt  dann 

x 

4)  F = \xy  \ ab  Arcsin  • 

Für  # = a,  y = Q erhält  man  die  Fläche  des  elliptischen  Qua- 
dranten = \ab  . \n , mithin  abjt  als  ganze  Ellipsenfläche.  In  dem 
speziellen  Falle  b = a geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über  und  man 
wird  dann  die  Formel  4)  leicht  auf  geometrischem  Wege  und  zwar 
dadurch  prüfen  können,  dass  man  die  über  der  Abscisse  x stehende 
Kreisfläche  in  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Katheten  x und  y 
und  in  einen  Kreisausschnitt  zerlegt. 

y.  Die  Hyperbel.  Stellen  wir  die  Gleichung  dieser  Curve 
in  ihrer  gewöhnlichen  Form  dar,  nämlich 

y ■=.  V> — a2, 

so  wird 


a 

= [i xV — Ja»  JO+V  xt—aiy]  + Const. 

Das  Natürlichste  ist,  die  Fläche  vom  Scheitel  an  zu  rechnen, 
so  dass  F = 0 wird,  wenn  x = a;  dies  giebt 

0 — [ — Iß2  / (a)]  -f-  Const . 

Hieraus  bestimmt  sich  die  Constante  und  es  kann  nachher  ihr 
Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt  werden;  dasselbe  erlangt 
man  kürzer  durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen,  nämlich 


oder  in  eleganterer  Form 

5)-  F=  \sy  — \ab  l 
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8,  Die  Cycloide.  Nehmen  wir,  wie  in  §.  18  (auf  S.  66) 
den  Scheitel  der  Cycloide  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  ist 
die  Differenzialgleichung  der  Curve 


/'l  r—x 

d'J  = V " x dx ; 
um  von  derselben  Gebrauch  zu  machen,  ersetzen  wir  die  Gleichung 
1)  durch  die  folgende 

F = yx  — J x dy, 

welche  durch  partielle  Integration  entsteht;  es  wird  dann 

F=  xy  — / dx^'lrx — x2. 

Die  geometrische  Bedeutung 
des  rechter  Hand  befindlichen  Inte- 
grales ist  unmittelbar  einleuchtend, 
wenn  man  sich  erinnert , dass  in 
dem  Halbkreise  C Q D (Figur  30) 

Vt  rx — x2  — CQ,  also 


Fig.  30. 


B 

R 

V 

| 

4 

a 

/ 

/ / * 

/ 

1/  y 

* i 

J dtV 2 


rx  — x2 


3=  Fläche  CM Q -f-  Const . 
sein  muss ; wir  haben  daher 
F = xy  — Fläche  CM Q -f-  Const. 
Verstehen  wir  unter  F die  Fläche  CM P,  so  wird  für  .r  = 0 
gleichzeitig  F = 0 und  CMQ  — 0,  mithin  auch  Const.  — 0,  also 
F = xy  — Fläche  CMQ  oder  xy  — F — Fläche  CMQ ; 
geometrisch  heisst  dies,  dass  die  Flächen  CPR  und  CMQ  stets 
gleich  sind ; hierin  liegt  unmittelbar  die  Quadratur  der  Cycloide.  • 
Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn  die  zu  qua- 
drirende  Curve  die  Abscissenachse  durchschneidet,  wenn  also  die 
gesuchte  Fläche  aus  zwei  Theilen  besteht,  von  denen  der  eine  über, 
der  andere  unter  der  jener  Achse  liegt.  Für  ein  negatives  y,  etwa 
y — - — (jp(x),  wird  nämlich  F negativ  = — / (p(x)dx,  was  auch 
geometrisch  leicht  zu  constatiren  ist  *);  geht  nun  y aus^dem  Nega- 


*)  Ein  Rechteck  MM‘  P‘  P (Fig.  31),  dessen  Basis 
MM‘  positiv  und  dessen  Höhe  MP  negativ  ist,  hat 
zur  Flache  das  Produkt  — M M‘ . M P,  gilt  also  für 
negativ,  wie  dies  auch  durch  seine  entgegengesetzte 
Lage  angezeigt  wird.  Dieselbe  Bemerkung  muss  sich 
auf  krummlinig  begrenzte  unterhalb  der  Abscissen- 
achse liegende  Flächen  erstrecken , weil  eine  Fläche 
immer  als  Grenze  einer  Rechtecksumme  angesehen  werden  darf  (§.  47). 
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tiven  ins  Positive  über,  so  wechselt  F gleichzeitig  sein  Vorzeichen 
und  die  Formel  1)  giebt  in  diesem  Falle  die  al  ge  brai  sehe  Summe 
der  beiden  über  und  unter  der  Abscissenachse  liegenden  Flächen- 
theile.  Gewöhnlich  will  man  aber  die  arithmetische  Summe ; 
diese  erlangt  man  leicht,  indem  man  jene  Flächentheile  einzeln  be- 
rechnet und  mit  gleichem  Vorzeichen  zusammennimmt.  Wählt  man 
z.  B.  die  durch  den  Brennpunkt  0 (Fig.  32)  einer  Parabel  auf  de- 
ren Achse  senkrecht  gelegte  Gerade  zur  Abscis- 
senachse, so  ist  die  Gleichung  der  Parabel 


mithin 

6)  F=\x  — p)  “t“  Const ., 

und  wenn  die  Fläche  F von  der  Ordinatenachse  abgerechnet  wird, 

ist  Const . = 0.  Ueber  der  Abscisse  0 C = pV 3 steht  demnach 
die  Fläche 

F=\pVs(^--p)  = 0. 

Dieses  Resultat  sagt,  dass  die  beiden  Flächen  0 AB  und  ACD 
gleich  gross  und  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein  müssen;  man 
hat  in  der  That  für  die  erste  Fläche  wegen  0 A — p: 

Fläche  0 AB  = — \p*  = — § . OB  . OA , 
was  mit  dem  Archimedischen  Satze  übereinstimmt.  Um  die  zweite 
Fläche  A CD  zu  finden , rechnen  wir  in  Nro.  6)  die  Fläche  F vom 
Punkte  A aus,  so  dass  F für  x = p verschwindet;  dies  giebt  zur 
Constantenbestimmung  0 = — \p 2 -f-  Const,,  also 


für  x = p 3 erhalten  wir  hieraus 

Fläche  ACD  = \p 2, 

dem  Werthe  nach  mit  OAB  übereinstimmend,  dem  Zeichen  nach 
entgegengesetzt.  Die  algebraische  Summe  der  Flächen  OAB  und 
ACD  ist  also  Null,  die  arithmetische  Summe  = | p2. 

Einer  ähnlichen  Vorsicht  bedarf  es  in  dem  Falle,  wo  die  Curve 
sich  sprungweise  innerhalb  der  gesuchten  Fläche  ändert;  auch  hier 
besteht  die  Fläche  aus  zwei  gesonderten  Theilen,  welche  einzeln 
berechnet  werden  müssen.  Wollte  man  z.  B.  die  über  der  Abscisse 
a?  = 2 a stehende  Fläche  der  Curve 


Fig.  32. 


Digitized  by  Google 


265 


Cap.  XIV.  §.  65.  Quadratur  iu  Polarcoordinaten 

b 3 


V = 


(6  und  a positiv) 


( a — x)2 

ermitteln,  so  erhielte  man  ohne  jene  Rücksicht 

/dx  b 3 

x 

und  weil  vom  Anfänge  der  Coordinaten  her  F=0  wird  für  x 

' b*  . 

0 — Const ., 


— 0: 


a 


also 


und  endlich  für  x — 2 a 


58 

a — x 


b*_ 

a 


F—  — _ — — — 

a a a 

Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man  schon  daraus, 
dass  die  Curve  keine  negative  Fläche  haben  kann,  weil  die  Ordi- 
nate y stets  positiv  ist.  Nun  besteht  aber  die  über  der  Abscisse 
x = 2 a liegende  Fläche  aus  zwei  getrennten  aber  congruenten 
Theilen,  indem  y für  x = a discontinuirlich  wird  und  zu  x — a-\-u 
und  zu  x=za  — u immer  dieselben  Ordinaten  gehören;  die  gesuchte 
Fläche  ist  demnach  das  Doppelte  der  über  der  halben  Abscisse 
x = a — 0 stehenden  Fläche  und  letztere 

— hi  — _ 4_  — 

a — ( a — 0)  a “r00  a ’ 

also  überhaupt  unendlich  gross  und  positiv ; daher  ist  auch  F = ex. 


§.  65. 

Quadratur  in  Polarcoordinaten. 

Wenn  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten  ausge- 
drückt wird,  so  kommt  es  darauf  an,  die  Fläche  eines  Sectors,  \^ie 

z.  B.  iOP,  Fig.  33,  zu  ermitteln;  nennen 
wir  sie  & und  bezeichnen  wie  folgt: 

L_XOP  = u,  L.POP'  — z/u, 

OP  = r,  OP'  — 
so  ist  z/£  = der  Fläche  POP ';  gehen  wir 
von  den  Differenzen  zu  den  Diffenrenzialen 
über,  so  gilt  dS  (bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  höherer  Ordnungen)  einem  Dreiecke 
POP*  gleich  und  ist  daher  dS  = \ r (r-j-dr)  sin  (du),  ferner,  weil 


Fig.  33. 
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sin(du)  mit  derselben  Genauigkeit  = du  ist,  dS  = l2r  ( r-\-dr)du 
und  mit  Weglassung  der  unendlich  kleinen  Grösse  zweiter  Ordnung 
dr  du: 

1)  dS  = l2r2du , S = £ J ° r2  du  -j-  Const. 

Die  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von 
welchem  Radiusvector  aus  der  Sector*S  gerechnet  werden  soll;  nen- 
nen wir  Uq  den  Winkel  AOX,  welchen  dieser  Anfangsradius  mit 
OX  bildet,  so  wird  S = 0 für  u = u$. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  die  Quadratur  eines  Ellipsensectors, 
indem  wir  den  einen  Brennpunkt  der  Ellipse  als  Anfangspunkt  der 
Polarcoordinaten  und  die  Gerade  von  diesem  Punkte  nach  dem 
nächstliegenden  Endpunkte  der  grossen  Achse  als  Anfangslage  des 
Radiusvector  ansehen;  die  Gleichung  der  Ellipse  ist  dann 

2)  r=rx£ , 

1 B COS  U 

wobei  p den  Halbparameter  (die  Ordinate  im  Brennpunkte)  und  £ 
die  numerische  Excentrieität  1 bezeichnet.  Für  den  Sector  hat 
man 

du 


3) 


S 


= Wi 


(1  -f-  scosu)2 

Den  Werth  des  Integrales  kann  man  entweder  dadurch  finden, 
dass  man  die  Gleichung 

r 'du  2 , / /ö=3”  . \ 

/ — ] — 7 = r-^- — Arctan  ( W — — tan  \ u ) 

J a-f-  b cos  u y a2 — £2  \ V a-f-b  1 / 

in  Beziehung  auf  a differenzirt  und  nachher  a = 1,  b = e setzt, 
oder  auf  die  Weise,  dass  man  die  Differenzialformel  algebraisch  und 
rational  macht.  Hierzu  dient  die  Substitution 


x i 


'Ix 


cosu 


sin  u d u = 


4 xdx 


sm  u 


(i+*2)2’ 


du  = 


1+x2' 
' 2 dx 


mittelst  deren  man  erhält 

du 


L 


* = */i 


1-j-#3’ 
(1  -|-#2)  dx 


o+  scosu) ‘ J [( 1 — |—  «)  — ( 1 — £) x2]1 

2 Wl  + s)+(l  — f)*s  — 2«  • 

~ 1 — £ J ' 


[(1  + «)  + (!  -«)**]* 


= Ä/i 


dx 


4e_  r 

— £)  X2  1 ej  [ 


dx 


(l+«)+(l  — «)**  1 —sj  [(l+«)+(l-*)**]s’ 

die  Integration  hat  nun  keine  Schwierigkeiten;  führt  man  sie  aus 
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und  setzt  nachher  für  x seinen  Werth,  nämlich  tan  |w,  so  ergiebt 
sich 


Vl—X‘ 


Arctan 


(Vi+f 


B sin  u 


B2  1 — j—  6 COS  U 


als  Werth  des  in  Nro.  3)  vorkommenden  Integrales  und  mithin  wird 

P 2 


4)  aS  = 


Arctan 


(v/t^  tanlu) £!_ 

\V  l-|_*  1 ) 2(1 — «2) 


B sin  u 


B 2 \v  l-f"£  1 / 2(1 — £2)  l-\-s  cos  u* 

wo  keine  Constante  hinzozuiugen  ist,  wenn  der  S'ector  S von  der 
Fig.  34.  grossen  Achse  an  gerechnet  wird,  also  mit  u 

gleichzeitig  verschwinden  muss.  Man  kann 
der  obigen  Formel  eine  sehr  elegante  Gestalt 
verleihen,  wenn  man p durch  die  grosso  Halb- 
achse a ausdrückt  und  einen  neuen  Winkel 
w einführt,  welcher  dadurch  entsteht,  dass  die 
Ordinate  MP  (Fig.  34)  verlängert  wird,  bis 
sie  den  mit  a beschriebenen  Kreis  in  Q schnei- 
det und  Q mit  dem  Mittelpunkte  0 der  El- 
lipse verbunden  wird.  Für  AOQ  = w ist  nämlich 

a cos  w — a s = r cos  u , 

oder  wegen  a = p : (1  — b2)  und  vermöge  des  Werthcs  von  r 

COS  W B cos  U 

■ ■ - — - • 

1 B 2 1 — |—  B COS  U 

Aus  dieser  Beziehung  zwischen  iv  und  u leitet  man  ohne  Mühe 
noch  folgende  Gleichungen  ab : 

cos  iv  — B V~  1 — B2  sin  w 


C08U  = 


1 B COS  w ’ 


sinu 


1 B COS  W 


. 1 — cosu 

tan !.  u = - — : = V/  — — 

2 1 — J—  cos  u V 1 


tan  Jw, 


mittelst  deren  die  Formel  S in  die  folgende  übergeht: 

S = \ a2  y 1 — b2  (w  — b sin  w) , 

oder  endlich,  weil  a 1 — £2  die  kleine  Halbachse  b der  Ellipse  be- 
deutet: 

5)  S = \ab  (w — B sin  iv ), 

von  welcher  Formel  in  der  Theorie  der  Planetenbewegung  eine  An- 
wendung vorkommt. 

Aendert  sich  der  Radiusvector  der  krummen  Linie  sprungweise 
innerhalb  de3  zu  quadrirenden  Sectors,  so  besteht  letzterer  aus  zwei 
getrennten  Sectoren,  deren  Flächen  einzeln  zu  berechnen  sind. 
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§.  66. 

Näherung  sw  eise  Quadraturen. 


* 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coordinaten  sei  in  Fig.  35 
AB  die  Basis  einer  Fläche,  OM  = .r,  MP  = y = /(#);  theilen 

wir  AB  in  eine  beliebige  Anzahl, 
etwa  771,  gleicher  Theile  und  zie- 
hen durch  jeden  Theilpunkt  eine 
Ordinate,  so  zerfällt  die  Fläche 
AB DC  in  m Streifen,  welche  nä- 
herungsweise  als  Rechtecke  gel- 
ten können,  sobald  m eine  grosse 
Zahl  ist.  Bezeichnen  wir  die  Or- 
dinaten  der  Reihe  nach  mit  yo,yii 
• • • ym->  den  ?nten  Theil  von 

AB  mit  ö und  die  Fläche  ABDC  mit  j F,  so  erhalten  wir  die  nähe- 
rungsweise richtige  Gleichung: 

i)  F = ö (yo  “h  2/1  “b  2/2  2/771—1)* 

Eine  etwas  grössere  Genauigkeit  erreicht  man  dadurch,  dass 
man  die  einzelnen  Streifen  als  Trapeze  berechnet,  was  darauf  hin- 
auskommt, die  m einzelnen  Stücke  des  Bogens  CPD  als  gerade  Li- 
nien, mithin  den  Bogen  selbst  als  gebrochene  Linie  anzusehen;  dies 
giebt 

F=  s y°  + y»  _i_  $ yi  + yj  + . . + 0 

2 1 2 1 1 2 


oder  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 
2)  i^=d(ly0+2/i+2/2  + ***  + 2/777—1  + 22/771)* 


Bedeutender  wird  die  Annäherung,  wenn  man  sich  die  einzel- 
nen Stücke  des  Bogens  CPD  als  krumme  Linien  und  zwar  am  ein- 
fachsten als  parabolische  Bögen  denkt.  Dass  eine  solche  Voraus- 
setzung keine  Unmöglichkeit  in  sich  schliesst,  sieht  man  auf  folgende 
Weise.  Wenn  überhaupt  drei  Punkte  £27,  £'  ^2,  gegeben  sind 

und  die  Gleichung 


y-ß  = 


(,v  — ci y 


die  Gleichung  einer  beliebigen  Parabel  bezeichnet,  deren  Achse  der 
Ordinatenachse  parallel  ist , so  würde  diese  Parabel  durch  jene  drei 
Punkte  gehen,  wenn  die  Gleichungen 
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„ „ a— «)2  a (!'— «)s  a 

n — P = : ■>  rf  — ß — i ij' — P = — 


zusammen  stattfänden;  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  in  Bezie- 
hung auf  a,  ß und  q liefert  aber  reelle  Werthe  für  dieselben  und 
daher  ist  es  jederzeit  möglich,  durch  jene  drei  Punkte  eine  Parabel 
der  genannten  Art  zu  legen.  Wenden  wir  dies  auf  unseren  Fall  an, 
indem  wir  uns  durch  je  drei  Thcilpunkte  des  Bogens  CP D eine 
Parabel  gelegt  denken,  wobei  m eine  gerade  Zahl  = 2 n sein  muss, 
so  können  wir  die  Fläche  jedes  parabolischen  Streifens  nach  Formel 
4)  in  §.64  ermitteln  und  erhalten 

F=  §ä  (#0  + 4 #1+2/2)  + (2/2  + 4 #8  +3/4)  + 

* • • + (^2n— 2 + 4 2/ 2n  — 1 + #2  + 

oder  durch  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen 


3)  F — 1 ^ { y0  + #2n 

+ 4 (#1  + #3  + #5  + • • • • + #2n— l) 

+ 2 (#2  + #4  + 2/6  + • • • • + 2/2n— 2)  } ’ 
welche  Formel  unter  dem  Namen  der  S imp  s o ny sehen  Regel  be- 
kannt ist  und  schon  bei  mässig  grossen  n sehr  genaue  Resultate 
liefert. 

Diese  näherungsweisen  Quadraturen  enthalten  zugleich  die  nä- 
herungsweise Berechnung  beliebiger  bestimmter  Integrale;  denn  die 

Fläche  ABDC  ist  nach  §.  47  dem  bestimmten  Integrale 

• b 

J* f (x)  dx 

a 

gleich,  wenn  man  Oi=a,  OB—b  setzt ; man  kann  daher  die  Formeln 

1),  2)  und  3)  unmittelbar  anwenden  und  zwar  ist  dabei  ö = 

m 

und  y0,  #1?  #21  • • • 8in(*  die  Werthe  von  /(#),  welche  den  Werthen 
ar=a,  a + d,  a + 2 d,  . . . entsprechen,  nämlich  yQ  = /(a), 
#1  = /(a  + ä),  #2  =/(a+2d)  u.  s.  w.  *). 


§.  67. 

Die  Rektifikation  der  Curven. 

I.  Für  eine  ebene  Curve,  auf  rechtwinklige  Coordinaten  x und  y 

bezogen,  gilt  nach  §.  17,  Nro.  4)  die  Relation 

• % 

ds  = Vdx*  + dy*  = dx  |/  1 -f  (^Y, 


*)  Man  vergleiche  hiermit  §.  78,  I. 
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in  welcher  ds  das  Bogendifferenzial  bedeutet;  für  den  ganzen  Bogen 
s ergiebt  sich  hieraus  die  Rektifikationsformel: 


1) 


s 


=/d*\A+(S) 


Die  willkürliche  Constante,  welche  dem  Integrale  beigefügt  werden 
kann,  findet  ihre  Bestimmung  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von  wel- 
chem Anfangspunkte  aus  der  Bogen  gereclmet  werden  soll;  heisst 
x0  die  Abscisse  dieses  Punktes,  so  muss  s = 0 werden  für  x = xQ. 
Will  man  sich  polarer  statt  rechtwinkliger  Coordinaten  bedienen, 
so  ist  nach  §.19  Nro.  8): 

ds  = V r-du 2 -j-  dr 2 = du  r2  -|- 
und  mithin  durch  Integration: 


2) 


s 


= fdu  V7'2  + (ST’ 


wo  sich  die  Integralconstante  durch  die  Polarcoordinaten  des  Bo- 
genanfanges bestimmt. 

a.  Für  die  Parabel,  deren  Gleichung  wir  in  der  Form 

y=TP 

darstellen,  ergiebt  sich  nach  Nro.  1): 


s — J dx  \J  dx  Vp2-\-x2 

= — j \xVp2-\-x2  -f"  \p2  Z(fl?-f-  V^p2-\-x2)^  Const. 

Wenn  der  Bogen  im  Scheitel  anfangen  soll,  so  muss  s =.  0 werden 
für  fl?  = 0;  man  hat  demnach 

0 = “■  j \P2  1 CP)  j + Const.; 
mithin  durch  Elimination  der  Constante: 

3) 


==  j * Vp*+*\_i_ipi  (r+Vp'+jy 


Nicht  ohne  Interesse  ist  es,  diese  Rektifikation  der  Parabel  mit  der 
Quadratur  der  Hyperbel  zu  vergleichen.  Construirt  man  nämlich  eine 
gleichseitige  Hyperbel  mit  der  Halbachse  p und  nimmt  die  Neben- 
achse derselben  zur  Abscissenachse , so  ist  die  Gleichung  der  Curve 

y*  — x2  = p2  oder  y = V*ps- |-fl?s; 
mithin  die  Fläche  derselben 
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F = J ^ dx\/~p2  -j-a?2, 

wobei  für.r  = 0 auch  Fr=z  0 werden  muss,  wenn  die  Fläche  von  der 
Ordinatenachse  ab  gerechnet  wird;  mit  dem  Vorigen  verglichen, 
giebt  dies 

F 

8 — — oder  F ~ p s 
P 

als  Relation  zwischen  dem  Parabelbogen  über  x und  der  über  dem- 
selben x stehenden  hyperbolischen  Fläche.  — Man  wird  übrigens 
leicht  bemerken,  dass  sich  jede  Rektifikation  einer  ebenen  Curve 
durch  ähnliche  Bemerkungen  auf  die  Quadratur  einer  anderen  Curve 
zurückführen  lässt  und  zwar  ohne  vorherige  Ausführung  der  Inte- 
gration. 

ß.  Die  Ellipse.  Aus  der  Gleichung 

b ,/ 

y = — y a1  — x 2 
a 

erhält  man  ohne  Mühe  die  folgende : 

= fdxx/ “EEfü!, 

J V (jfi  — x2 

worin  £ die  numerische  Excejitricität  V a2  — b2:a  bezeichnet.  Da 
die  postulirte  Integration  in  geschlossener  Form  nicht  möglich  ist, 
so  stellen  wir  s in  Form  einer  unendlichen  Reihe  dar.  Zunächst 
bringen  wir  den  in  §.  65  benutzten  Winkel  MOQ  = w wieder  in 
Rechnung,  d.  h.  wir  substituiren 


s 


X 


acosw , dx  = — asinwdw , 


woraus  sich  ergiebt: 

s — — a f d wV  1 — £2  cos 2 w, 

und  weil  £ cos  w ein  echter  Brach  ist: 

8 — — a y° dwj  1 — g £2  cos2w — -~j£4cos4w — |. 

Die  Integration  der  einzelnen  Theile  ist  hier  sehr  leicht;  denn  man 
hat  nach  §.  43,  Formel  11) 

J* cos*n  w dw 

= ~^\f\  I (2«)n  + (2«)„_i  cos  2 w + (2 n)n_2  cojj  iw  -f ...  | dw 

— * (2«)n-l «m2w-|-ä(2n)ri_2  siniw+  ...|, 

mithin  ist 
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s 


~ = Const. — 1 1 (|  - 2i  14;  — (- 1 . 20  «m  2 1^) 

+ s 4 (J . 42  w -f- 1 . 4i  sin  2 w -j-  \ . i0sin  4«;) 

+ 

Die  Vereinigung  der  gleichartigen  Grössen  giebt  ein  Resultat  von 
der  Form 

g 

4)  — = Const.  — Aq  w -j-  A2  sin  2 w -j-  A±  sin  4 io  -J- , . . . , 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

1 


5) 


A2  — ä £2~t~  4 8 • * * 

1 


A\  — 


*4+ 


8.8.4 

Um  dieConstante  zu  bestimmen,  rechnen  wir  den  Bogen  s vom  End- 
punkte der  kleinen  Halbachse  aus;  es  ist  dann  s = 0 für  x z=  0, 
d.  h.  für  w = |jt,  mithin 


% 


0 =r  Const.  — A'Ti 

U 

folglich  durch  Elimination  der  Constante: 

6)  s — a [Aq  Qjt — w)  -f-  Ä2  sin  2 w -f-  A4  sin  4 w - j- ] . 

Für  w = 0 folgt  die  Länge  des  elliptischen  Quadranten  = aA^\n 
oder: 

7)  « = |.,|  i- 1®'  --i(o)v-<tÖ-)v— 

y.  Für  die  Hyperbel  ist  die  Rechnung  sehr  ähnlich ; aus  der 
Gleichung 

b,, ; 

y = — V xl  — a1 
a 

erhält  man  nämlich,  wenn  £ die  Excentricität  lAu3 -f- b*  : a be- 
zeichnet: 


s 


oder  für  x = 


cos  u 


s 


/du  P du  / 

— lAfä  — co«*u  = aej  ^\/  1 


cos^u 

£2 
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Wegen  £ 1 ist  der  Quotient 


cosu 


ein-  echter  Bruch  und  man 


kann  daher  eine  Reihenverwandlung  vornehmen;  sie  giebt 

cos4  u ) 

4 V"  ~ i 


5 


/du  ( . cos2u  1 

cos2  « I1  ““ 2 i2“  TT 


und  durch  Integration  der  einzelnen  Glieder  gelangt  man  zu  einem 
Resultate  von  der  Form: 
s 


a 


= Const.-\-  e tan  u — B0u  — B2  sin  2m  — Bx  sin  4m 


worin  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

% = {[j+j©  i + 


] 


8)' 


. 1 j f-L-l 

k 2 “ 32  £*  ' 6* 

_ 1 1 

„ ,j  ‘ I • » • • • 

512  f5  1 


Rechnen  wir  den  Bogen  s vom  Scheitel  der  Hyperbel  aus,  so 
wird  s = 0 für  x = a,  d.  h.  für  u = 0;  es  ist  also  Const . = 0 
und 

9)  s = a [«  tan  u — B0u  — B2  sm  2 m — Bxsiniu  — ]. 

Die  Verlängerung  der  zum  Endpunkte  des  Bogens  gehörenden  Or- 
dinate schneidet  von  der  Asymptote  ein  Stück  ab,  dessen  Grösse  z 
heissen  möge,  und  es  ist 


z = 


V a2  -j-  i2 


X — £X  — 


a£ 


a cosu 

die  Differenz  zwischen  diesem  Stücke  und  dem  darunter  liegenden 
Bogen  ergiebt  sich  mittelst  der  obigen  Werthe  von  z und  s,  nämlich 

z — s = a£ \-aB0u-j-  aB2  sin  lu-\~ 

COS  u 

Lässt  man  x unendlich  werden,  wobei  cosu  — 0 mithin  u = \n 
wird,  so  wachsen  zwar  z und  s ins  Unendliche,  ihre  Differenz  aber 
nähert  sich  einer  endlichen  Grenze ; denn  man  erhält  Lim  ( z — s ) 
= aB0\jt , oder 

LmO-s)=  ff  j 1 + ^)7,  + 1 (0)^+ !• 

d.  Die  Cycloide.  Der  Scheitel  der  Curve  sei  der  Anfangs- 
punkt rechtwinkliger  Coordinaten  (wie  in  §.  17);  es  ist  dann: 


10) 


s 


= = V5 /A  = .re:. 


S c li  1 ö m i 1 c h , Analysis. 
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Rechnen  wir  den  Bogen  gleichfalls  vom  Scheitel  aus,  so  ist  keine 
Constantc  hinzuzufügen,  weil  8 mit  x gleichzeitig  verschwinden 
muss.  Für  x =z  2 r folgt,  dass  die  obere  Hälfte  der  Cycloide  dem 
vierfachen  Halbmesser  des  erzeugenden  Kreises,  also  die  ganze  Cy- 
cloide dem  Achtfachen  dieses  Radius  an  Länge  gleichkommt. 

II.  Für  Curven  doppelter  Krümmung  ist  nach  Nro.  5)  in  §.  20 

da=  V <f*2+<ty2  + dz2  = dx  \J  l + (-^)ä  » 

mithin  durch  Integration : 


11) 


8 


=jdx  vA+^y+d?)  ’ 


wobei  die  unter  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Differenzialquotienten 
den  beiden  Gleichungen  der  Curve  zu  entnehmen  sind.  Die  Be- 
stimmung der  Integrationsconstante  geschieht  wie  früher  dadurch, 
dass  man  eine  Abscisse  x0  festsetzt,  für  welche  der  Bogen  in  Null 
übergeht,  d.  h.  sich  auf  seinen  Anfangspunkt  reduzirt. 

Beispielsweise  betrachten  wir  die  Linie, 
Fig.  3G.  welche  den  Durchschnitt  eines  vertikal  ste- 

HHH  henden  parabolischen  und  eines  horizontalen 
■ cycloidischen  Cylinders  bildet , Fig.  36 ; es 
j^M|  sei  nämlich 

,=1vr.,f=s/l 

dz / 2r  — x 

dx  V x ’ 

wobei  a die  Entfernung  des  Brennpunktes 
der  Parabel  vom  Scheitel  bezeichnet,  so  wird 

.=/„V+!+^: 

=1^+77/41, 


oder : 

12)  s = 2 V (a  -\-2r)x  = 2 V~2  ( J a r) x, 

wobei  keine  Constante  hinzuzufügen  ist,  wenn  der  Bogen  im  gemein- 
schaftlichen Scheitel  C der  Parabel  CP  A und  der  Cycloide  C P‘ B 
anfangen  soll.  Die  geometrische  Bedeutung  des  gefundenen  Werthes 
von  8 wird  man  durch  Vergleichung  mit  der  Formel  10)  leicht  er- 
kennen. 
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§.  68.  , 

Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 


Bereits  in  §.  2 haben  wir  gesehen,  dass  der  Differenzialquo- 
tient eines  Volumens,  genommen  in  Beziehung  auf  eine  Coordinate 
der  letzte  Querschnitt  desselben  ist;  bezeichnen  wir  also  ein  Vo- 
lumen mit  F,  den  durch  den  Endpunkt  von  x senkrecht  auf  die 
Achse  der  x gelegten  letzten  Querschnitt  desselben  mit  Q,  so  gelten 
die  Gleichungen: 


1) 


dV=  Qdx, 


ConsU , 


die  Constante  bestimmt  sich  dadurch,  dass  man  festsetzt,  von  wel- 
cher auf  der  x Achse  senkrechten  Ebene  aus  das  Volumen  gerech- 
net, für  welchen  Werth  von  x also  F in  Null  übergehen  soll.  Als 
Beispiel  mag  die  Cubatur  der  Flächen  zweiten  Grades  dienen. 

a . Das  Ellipsoid.  Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist  be- 


kanntlich 


©■+©'+(7)' 


der  Querschnitt  am  Ende  von  x senkrecht  zur  x Achse  gelegt,  bil- 

b 

det  bekanntlich  eine  Ellipse,  deren  Halbachsen  — V a-  — x2  und 

a 


— V«2 * *  — x2  sind,  deren  Fläche  mithin  ist: 
a 

Q — n — ■ («2  _ x2). 
az 

Nach  Nro.  1)  wird  nun: 

2)  F = n ~^-(a2x  — l#8), 

a2  6 

wo  keine  Constante  hinzuzufiigen  ist,  wenn  das  Volumen  von  der 
yz  Ebene  an  gerechnet  wird,  d.  h.  für  x = 0 verschwinden  muss. 

D ie  Formel  2)  giebt  das  Volumen  einer  Zone,  welche,  vom  Mittel- 

punkte des  Ellipsoides  aus  auf  der  x Achse  gerechnet  , die  Dicke  x 

besitzt.  Für  x = a geht  dieselbe  in  das  halbe  Ellipsoid  über 
= \ it  ab  c\  das  Volumen  des  ganzen  Ellipsoides  ist  demnach 
= \ ftabc.  Ist  c — b a , so  erhält  man  ab2  für  den  Inhalt 
des  gestreckten  Rotationsellipsoides,  c = a b giebt  \ita2b  als 
Inhalt  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoides,  für  c = b = a end- 
lich ergiebt  sich  das  Volumen  einer  mit  dem  Halbmesser  a beschrie- 
benen Kugel. 

18* 


v 
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ß.  Das  einfache  Hyperboloid,  dessen  Gleichung 

“(7)  +(f)  +(t)  = 1 

sein  »möge,  hat  zum  Querschnitt  eine  mit  den  Halbachsen  — V 

a 

und  — \^a2- 1-#2  beschriebene  Ellipse,  daher  ist: 
a 

3)  V = j it  ~ (a2  -f-  x2)  dx  = % “(a2^5  + § 

wo  keine  Constante  beigefiigt  werden  darf,  wenn  wir  das  Volumen 
von  der  yx  Ebene  aus  rechnen.  Für  x = a ergiebt  sich  das  be- 
merkenswerthe  Resultat,  dass  die  Zone  von  der  Dicke  a mit  einem 
aus  den  Halbachsen  a,  6,  c beschriebenen  Ellipsoide  gleichen  Inhalt 
besitzt. 

y.  Das  getheilte  Hyperboloid,  dessen  Gleichung  in  der 
Form 

GMiM#-  ■ . 

dargestellt  werden  kann,  hat  zum  Querschnitt  eine  aus  den  Halb- 
achsen — V x2  — ~ä2  und  —~Vx2 — "cP  beschriebene  Ellipse,  welche 
a a 

für  x a imaginär  ist;  daher  wird 

V — / % — {x2  — a2)  dx=  n — (Ja?3 — a2x ) -4-  Const. ; 

J a2  a2 

rechnen  wir  das  Volumen  V vom  Scheitel  der  Fläche  aus,  so  wird 

V — 0 für  x = a , mithin  0 — — ij  a J c -|-  Const . und : 

4)  V=  X ^ (l*3—  a**-|-|a*). 

Die  Formel  giebt  jetzt  das  Volumen  einer  Kappe  von  der  Höhe 
x — a;  für  x = 2a  erhält  man  das  bemerkenswerthe  Resultat,  dass 
die  Kappe  von  der  Höhe  a gleichen  Inhalt  mit  einem  aus  den  Halb- 
achsen a,  6,  c construirten  Ellipsoide  besitzt. 

d.  Das  elliptische  Paraboloid  hat  zur  Gleichung 

V2  , z2 

. =2.3?, 

p q 

und  der  Querschnitt  ist  eine  Ellipse  aus  den  Halbachsen  V 2 p x 
und  V 2 qx , mithin : 

5)  V = J* 2 Tt)f  pq  x dx  = pqx2, 

und  zwar  bedarf  es  keiner  Constante,  wenn  man  das  Volumen  vom 


Digitized  by  Google 


277 


Cap.  XIV.  §.  G8.  Die  Cubatur  begrenzter  Volumina. 

Scheitel  aus  rechnet,  V also  den  Inhalt  einer  Kappe  von  der  Höhe 
x bedeuten  soll. 


£.  Das  hyperbolische  Paraboloid  mag  durch  die 
Gleichung 

*•2  j/2 

--  2-=  2 Z 

p q 


charakterisirt  werden ; der  in  der  Entfernung  x senkrecht  zur  x Achse 
gelegte  Querschnitt  ist  eine  Parabel,  von  welcher  die  xy  Ebene  ein 
begrenztes  Stück  abschneidet;  betrachten  wir  nur  das  über  der  xy 
Ebene  liegende  Volumen,  so  ist  Q jenes  Stück  und 


Q 


_ 2 « - xk/± 

— p-xv  p 


mithin : 

6) 


r—i 


VT 
p V 


=r / X3  dx  ■= 


VT 

pVp 


X* 


und  es  bedarf  hier  keiner  Constante,  wenn  V mit  x gleichzeitig  ver- 
schwinden, V also  den  Inhalt  des  Raumes  bedeuten  soll,  welcher 
nabh  unten  von  der  xy  Ebene,  seitwärts  von  dem  genannten  Quer- 
schnitte und  oberhalb  durch  die  sattelförmige  Fläche  begrenzt  wird. 
Stellt  man  V in  der  Form 


dar,  so  wird  man  die  geometrische  Bedeutung  des  Ausdruckes  leicht 
erkennen. 

Sehr  einfach  gestaltet  sifch  die  Formel  1)  in  dem  Falle,  wo  die 
Begrenzungsfläche  des  Volumens  durch  Umdrehung  einer  ebenen 
Curve  um  die  x Achse  entstanden  ist;  der  Querschnitt  Q bildet  hier 
einen  Kreis,  der  die  Ordinate  der  Curve  zum  Radius  hat,  und  wenn 
wir  diese  zur  Abscisse  x gehörige  Ordinate  wie  gewöhnlich  mit  y 
bezeichnen,  so  wird  aus  der  Formel  1)  die  folgende: 


7) 


V — n J y'1  d x -\- Const., 


deren  Anwendung  leicht  genug  ist. 

Im  Allgemeinen  verlangt  die  Cubatur  eines  begrenzten  Rau- 
mes jederzeit  zwei  Integrationen;  die  eine  dient,  um  vorerst  den 
Querschnitt  Q zu  ermitteln,  die  zweite  leitet  hieraus  das  Vo- 
lumen V her;  diese  Bemerkung  Hesse  sich  auch  in  die  Zeichen- 
sprache der  Analysis  übertragen,  indem  man  V unter  der  Form  ei- 
nes Doppelintegrales  darstelltc,  doch  versparen  wir  das  Nähere  hier- 
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über  bis  dahin,  wo  von  den  mehrfachen  bestimmten  Integralen  und 
' ihrer  geometrischen  Bedeutung  die  Rede  sein  wird. 


§.  69. 

Die  Complanation  der  Flächen. 

Wenn  nicht  besondere  Umstände  die  Aufgabe  vereinfachen,  so 
erfordert  die  Inhaltsbestimmung  einer  gekrümmten  Fläche  im  All- 
gemeinen eine  doppelte  Integration,  zu  deren  Ausführung  oftmals 
besondere  Kunstgriffe  nöthig  sind;  wir  beschäftigen  uns  daher  vor- 
läufig nur  mit  der  Complanation  solcher  Flächen,  bei  welchen  mit 
einer  einfachen  Integration  auszukommen  ist. 

I.  Die  Cy linderflächen.  In  Fig.  37  sei  OM  = .r,  MP 
= y,  MQ  = PR  = z , ferner  z = ^(.r)  die  Gleichung  der  Leit- 
linie HQJ  eines  horizontal  parallel 
zur  Achse  der  y liegenden  Cylin- 
ders  und  y •=  (jp(x)  die  Gleichung 
der  Leitlinie  CPB  eines  vertikal 
stehenden  Cylinders;  beide  Cylin- 
derflächen  durchschneiden  sich  in 
der  doppelt  gekrümmten  Linie  KR  L, 
und  es  entsteht  zugleich  auf  dem 
horizontalen  Cylinder  eine  begrenz- 
te Fläche  HKRQ , deren  Grösse  / 
ermittelt  werden  soll.  Lassen  wir 
x um  dx  wachsen,  so  nimmt  / um 
einen  Streifen  d f zu , der  als  ein  Rechteck  angesehen  werden  kann, 
von  welchem  QR  = MP  = y die  eine  Seite  und  QQ ',  das  Bo- 
gendiflerenzial  der  Linie  HJ , die  andere  Seite  ausmacht;  der  hier- 
bei begangene  Fehler  (nämlich  die  dreieckige  Fläche,  welche  von 
einer  Linie  durch  R parallel  zu  QQ1  abgeschnitten  würde),  besteht 
nur  aus  Grössen  zweiter  und  höherer  Ordnung  und  fallt  deshalb 
weg;  so  ist  nun  für  II Q = s: 

df=VdS  = ydxy  l+(!)2 

mithin : 

i) 

Als  Anwendung  hiervon  geben  wir  die  Berechnung  der  cylindrischen 


Fig.  37. 
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Gewölbflächen,  fiir  welche  die  Linie  II QJ  die  sogenannte  Wölbungs- 
curve  ist. 

a.  Kreisförmiges  Klostergewölbe.  Es  sei  in  Fig. 38 
die  Wölbungslinie  HQA  ein  Stück  eines  Kreises,  der  Halbmesser  des- 
selben =r,  ferner  die  halbe  Spannweite  OA  = a , der  Pfeil  011=  /*, 
AB  = b , ferner  in  Fig.  39  OE  = g,  O1  E = fc,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Wölbungscurve 

z = — 0 + Yr2  — Gr-fF)2, 


Fig.  38. 


Fig.  39. 


woraus  man  findet 


Vi+(d£) 


Y r2 — (#-j-&)‘2 

der  Bogen  s wäre,  wenn  wir  ihn  des  Folgenden  wegen  anmerken : 

r dx 

Vr2  — (x-\-k)  2* 

Die  Hbrizontalprojektion  des  Gewölbgrathes  BRH  bildet  eine  Ge- 
rade, deren  Gleichung  y = — x ist,  und  man  hat  daher  nach 
Nro.  1): 

, br  r x dx 

a J V r 2 — (#-f-  Je)2 

br  ^ ( x-\-k)dx  bk  ^ rdx 

a J Yr2  — O + ÄD2  a J Vr2  — (x- 


(x  -(-  ky 


b V t /"  1 h 

= V r2  — (.r  -f-  k )2 s -(-  Const. 

cl  a 

Für  x = 0 wird  / = 0 und  s =.  0 , mithin 

0 = — — Y r2  — k2- f-  Const ., 

a ' v 

und  durch  Wegschaflung  der  Constante: 

/ = ■—  ^Y r2 — k2  — V r2  — (#-|-fc)2J  — “5. 


bk 
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Da  es  weniger  auf  die  Fläche  IIQR  = /,  als  vielmehr  auf  die  ganze 
Fläche  ABH  ankommt,  so  setzen  wir  x — a,  wobei  AB H — F 
und  der  Bogen  AH  — S sein  möge;  wir  erhalten  so: 

F=b-^  [V  r2— i2  — W — (a-fifc)2]  — j S. 

Aus  Fig.  39  erkennt  man  leicht  die  geometrische  Bedeutung  der 
eingeklammerten  Differenz;  sie  ist  h -f-  g — <7,  und  so  hat  man  die 
elegante  Formel: 

2)  F—-j(hr  — ks\ 

wo  a,  b , ä,  fc,  r unmittelbar  bekannt  sind  und  der  Bogen  leicht 
genug  berechnet  werden  kann.  Für  Stichbögen  wird  k = 0 und  die 
Formel  dadurch  einfacher,  bei  gothischen  Bögen  ist  g = 0,  doch 
giebt  dies  keine  Abkürzung,  weil  g in  der  Gleichung  2)  nicht  vor- 
kommt. 

ß.  Elliptisches  Klostergewölbe.  Ist  die  Wölbungs- 
linie HQA  ein  Ellipsenquadrant,  dessen  Halbachsen  a — OA  und 
h — 0 H heissen  mögen , so  ist 

z — ~ V d1  — x2^ 
a 

und  im  Uebrigen  wie  vorhin  v = — x.  Hinsichtlich  des  ds  sind 

a 

zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  a h oder  a A,  das 
Gewölbe  also  ein  gedrücktes  oder  ein  überhöhtes  ist;  im  ersten  Falle 
hat  man  

- = V»  • = K2? 

und  im  zweiten  Falle 


dx  y i+(*)  = y - 1 ■■ 

mithin  entsprechend  diesen  zwei  Fällen: 

Mittelst  der  Substitution  a2  — x 2 = a 2 u2  venvandeln  sich  diese 
Gleichungen  in  die  folgenden: 

/ = — ab  J ° du  yi  — e2-\-e2u2, 

f=—ab  J du  V l + A2  — A2«2, 


t 
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und  hier  ist  die  Integration  ohne  Schwierigkeit  ausführbar.  Be- 
stimmt man  die  Constante  so,  dass  / für  x = 0 verschwindet,  und 
setzt  nachher  x = a,  so  erhält  man  für  die  Fläche  AB IIA: 


3) 

4) 


a h, 
a li. 


y.  Kreuzgewölbe  bestehen  bekanntlich  aus  den  Stücken, 
welche  übrig  bleiben , wenn  die  Flächen  der  Klostergewölbe  von 
den  Flächen  vollständiger  Tonnengewölbe  abgezogen  werden;  ist 
z.  B.  in  Fig.  40  ABIIA  ein  Theil  von  einem  Klostergewölbe  und 
ABKH  ein  vollständiges  Tonnengewölbe,  so  ist  der  Rest  B1IK 
ein  Stück  von  einem  Kreuzgewölbe,  dessen  übrige  Stücke  diesem 
entweder  congruent  oder  auf  ganz  ähnliche  Weise  entstanden  sind. 
Bezeichnen  wir  die  Fläche  BHK  mit  1 ABH  mit  F , die 
Länge  der  Wölbungscurve  mit  S,  und  AB  mit  b,  so  ist  in  jedem 
Falle: 

5)  F+  = bS  — F, 

wo  man  für  F einen  der  früheren  Werthe  zu  substituiren  hat. 


Fig.  40. 


Fig.  41. 


II.  U m d r e h u n g s f 1 ä c h e n.  Eine  ebene  Curve  K Q Q\ 

Fig.  41,  deren  Gleichung  z = ty(x)  sein  möge,  werde  um  die 
Achse  der  x herumgedreht  und  die  entstandene  Fläche  durch  einen 
vertikalen  Cylinder  geschnitten , dessen  Leitlinie  B PP1  die  Glei- 
chung y = <p(x ) haben  soll.  Die  gebildete  Fläche  KDRQ  heisse 
/,  so  entspricht  der  Aenderung  dx  eine  Flächenänderung  df 
= QQ* R* R,  deren  Betrag,  abgesehen  von  unendlich  kleinen  Grössen 
höherer  Ordnungen,  mit  dem  Inhalte  eines  Rechtecks  aus  den 
Seiten  QR  und  QQ‘  übereinstimmt.  Aus  der  Natur  der  Umdre- 
hungsfläche folgt  aber  MQ  = MR,  ferner 

‘ MP  y 

cos  PMR  = sin  QM R = — — = — ; 

MR  z 
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mithin 

L QMR  = Arcsin  — , 

z 

und  da  QR  ein  mit  dem  Halbmesser  MQ  beschriebener  Kreisbo- 
gen ist: 

QR  — z Arcsin  — . 

z 

t ür  die  andere  Seite  Q Q1  des  betreffenden  Rechtecks  hat  man 


««■=•'•  V '+(%)'■ 


Durch  Substitution  der  Werthe  von  QR  und  QQ'  in  die  Glei- 
chung df  = QR.QQ*  und  durch  nachherige  Integration  folgt  nun: 

6)  / = fz  Arcsin  j ]/  1 +(|)2  dx. 

Als  Beispiel  diene  die  Bestimmung  der  Fläche  von  einem  Kugel- 
Fig.  42.  gewolbe  (böhmischen  Gewölbe). 

Die  Umdrehungsfläche  ist  hier  eine 
Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  und 
deren  Halbmesser  r sei,  Fig.  42 ; es 

ist  dann  z = V r2  — x2  und  man 
findet  daraus: 


• V i+(S) = r- 


Die  Curve  DP  ist  eine  Gerade  pa- 
rallel zur  Abscissenachse,  also  y 
— OB  ==  b;  aus  der  Gleichung  6)  wird  jetzt  die  folgende: 

b 


f 


= rf 


Arcsin 


oder  bei  theilweiscr  Integration: 


V r 2 — x 2 


= dx. 


f = rx  Arcsin 


b Ä x2dx 

Vr2  — x 2 r J (r2 — * 2)  ]/  r2  __  fr!  — 


#2 


= r#  Arcsin  —j  ^ — br  f\ — i~l--  ^ x 

V r2  — x-  J \r2  — n2  JVr2 — b‘2  — x2’ 

wo  sich  wieder  eine  Integration  ausführen  lässt,  so  dass  man  er- 
hält : 

h m 

f — rx  Arcsin  --r.  ■_  br  Arcsin 


V r 2 — x2 
— ^ r 8 f TU 

J 0’2  — 


dx 


V r-‘—  IS- 


\^V‘ — b~ — 
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Setzt  man  in  dem  noch  übrigen  Integrale  x = V~r2 — b2  sin  w,  so 
wird 


/(, X‘ 


dx 


b2 


_=/*. 

x2  J r2cos2u 


du 


— - — Arctan 
br 


(b  \ 
l — tan  u\ 


-j-  b2  sin2  u 

1 hx 

- — Arctan  — .. 
br  r V r2  — b2 — x2 


Demnach  ist  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung: 


/ = rx  Arcsin 


r-  ~ -4-  br  Arcsin  - /■  ■■■  

Vr2  — x 2 V r2  — b2 


— r2  Arctan 


bx 


r — - b2 — x2 

wo  es  keiner  Integrationsconstante  bedarf,  weil  die  Fläche  I1KRQ 
= / mit  x gleichzeitig  verschwinden  muss.  Schreiben  wir  endlich 
um  grösserer  Symmetrie  willen  a = 0 A für  x und  F für  /,  und  be- 
merken , dass 

b a . ( b a \ 

Arctan  — - = Arcsin  l - — • 1 

ryr2__52_a2  \y  r2 a2  y?.2_^2/ 

ist,  so  können  wir  dem  Endresultate  in  sofern  eine  elegante  Gestalt 
ertheilen,  als  wir  sagen:  es  ist 

7)  F=  r {aA  -f  bB  — rC), 

wobei  die  drei  Bögen  A,  i?,  C mittelst  der  Gleichungen 

b a 

8)  sin  A = , — — , sin  B = ■■  ■ ■ sin  C = sin  A si?i  B 

y r2  — a2  \ r2  — b 2 

zu  bestimmen  sind. 

Die  allgemeine  Formel  6)  vereinfacht  sich  sehr  wesentlich  in 
dem  Falle,  wo  der  zwischen  den  positiven  Seiten  der  drei  Coordi- 
natenebenen  liegende  Octant  der  Rotationsfläche  selbst  betrachtet 
wird,  die  Curve  BP  also  congruent  mit  KQ  ist.  Es  wird  dann 
: = y,  folglich : 

9)  f = \ajy  yi+(|)  ds, 

und  wenn  es  sich  um  die  ganze  ringsherum  liegende  Fläche  handelt: 

10)  F=**f  * Vi+(S)dx- 

Hiernach  findet  man  z.  B.  die  Oberfläche  einer  von  der  yz  Ebene 
aus  gerechneten  Zone  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoide» , indem 

man  y = — — V" b2  — x2  nimmt  und  F mit  x gleichzeitig  ver- 
schwinden lässt ; die  sehr  einfache  Rechnung  giebt : 
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11)  V»+*  + xa*l  (J+Vf+^), 

worin  zur  Abkürzung 

k - - 
- yra* 

gesetzt  worden  war.  Für  x = b und  durch  Verdoppelung  des  ent- 
stehenden Werthes  folgt  noch: 

2ab27t  /a-j-V'ö*2 — b2\ 

12)  Ez=z  2 a2n  4-  -j-  ) 

V a2  — 42  \ b ' 

als  Oberfläche  des  ganzen  abgeplatteten  Rotationsellipsoides. 
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Die  einfachen  bestimmten  Integrale. 

§.  70. 

Fundamentaleigenschaften  einfacher  bestimmter 

Integral  e. 

I.  Wir  knüpfen  an  die  Betrachtungen  des  §.  47  wieder  an,  de- 
nen zufolge  unter  dem  Symbole 

b 

J /O)  dx 
a 

der  Grenzwerth  verstanden  wird,  gegen  welchen  die  Summe 

1)  -f-  /(a-|-$i)  $2  /(a“)~^l  “(“^2)^3  + 

+ /(a  + ^l+$2  + -“-f-^n— l) 

convergirt , wenn  die  Grössen  , d2 , . . . dn  der  Null  näher  und 
näher  kommen , während  sie  immer  der  Bedingung  -f-  ~f~  ^3  ~\~ 

genügen  müssen;  zugleich  erkannten  wir  die  geometrische 
Bedeutung  dieser  Definition  für  den  Fall,  dass  x als  Abscisse  und 
y = f(x ) als  zugehörige  Ordinate  einer  Curve  angesehen  wird ; es 
war  nämlich  das  obige  bestimmte  Integral  gleich  der  Fläche,  welche 
die  Strecke  b — a der  Abscissenachse  zur  Basis  hat,  seitwärts  durch 
die  Ordinaten  /(a),  f(b ) und  oberhalb  durch  die  genannte  Curve  be- 
grenzt wird  (Fläche  ABDC  in  Fig.  28).  Später  ergab  sich,  dass 
das  bestimmte  Integral  auch  als  Differenz  zweier  Spezialwerthe  des 
imbestimmten  Integrales 

2)  //(*)  dx  = F(x)  4"  Const. 

betrachtet  werden  konnte,  und  es  war 

b 

3)  J fix)  dx  = F(b ) — F(a), 

. a 


■■V 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion  f(x)  innerhalb  des  In- 
tervalles von  x ■=  a bis  x = b keine  Unterbrechung  der  Continuität 
erleidet.  — Welche  von  diesen  zwei  Definitionen  des  bestimmten 
Integrales  man  als  die  primäre  wählen  will,  ist  an  sich  gleichgültig, 
wenn  man  an  den  Begriffen  festhält;  wir  entscheiden  uns  für  die 
erste,  weil  sie  in  gewisser  Rücksicht  die  allgemeinere  ist.  Die 
zweite  Definition  setzt  nämlich  voraus,  dass  man  das  unbestimmte 
Integral  von  f(x)dx  bereits  kenne,  und  hierin  liegt  wiederum  die 
Voraussetzung,  dass  die  Natur  der  Funktion  /(#)  bekannt  sei;  eine 
solche  Beschränkung  findet  bei  der  ersten  Definition  nicht  statt,  es 
reicht  bei  ihr  hin,  wenn  das  jedem  x von  x = a bis  x — b entspre- 
chende y angebbar  ist,  gleichgültig,  wo  man  es  herbekommen  hat. 
Wer  z.  B.  mit  dem  Bleistift  einen  beliebigen  regellosen  (nur  wenig- 
stens zusammenhängenden)  Zug  auf  das  Papier  wirft,  weiss  nach 
der  ersten  Definition  recht  gut  die  Bedeutung  des  bestimmten  Inte- 
grales, da  mit  dem  Zuge  selbst  eine  Fläche  entstanden  ist,  er  kann 
den  Werth  desselben  nach  §.66  oder  auf  eine  mechanische  Weise*) 
mit  vieler  Genauigkeit  auffinden,  während  dies  nach  der  zweiten 
Definition  erst  dann  geschehen  könnte,  wenn  die  (vielleicht  gar  nicht 
angebbare)  Gleichung  der  entstandenen  Curve  bekannt  wäre. 

II.  Behält  die  Funktion  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x = a 
bis  x = b dasselbe  Vorzeichen,  so  kommt  letzteres  den  Grössen 
f(c i),  /(a-f-dj),  . . . /(a-f-di-f- ..-f-dn_i)  gemeinschaftlich,  mithin 
auch  dem  ganzen  Integrale  zu;  geometrisch  heisst  dies,  eine  Curve 
mit  durchaus  positiven  oder  durchaus  negativen  Ordinaten  besitzt 
eine  positive,  resp.  negative  Fläche. 

Wendet  man  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  auf  einen 
Ausdruck  von  der  Form 


/(#)  — AO (x)  -f-  Bl P(x) 

an,  so  entsteht  eine  Doppelsumme,  die  sich  zu  einer  einfachen  zu- 
sammenziehen lässt;  man  erhält  nämlich 


b b b 


a a a 

was  sich  mittelst  der  Gleichung  3)  verifiziren  Hesse. 

Aus  den  beiden  soeben  gemachten  Bemerkungen  zusammen  folgt 
noch  ein  Satz,  der  von  häufigem  Gebrauche  ist.  Setzen  wir  nämlich 


*)  Unter  den  mechanischen  Vorrichtungen  zur  Ermittelung  des  Flächen- 
inhaltes ganz  beliebiger  Figuren  empfiehlt  sich  das  Planimeter  von 
Weltli  nach  seiner  Verbesserung  durch  Hansen.  . 
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voraus,  es  sei  f(x)  ein  Produkt  zweier  stetigen  Funktionen  qp(.r)  und 
^(a?),  deren  erste  innerhalb  des  Intervalles  a bis  b für  x = a ih- 
ren grössten  und  für  x — ß ihren  kleinsten  Werth  annehmen*  möge, 
so  ist  für  jenes  Intervall  qp(ct) — qp(.r)  positiv,  qp(/3) — negativ, 
ferner,  wenn  ip  ( x ) von  a bis  b positiv  bleibt,  auch  [qp  («)  — cp  (#)]  ip  (.r) 
positiv,  dagegen  [qp(ß) — cp (#)] ip (#)  negativ;  hieraus  folgt  nach 
dein  Obigen 

b b 

J [qp  (a)  — (p  (#)]  ip(x)dx  positiv ; f [qp  (ß)  — qp  (.r)]  ip  ( x ) dx  negativ. 

o a 

Durch  Integration  dev  einzelnen  Theile  gicbt  dies 
b b b 

qp(a)  / ip(x)  dx  J <P  (*)  t O)  dx  > cp  (ß)  f ip  (x)  dx. 

a a a 

i 

Will  man  aus  dieser  Ungleichung  eine  Gleichung  bilden,  so 
lasse  man  in  dem  Ausdrucke 

b 


9>(S) f 


ip  (x)  dx 


a 


die  willkürliche  Grösse  £ das  Intervall  a bis  b durchlaufen  und  be- 
achte, dass  derselbe  einmal  kleiner  und  einmal  grösser  als  das  In- 
tegral 


/ 


qp  (x)  ip  (x)  dx 


a 


wird;  wegen  der  Stetigkeit  von  qp(£)  muss  es  daher  einen  zwischen 
a und  b liegenden  Werth  von  £ geben,  für  welchen  beide  Ausdrücke 
gleich  werden.  Diesen  Werth  von  £ können  wir  mit  a — a) 
bezeichnen,  wo  & ein  positiver  echter  Bruch  ist;  wir  haben  daher 
die  Gleichung 

b b 

5)  / <p(x)ip(x)dx  — qp[a-|-'9,(&  — a)]  J*  ip(x)dx , 

a a 

und  zwar  unter  der  Determination,  dass  qp(o?)  stetig  und  'ip(x')  stetig 
und  zugleich  positiv  bleibt  von  x = a bis  x = b.  Beispielsweise 
ist  nach  diesem  Satze 


4 

f 

0 


7t 


4 

sin 


m—i  , . 9x  je)"1 

! nx  . xrn  1 dx  = sin  ——  • , 

4 * m 
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woraus  u.  A.  folgt,  dass  der  Werth  des  Integrales  für  unendlich 
wachsende  m gegen  die  Null  convergirt,  was  man  auf  anderem  Wege 
nicht  so  leicht  finden  würde. 

Nimmt  man  einfach  ifrix)  = 1,  so  wird  aus  Nro.  5) 


6) 


u 

J (p  (#)  dx  z=z  (b  — a)  (p  [a  -f-  & (b  — a)]  , 


a 


was  eine  sehr  einfache  geometrische  Deutung  zulässt. 

III.  Betrachten  wir  nun  die  Veränderungen,  welche  im  be- 
stimmten Integrale  entstehen,  wenn  das  Integrationsintervall  zu-  oder 
abnimmt.  Aus  der  in  Nro.  I.  gegebenen  Definition  folgt  die  nach- 
stehende auch  geometrisch  leicht  zu  erklärende  Gleichung: 

b c c 

7)  J } (x)  dx  +y° /(*)  dx  = J* f(x)d, 


x 


a 


a 


und  umgekehrt 


c c o 

J f(x)dx  — / f(x)dx  == J' fix)  dx. 
a b a 

Setzt  man  in  Nro.  5 ) c = a und  berücksichtigt,  dass  jederzeit 

a 


/ 


f(x)  dx  z=  0 


a 


a 


sein  muss,  so  folgt  noch 

b ' 

8)  J ° fix)  dx  = 

a b 

und  es  würde  sehr  leicht  sein,  diese  Eigenschaften  mittelst  der  Glei- 
chung 3)  zu  verifiziren. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  oft  folgende  Bemerkung.  Nach 
Nro.  5)  hat  man 

u+y  u u+y 

J /O)  dx  = J fix)  dx  4-  J fix)  dx ; 

p—y  p—y  p 

entwickelt  man  die  Integrale  der  rechten  Seite  nach  Nro.  2),  indem 
man  der  Einfachheit  wegen  = d2  . . . = 8n  = 8 setzt,  so  ist 

in  jedem  Falle  8 = und  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung 

bildet  den  Grenzwerth  von : 
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f(ji — -f-  fifi — y-|-ö)ä  fit1 — -f- 

“f"  /(/*-  —*■  y “1“  n — 1 ö)  ö 

-f/(f4_J~y)<^  H“  — ö) ^ \~v — 2 

+/(f*+r— n - ltf)$, 

wobei  die  dem  zweiten  Integrale  entsprechende  Reihe  die  umgekehrte 
Anordnung  erhalten  hat.  Ist  nun  für  jedes  £ 

9)  /(fi  — I)  =/(M-{), 

so  wird  die  zweite  Reihe  der  ersten  gleich  und  es  folgt  daraus: 

fi+y  H 

10) 


J ' f (je)  dx  = 2 J fix)  d x. 


H—Y  P—Y 

Wäre  dagegen 

H)  /(^ — S)  = — /(**+£), 

so  heben  sich  alle  Glieder  der  obigen  Reihen  gegenseitig  auf  und 
e3  bleibt: 

V+Y 

12) 


s> 


fix)  dx  — 0. 
fi—y 


Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  ist  folgende : 
wenn  f([i — £)  = /(ji-f-£),  so  besteht  die  zu  quadrirende  Curve 
aus  zwei  congruenten  Theilen  von  gleicher  Lage  CiVuud  Z)iV,  Fig.  43, 
wo  OM  = fl  und  AM  = y.  Die  Fläche  ABI) NC  beträgt  daher 
das  Doppelte  von  der  Fläche  AMNC;  wenn  dagegen  / ([L  — £) 
= — /(ft-f-£),  so  sind  jene  Theile  zwar  ebenfalls  congruent,  aber 
von  entgegengesetzter  Lage;  die  entsprechenden  Flächen  AMNC 


und  B MN  J)  besitzen  dann  gleiche  Grösse  und  entgegengesetzte 
Vorzeichen  (Fig.  44),  es  ist  mithin  die  Fläche  Aß  PN1  NC  = 0. 
Mittelst  dieser  Bemerkungen  findet  man  z.  B.  ohne  alle  Rechnung, 
dass 

19 
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i 


ebenso , dass 


0 


l 


71 

cosm  x dx  = 2 

_ i , 0 

2 71 

sein  muss,  ferner  bei  ganzen  und  positiven  n: 


/ 


/ 

0 

/ 


Ti  5 n 

J ° cos^n  *ff  dff  = 0,  sm^n  * ff  dff  = 0. 

0 —2* 

IV.  Hier  ist  zugleich  der  Ort,  um  die  Bedeutung  des  bestimm- 
ten Integrales 


/ 


/(ff)  tfff 


« 


für  den  Fall  zu  erörtern,  dass  die  Funktion  /(ff)  innerhalb  des  In- 
tegrationsintervalles eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet. 
Träte  eine  solche  ein  für  ff  = x,  wo  so  kann  man  nach 

Nro.  5)  die  Zerlegung 

b x—  0 b 

J fix)  /O)  dx  Ar  J /(*)  dx 

x-J— 0 

vornehmen,  die  geometrisch  bedeutet, 
dass  die  über  der  Strecke  AB  = b — a 
(Fig.  45)  stehende  Fläche  AB  DL1  LC 
aus  zwei  Theilen  AKL  C und  KB  DL' 
zusammengesetzt  ist,  und  dass  KL  = 
/(x  — 0)  die  letzte  Ordinate  des  ersten 
und  KL1  = /(x-f-0)  die  erste  Ordi- 
nate des  zweiten  Stückes  sein  soll.  Statt 

der  obigen  Gleichung  lässt  sich  die  folgende  setzen: 
b x — e b 


a 


Fig.  45. 


//«  dx  = Lim  |//w  dx  — J—  f/M  ä,  j,  . 

a (i  x-f-d 

wenn  man  unter  d und  £ zwei  in  Null  übergehende  Grössen  versteht. 

Will  man  die  Integration  mittelst  der  Gleichung 


J f (ff)  dx  = F(x)  -)-  Const. 
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ausführen,  so  wird  in  diesem  Falle 
b 


13) 


J f{x)  dx  = F(b)  — F(a)  — Um  j F(x  -f  <5)  — F(x  — £)|, 


a 


also  gilt  dann  die  Gleichung  4)  ohne  Weiteres  nicht  mehr,  sie  be- 
darf im  Gegentheil  einer  Correktion.  So  wäre  es  z.  B.  unrichtig, 

2 

dx  1 1 


/ 

0 


CI ^c)2 


2 


1 — 0 


— 2 


setzen  zu  wollen,  ohne  zu  beachten,  dass  die  Funktion 

x = 1 discontinuirlich  wird ; der  wahre  W erth  ist 

1 1 I 1 1 


(i— xy 


i*  •• 

lur 


1—2 


— - — - — Lim 


1 — 0 fl (1-f-^)-  1—  (1  — 6)} 

= — 2 -(-  oo . 

Auf  gleiche  Weise  wäre  es  falsch, 
b 

d x 

-f-  = Ib  — / (—  b)  — l (—  1) 

—b 

zu  nehmen,  wobei  eine  reelle  Curve  zu  einer  imaginären  Fläche 


u 

/ 


käme;  man  muss  im  Gegentheil,  da  — für  x = 0 eine  Unterbre 


x 


chung  der  Continuität  erleidet,  die  Rechnung  so  stellen: 
b 

— dx  — Ih  — li—b)  —Lim  i/(0  + ö)  — /(0  — s) 


U 

!■ 

-h 


< i 


x 


* 


= Lim  l ; 

da  d und  £ auf  beliebige  Weise  in  Null  übergeführt  werden  dürfen, 
£ 

so  ist  -T-  eine  unbestimmte  Grösse,  mithin  der  Werth  des  obigen 
° ' * 
Integrales  so  lange  nicht  genau  "bestimmt,  als  man  keine  Voraus- 
setzung darüber  macht,  wie  £ und  d zu  Null  werden  sollen.  Die- 
ses Resultat  darf  nicht  befremden,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  je- 
nes Integral,  geometrisch  betrachtet,  die  Differenz  zweier  unend- 
lichen Flächen  ist  und  der  Ausdruck  co  — oo  immer  den  Charakter 
der  Unbestimmtheit  trägt;  setzt  man  £ = d,  so  ergiebt  sich  der  so- 
genannte Hauptwerth  des  Integrales  und  zwar  ist  er  = 0.  Man 
würde  denselben  auch  dadurch  gefimden  haben,  dass  man  mittelst 
der  Formel 

19* 
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\ l (x*)  Const. 


integrirt  hatte,  welche  sich  durch  Differenziation  als  richtig  ausweist. 


§.  71. 

i 

Substitution  neuer  Variabelen  in  bestimmten 

Integralen. 

Wie  bei  unbestimmten,  so  kann  man  auch  bei  bestimmten  Inte- 
gralen eine  neue  Variabele  durch  Substitution  einführen,  nur  hat 
man  dabei  die  entsprechenden  Aenderungen  der  Grenzen  zu  beach- 
ten. Setzt  man  nämlich  in  dem  Integrale 

b 


J 


/[< jpO)]  dx 


a 


i) 


qp(.r)  = */,  so  erhält  man  wie  früher  (in  §.  49,  DX)  x = 
dx  = ist  nun  x = a geworden,  so  hat  y den  Werth  cp  (a) 

angenommen,  der  oberen  Integrationsgrenze  x — b entspricht  auf 
gleiche  Weise  y = cp  (6)  und  man  hat  daher 

b fr  ( b ) 

f fi<p(x)1dx  = J f(y)V(y)dy, 
a cp  (a) 

und  wenn  sich  die  Integration  rechter  Hand  ausführen  lässt,  so  ist 
zugleich  der  Werth  des  ursprünglichen  Integrales  gefunden,  ohne 
dass  man,  wie  bei  unbestimmten  Integralen,  die  Substitution  y = cp(x ) 
rückwärts  anzuwenden  nöthig  hätte.  So  ergiebt  sich  z.  B.  für 
qp  (#)  = hx- 1— 

b bh-\-k 

J f\hx-\-h)dx  = ±f f(y)dy; 

* a ah-{-k 

spezieller  für  a = 0 und  b = 1,  und  umgekehrt  geschrieben 

h+k  1 

ff(y)dy  = hj  f(hx-\-k)dx, 
k 0 

oder,  wenn  k = a,  h = ß — a gesetzt  wird : 

P 1 

J f(y)  dy  = (ß  — a) J — a)j:]  dx. 


2) 


3) 


o 
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wodurch  ein  Integral  mit  beliebigen  Grenzen  auf  ein  anderes  mit 
den  Grenzen  0 und  1 zurückgeführt  ist.  Setzt  man  weiter 

z . x 


X 


so  erhält  man  zunächst 


i+' 


also  z = 


1— 


/ C« +0* — «)  *] dx  = / (-jqr^) 


dz 


-j-z  / (1-j-z)2’ 

wenn  ferner  x = 0 und  x = 1 geworden  ist,  so  hat  z die  Werthe 
z = 0 und  z = J = oo  angenommen ; so  wird  aus  Nro.  3) : 

« 0 


+z)  (l-fz)‘ 


und  man  kann  also  jedem  bestimmten  Integrale  auch  die  Grenzen 
0 und  oo  verschaffen. 

Eine  wesentliche  Modifikation  verlangt  die  in  Nro.  1)  angege- 
beneUmwandlung  in  dem  Falle,  wo  die  Gleichung  qp(x)  = y,  nach 
x aufgelöst,  mehrere  reelle  Wurzeln  darbietet;  da  nämlich  der  Werth 
von  y nicht  rückwärts  wieder  eingesetzt  wird,  so  bleibt  hier  die 
Frage  übrig,  welche  von  den  verschiedenen  Wurzeln  für  x genom- 
men werden  soll.  Denken  wir  uns  die  Sache  der  Anschaulichkeit 
wegen  geometrisch,  nämlich  y = g>(x)  als  Gleichung  einer  Curve, 
so  bedeutet  die  Umkehrung  dieser  Gleichung,  dass  nicht  wie  früher 
die  Abscisse,  sondern  nunmehr  die  Ordinate  die  willkürliche  der 
beiden  Coordinaten  sein,  die  Curve  also  gewissermaassen  über  der 
Ordinatenachse  statt  über  der  Abscissenachse  construirt  werden  soll. 
Ob  nun  einer  Ordinate  y nur  eine  Abscisse  x oder  mehrere  x ent- 
sprechen, das  hängt  von  dem  Laufe  der  krummen  Linie  ab;  wenn 
dieselbe  von  x = a bis  x = b nur  steigt  oder  nur  fällt,  also  qp' (#) 
sein  Vorzeichen  nicht  wechselt,  so  gehört  zu  jedem  neuen  x ein 
neues  y,  ebenso  umgekehrt  zu  jedem  y ein  einziges  x ; es  existirt  in 
diesem  Falle  nur  eine  reelle  Umkehrung  der  Gleichung  y = <?(#), 
und  diese  Umkehrung  x = ip(y)  ist  die  in  der  Formel  1)  vorkom- 


Fig.  4G. 


mende.  — Wenn  dagegen  die  Curve 
y = (p  (x)  innerhalb  des  Intervalles 
x = a bis  x = b ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  hat,  welches  für  x = £ 
eintreten  möge,  so  finden  sich  über  x=£ 
hinaus  die  früheren  Ordinaten  wenig- 
stens zum  Theil  wieder;  so  ist  in  Fi- 
gur 46,  für 0C=£,  0 M—x,  OMi=x1 , 
die  zu  x | gehörende  Ordinate  MP=-y 
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gleich  der  zu  xx  £ gehörenden  Ordinate  Mx  1\  ; umgekehrt  giebt 
es  also  für  ON  — y zwei  entsprechende  Abscissen  NP  = x, 
NPi  = .rx , die  wir  durch  il>(y)  und^(y)  unterscheiden  wollen;  von 
diesen  beiden  Umkehrungen  x = ip(y)  und  x = %(y)  ist  die  erste 
da  zu  nehmen,  wo  x £ sein  muss,  die  zweite,  wenn  man  weiss, 
dass  x £ sein  soll.  Zerlegen  wir  nun  das  ursprüngliche  Integral 
wie  folgt: 

b * b 

f. = J. /0(*)3 dx  + f fLf  (*)]  dx, 

a a £ 

so  ist  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  x £,  im  zweiten  x ^ > J, 
also  dort  x = hier  x = %(y)  einzusetzen;  die  Transformation 

geschieht  im  Uebrigen  wie  früher  und  giebt  jetzt 

b (rQ)  <p(b) 

j fl<P  (■'•)]  dx  — J fQj)  (y)  dy  4- fm X' (y)  dy. 

a (p  (a)  <r  (f) 

Ganz  ähnlich  wäre  die  Sache  in  dem  Falle,  wo  zwischen  x = a 
und  x = ü>,  mehrere  Maxima  und  Minima,  mithin  auch  mehrere 
Umkehrungen  stattfanden;  sind  ^ , £21  •••  £n  Berthe  von 
für  welche  jene  Maxima  und  Minima  eintreten,  so  zerlegt  man  das 
ursprüngliche  Integral  in  eine  Reihe  anderer  von  x = a bis  x = fcl , 
x = bis  x = £2  etc.  und  substituirt  in  jedem  einzelnen  Integrale 
die  Umkehrung  der  Gleichung  y = qp(.r),  welche  dem  betreffenden 
Integrationsintervalle  entspricht. 

Ein  paar  allgemeine  Beispiele  zu  dieser  Regel  sind  folgende. 
Es  sei  erstlich  cp(x)  = x2-\~2  rx,  a — — oo,  £>  = -(-  oo  , so  tritt 
ein  Maximum  ein  für  x = — r und  aus  x2  -)-  2 rx  — y folgen  die 
beiden  Werthe 

x = — v — V r2-f- y , x — — r -|-  W2-f-y, 
von  welchen  der  erste  r,  der  zweite  r ist;  nach  diesen  Be- 
merkungen hat  man 


f(x2-\-2rx)dx 


f> 

30 

— r 00 

==  f f(x2-\-2rx)  dx  J f(x2-\-2r x)  dx 


■ CO 


— 7* 


= fm 

+oc 


— dy 

2 Vr*-\-y 


— J—  X 


+ fm- 


— r' 


+£1 

2 V" r2  — f—  y 
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und  wenn  man  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  die  Integrations- 
grenzen vertauscht,  wodurch  es  mit  dem  zweiten  Integrale  identisch 
wird; 

_oo  _oo 

dy 


0©  QO 

J f(x2-{-2rx)dx  = J /(y) 


— 00 


— r1 


Vr2-\~y ’ 


für  y = r2  (z2 — 1)  erhält  man  noch: 

00  CO 

5)  Jf(x  2+  2rx)dx=2r J /"[r2  O2  — X)]  d r. 


-00 


a 


Es  sei  zweitens  9(4?)  = y.z  -| , a = 0,  b =.  oo , so  tritt 


für  x = ein  Mini 


Minimum  ein;  wir  setzen  daher: 


00 

+ ir)dx 

0 

1/1 

r y 00 

=//  (r*  + ” 1 + j / (V1  4-  “)  'iir- 

fl 


Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  yx  = y sind: 


x 


x — jz\y  — W+4«r]  i x — j-y  [y  + f y2+4“}'] . 

und  daher  wird  aus  der  obigen  Gleichung  die  folgende: 

00 

ff  (y*  + t)  Tx 

o 

2yray  x> 

=Uf(y)  [ 1 - V 7+m] dy + [ 1 + VT^y]  * 

oder  nach  gehöriger  Reduktion: 

ff(yx  + ^-)dx=  — fm  -7-y  d'J  ■ . 

J trJ  x ) y J — V y2  — 4 cry  ■ 

0 2 V ay  J 1 

Nehmen  wir  weiter  V y2  — 4ay  = z,  so  ergiebt  sich  noch: 

00  CO 

//(yH-^)d*  = y f f(y±av+*)  dz> 


6) 


29G  Cap.  XV.  §.  7i.  Die  Differenzialquotienten  bestimmter  Integrale, 
hieraus  lassen  sich  noch  mancherlei  andere  Transformationsformeln 

ableiten ; für  /(?/)  = F folg*  z.  B.: 


7)  fF  ) dx  = — f F ( 

J \«-f /fo+yW  y J . \ß  y 4 ay  -f-  z2 

für  /(w)  = jP(w2  — 2 ay)  dagegen  ergiebt  sich  aus  Nro.  6) 

QO  CO 

8)  J F (y*  x2  - f- = ~~~  J i5"  (2  «y-f-z2)  dz, 
0 * *0 

und  wenn  man  a2  = a,  ß2  = b,  x2  — u,  z2  — t setzt : 


;)dr, 


(2t 

VI’ 


9)  /V(.»+f)  = yL  froV«+<, 

endlich  für  i^(z)  = qp  j: 


10)  Z*  C+i«+c«’)  Z - vT Z9 C+2V^+t)  V~t ' 

Diese  Beispiele  mögen  hinreichen,  um  die  vielfache  Umwandel- 
barkeit bestimmter  Integrale  erkennen  zu  lassen. 


§.  72. 

Die  Differenzialquotienten  bestimmter  Integrale. 


Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales 

b 


/ 


/ O)  dx 


n 


geht  unmittelbar  hervor,  dass  der  Werth  desselben  nicht  mehr  von 
x , sondern  nur  von  den  Integrationsgrenzen  a und  b , der  Natur  der 
Funktion /(#)  und  den  in  ihr  vorkommenden  Constantcn  abhängig  ist. 
Denkt  man  sich  diese  Constanten  als  willkürlich,  so  kann  man  den 
Werth  des  Integrales  in  Beziehung  auf  diese  Constanten  differenziren. 

Aendert  sich  b allein,  so  ist  der  Differenzenquotient  des  Inte- 
grales : 
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b + Jb  b 

fm  dx  — //M  dx 


a 


a 


4b 

die  völlige  Willkürlichkeifc  des  4 b erlaubt,  dasselbe  als  eine  von 

den  Grössen  d zu  betrachten,  welche  in  der  Definition  des  bestimm- 
ten Integrales  Nro.  2)  in  §.  70  Vorkommen,  also  4b  — zu 

setzen ; man  hat  dann  für  verschwindende  , ö2 , . . . . dn  und 

*n+l  = dh:  1 . Vf  V*  * ** 

b 

f /(#)  &X  — /(a)  ^1  /(a  “f"  ^l)  ^2  “f"  f(a  + ^+$2)  <Sg -)-•••• 

a ....  +/(a"f"  “I“  l) 

b+db 

f f(x)dx  = /(a)di  -f-/(a+^i)^2 
a ....  -f -f(a  -f-  -f-  d2  — — i) 

+/(a+  + ^2  +-+^n) 

mithin  durch  Subtraktion,  Division  mit  d b = und  weil  ~ (~ 

. -8n  -|-  = b — a -f-  db  in  b — a übergeht: 


d j f (x)  d x 


1) 


a 


db 


= /(*). 


t 

/. 


Dieses  Resultat  stimmt  damit  überein,  dass  der  Differenzial- 
quotient einer  ebenen  Fläche  die  letzte  Ordinate  ist. 

Aus  der  Gleichung 

b a 

/(#)  dx  = — f(x ) dx 

ergiebt  sich  durch  beiderseitige  Differenziation  in  Beziehung  auf  a, 
welches  rechter  Hand  die  obere  Grenze  bildet : 

b 

d J f (<r)  d x 

2)  . . ‘ da~  = 

Enthält  die  Funktion  f(x)  ausser  x noch  eine  willkürliche  Con- 
stante  7*,  in  welchem  Falle  wir  /(«,  r)  für  f(x ) schreiben,  und  sind 
ausserdem  a und  b von  r unabhängig,  so  findet  sich,  ähnlich  wie  in 
§.  49,  IV.: 
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b b 


f 


f(x,r-\-Ar)  /Q,  r) 

A r 


dx 


b 


a 


C I , I „ 

-J  \—Tr  + 6 I d*' 

d 

wo  £ beliebig  klein  werden  kann,  wenn  Ar  gegen  die  Null  conver- 
girt.  Unter  der  schon  in  §.  49,  IV.  gemachten  Voraussetzung,  dass 
x keine  unendlichen  Werthe  erhält,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  wenn 
die  Integrationsgrenzen  endliche  Zahlen  sind,  ergiebt  sich  hieraus 
dass  e mit  Ar  gleichzeitig  verschwindet,  also: 

b 


3) 


di r. 


a 

Wir  betrachten  nun  den  allgemeinsten  Fall,  wenn  nämlich  r in 
/(x)  und  zugleich  in  a und  b vorkommt;  der  Werth  des  Integra- 
les, der  für  den  Augenblick  W heissen  möge,  ist  dann  eine  Funktion 
dreier  Variabelen  a,  ß,  r,  deren  beide  erste  wiederum  von  der  letz- 
ten abhängen ; es  gilt  hier  die  bekannte  Regel  der  Differenzialrech- 
nung 

— i HE  dh  i 

dr  Sa  dr  ' S6  dr  ' Sr  ’ 


und  sie  giebt  in  unserem  Falle 


dW 

dr 


— — f(<h  r>  r) 


b 


dx , 


a 

oder  wenn  man  einen  in  Beziehung  auf  r genommenen  Differenzial- 
quotienten kurz  mit  Dr  bezeichnet: 


4) 


als 


a 

b 

= J [ Drf(x,ry]dx  f(b,r)  . Drb — f(a,r)  . Dra. 

a 

Dieses  Resultat  wird  anschaulich , wenn  man  sich  y = f{x , r) 
Gleichung  einer  Curve  und  das  bestimmte  Integral  wiederum  als 
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die  über  der  Strecke  b — a = AB,  Fig. 47,  der  Abscissenachse  ste- 
hende Fläche  ABDC  denkt.  Aendert 
sich  nämlich  r in  f(xxr)  allein,  so  erhält 
man  eine  ähnliche  Curve  von  anderem 
Parameter,  und  die  Fläche  AB D C nimmt 
um  den  Streifen  CD  FE  zu,  welcher  durch 
b 

j \_Drf(x,r)  . dr]  dx 
a 

ausgedrückt  wird.  Durch  die  alleinige 
Aenderung  von  b wächst  die  Fläche  um  BB‘ D*  D=f(b,r) . Drb  .dr, 
und  durch  Aenderung  des  a vermindert  sie  sich  um  AAC'C  = 
/(a, r)  . Dra.  dr.  Die  gleichzeitige  Aenderung  von  r,  b und  a ver- 
wandelt die  ursprüngliche  Fläche  in  A1  B‘  F*  E1,  und  mit  Weglassung 
der  Vierecke  D D'  F'  F,  CC1  E‘  E , welche  unendlich  kleine  Grössen 
zweiter  Ordnung  sind,  hat  man 

A'B'F'E1  — ABDC  = CD  FE  -f-  BB1  D*  D — AA'C'C-, 
aus  diesem  Differenzial  der  Fläche  ABDC  ergiebt  sich  derselbe 
Differenzialquotient  wie  oben. 

Will  man  das  Integral  mehrmals  .nach  einander  in  Beziehung 
auf  r differenziren,  so  ist  es  von  Vortheil,  die  beiden  letzten  Glieder 
rechter  Hand  in  Nro.  4)  durch  die  Differenz 

Dr  {hf{h,r)—af(a,r))  — {b Drf(b,r)  — aDrf(a,r)j 

zu  setzen;  die  wiederholte  Differenziation  giebt  dann  immer  Aus- 
drücke von  derselben  Form,  nämlich: 

b 

5)  DnrJf  O,  r)  dx 

a 

' b • 

= J [d”/(*,  r)]  dx  + Dnr  j b/(b,r)  — af(a,  r)J 
a 

- \ bBnrf(b,r)  - aDnrf(a,r)\. 

Zum  Ueberflusse  könnte  man  diese  Formel  noch  mittelst  des  Schlus- 
ses von  n auf  n -f-  1 verifiziren. 

Wenn  eine  der  Integrationsgrenzen  unendlich  ist,  oder  beide  es 
sind,  so  dürfen  die  Theoreme  4)  und  5)  nicht  ohne  eine  spezielle 
Untersuchung  angewendet  werden,  welche  die  Frage  zu  entscheiden 
hat,  ob  das  Integral 
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b 

s d q 


f 


a 


mit  s gleichzeitig  verschwindet  oder  nicht.  Beispiele  der  Art  wird 
§.74  liefern. 

§.  73. 

Werthermittelungen  bestimmter  Integrale. 

In  dem  Falle,  wo  das  unbestimmte  Integral  eines  Differenziales 
f(x)dx  bekannt  ist,  kann  das  bestimmte  Integral  desselben  leicht 
mittelst  des  Satzes  entwickelt  werden,  dass  ein  bestimmtes  Integral 
als  die  Differenz  zweier  Spezialwerthe  des  entsprechenden  unbestimm- 
ten Integrales  angesehen  werden  darf,  so  lange  die  unter  dem  Inte- 
gralzeichen stehende  Funktion  keine  Unterbrechung  der  Continuität 

erleidet.  Nach  dieser  Bemerkung  findet  man  z.  B.  ohne  Mühe: 

a 


1) 


2) 


;dx 7C~ 

a2- -\-x2  4a’ 

0 

00 

ydx  7t 

a2  -f-  x2  2 a' 


a 


3) 


/dx  7t 

q a2  — x 2 2 


Aus  der  Reduktionsformel  Nro.  8)  in  §.  57  ergiebt  sich  für 
a = 1 , 6 = — 1 , n — 1 : 

.m— l(i  — 


/ 


x 


m — 1 


(1 — x)s  dx  = — 


+ 


x' 


m 


s -f-  m 
1 


S-f-?7Z 

I f xm-2(l—x)sdx, 
n J 


mithin  für  x = 1 und  x = 0 : 

1 

f x1n~~ 1 (1 — x)s  dx  = — - f xm~ 2 (1  — x)s  dx. 

J s-f-ra  J 

0 1 0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  erhält  man  bei 
ganzen  positiven  in : 

1 .1 

[x*-H  1 -xfdx  = • T--2-  ...-L . -L  f (1-xYd, 

J v 5-4-7«  5-4-771 — 1 5-4-3  5-4-27 


0 


0 
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Der  Werth  des  letzten  Integrales  ist,  unbestimmt  genommen, 

= - (1 — zwischen  den  gegebenen  Grenzen  also 

s T" 1 

= — r— ; setzt  man  noch  s = a — 1,  so  ergiebt  sich: 

5-f- 1 

1 

4)  f xnl—\l—x)a-ldx  = ^ — .J-JL-3 ' ' 

*c / & (a  — j—  1 ) (a  — |—  2 ) . . (a  — ztz — 1) 


0 


Für  x = z : (1  -f-  z)  erhält  die  linke  Seite  eine  etwas  andere 

Form;  es  wird  nämlich: 

* « 


5) 


OO 

/; 


1 


dz 


1 . 2 . 3. ..  (m  — 1) 


J (1  -\-z')a~^m  a (a-(- l)(a-(- 2)  . . (a-|-7?i — 1) 

Aus  der  schon  benutzten  Reduktionsformel  Nro.  8)  in  §.57  be- 
kommt man  ferner  für  a = 1,  b = — 1,  n = 2,  8 = — j: 

m~ 1 dx  xm~ 2 V 1 — x 2 , m — 2 Cxm-*dx 


fl 


1 — x 2 m — 2 pxm  3 dx 

1 ' m — 1 J \ 


V 1 — x*  m 

Schreibt  man  m für  m — 1 und  führt  die  Grenzen  x=l,x  — 0 


ein,  so  wird 


P xmdx 

J V 1 — X 


m — 1 


r xm~2 , 

J 


m~2dx 


.2  m 

0 0 

Durch  mehrmalige  Anwendung  dieser  Formel  kommt  man,  je 
nachdem  m gerade  oder  ungerade  ist,  auf  eines  der  beiden  Integrale 

1 1 

/dx  7t  C xdx  

0 V~l—X?  J Vl—  X*  ~ 

und  gelangt  damit  zu  folgenden  zwei  Formeln: 

1 

xmdx‘  1.3.5....(m — 1)  7i 

6>  J = 2.4.6..;:;«--  t (m  gerade>’ 

1 

f xin  dx  2.4.6....  (m — 1) 

7>  J = 3.5.7....,«  ‘ (m  unSeradu)- 

0 y 

Für  x = sinn  und  für  x — cosu,  wobei  im  letzteren  Falle  die 
Integrationsgrenzen  zu  vertauschen  sind,  hat  man  überhaupt: 


S) 


i 1 i 

1 2 71  2 71 

j* j sin"1  u dtt  = / cos"1  v dv. 
ü * 1 o u 
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Die  Formeln  6)  und  7)  geben  also  gleichzeitig  die  Werthe  der  zwi- 
schen den  Grenzen  0 und  \it  genommenen  Integrale  von  sin111  u du 
und  cosm  v dv. 

Nimmt  man  in  der  Formel  6)  des  §.  59  a negativ,  so  wird 
dieselbe 

Jxm  e-^dx  = — + -a l-  J xm-'e-aidx, 

und  durch  Einführung  der  Grenzen  x — ao  , x = 0 erhält  man 

daraus  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  xme~ax  für 

x = oo  ebenso  wie  für  x — 0 verschwindet: 

00  . * 00 

j xme-axdx=^_  J xm-i-axdx 
0 0 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  führt  bei  ganzen  posi- 
tiven m auf  das  Integral: 


9) 


00 

e~~axdx  — — - , 


für  a }>  0, 


und  man  hat  daher: 

00 


10) 


/■ 

0 


x me  axdx  — — 


1.2.3 . . . m 


am+ 1 


ist  noch : 


0 

Aus  der  unbestimmten  Integralformel 


a > 0. 


Für  x = l i 

'■>  • -*>* 


f 5ö — r-r-  = — ~r  Arctan  (—  tan  x\ 

J a2  cos2  x ß2  sin2  x aß  \a  / 

fliesst  für  x = 1 tc  und  x = 0 die  häufig  vorkommende  Gleichung: 


ln 


12) 


h 


dx 


1 n 


o 


2cos2x-\-ß2sin2x  a ß 2 


Für  a b hat  man  bei  unbestimmter  Integration : T 

(VHr  * j- 


h 


dx 


i -\~bcosz  a2 — h2 

mithin  für  z = 7t  und  z = 0: 


Arctan 
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Jt 

a b. 
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f- 

J a 
0 


-\-bcOSZ  V a2 1)2  ’ 


Die  beiden  Integralformeln 


/■ 

f 


: axcosbxdx  — — 


e axsinb  x dx  = 


cos  b x 

a«  + 6* 

a cos  6 x — b sinbx 


ctx 


,—ax 


a2-f62  ’ 

welche  dem  §.12  entnommen  sind,  liefern  noch  folgende  bestimmte 
Integrale : 

w 

/i 

a 


14) 


15) 


00 

J6' 

0 

■ 00 

/< 

0 


e axcosbx  dx  — 


e axsin bx  dx  = 


a2  + ft3’ 

b 


a* 


62’ 


in  denen  man  aber  a nicht  der  Null  gleich  nehmen  darf,  weil  die 

Ausdrücke  c cosbx  und  c— sinbx  nur  dann  für  x = oo  ver- 
schwinden, wenn  a von  Null  verschieden  ist. 

Man  sieht  aus  diesen  Ableitungen,  dass  der  Werth  eines  be- 
stimmten Integrales  häufig  weit  einfacher,  als  der  des  entsprechen- 
den unbestimmten  Integrales  ausfällt;  ein  bemerkenswerthes  Bei- 
spiel hierzu  ist  noch  folgendes.  In  der  Formel  7)  §.  53  nehmen 

wir  x = und  x = 9,  wo  Q eine  beliebige  positive  Grösse  be- 
zeichnen möge;  es  ist  dann  für  ganze  positive  m,  gerade  n m 
und  al  =—: 

_1 

e 


n 


/ xm  ldx  1 vT  1 o.  ; Z1 

16)  / = 2j  cos  hm  & . I ( — 

J i+*n  n L \ 

a 

£ j^cos  h m -fr  . I ^ Q 


■ -44* 


2J  sin  h m & . Arctan 


sin  hmd  . Arctan 


- 2 Q cos  2 Y| 

Q2  “/J 

— 2 £ cos  7i  -f-  l^J 

1 — gcoshfr  1 
Qsinhft  J 
Q — cos  h ^ 


sin  h & 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  h — 1,  3,  5,  .... 
(n  — 1)  bezieht.  Die  beiden  ersten  Summen  geben  durch  Vereini- 
gung der  entsprechenden  Glieder  die  eine  Summe 
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-^—27  |~cos  hm  ft  . I (p2)J 

= — j cos  m -fr -f- cos  3 m -fr-)- cos  5 m -ff-)-. . -{-  cos  (n — 1)  w-9'J. 
Da  nun  überhaupt  die  Summenformel: 


17) 


cos  u — |—  cos  3 m-(-  cos 5 u-[-..  -f-cos(n — 1)  w = — 


sinnu 


2 sin  u 


gilt,  deren  Richtigkeit  durch  Multiplikation  mit  2 sin  u und  Zerle- 
gung der  links  entstehenden  Produkte  leicht  zu  prüfen  ist,  so  kann 
die  vorige  Summirung  sofort  ausgeführt  werden;  für  u — mft 


m 


— 71  ergiebt  sich,  dass  jene  Summe  = 0 ist  und  es  bleibt  daher 
n 


_1_ 


o 

\ 


r*m-ldX  2 „ r ..  t a , , i 

/ — — 2u  \ sin  h m ft . Arctan  — 

J n L 


— g cosAtFI 


q sinh  ft 


J 


2 i a * Q — coshft'] 

2.  \ sin  hm  ft . Arctan  - — — I. 

n L sinh  ft  J 


Lassen  wir  noch  q in  Null  übergehen,  so  wird 


J 14-^  n L 2 J 

0 1 


2 r 1 

— — 27  I sm  hm  ft.  Arctan( — cot  h ft)  J, 

oder,  weil  immer  Arctan  ( — cotz ) = — Arctan  {cot  z)  = — — z) 

ist : 

00 

f - —V  = — 27  \(7T  — hft)  sin  hm  0] 

% l+xn  71  L J 


2 7t 


= — | sin m ft -j- sin 3 m ft -f~ sin 5 mft -|-  . ..  -f-sm(?i — l)m0j 

1 1 sin  m -0  -}-  3 sin  3 mft  -|—  • • • -}~  (n  — 1)  Sln  (n  — 1 )mftj. 

Die  Summe  der  ersten  Reihe  kann  unmittelbar  mittelst  der  (auf  ähn- 
liche Weise  wie  Nro.  17  zu  prüfenden)  Formel 

i • o i iw  n 1 — cosnu 
sinu-\- sinou -j- sin  (n — l)u=- 


2 sin  u 


m 


gefunden  werden;  indem  man  u =■  mft  = — 7t  setzt;  die  Summe 


n 


der  zweiten  Reihe  ergiebt  sich  durch  Differenziation  der  Gleichung 
17);  man  erhält  nämlich  zunächst: 
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1 sinu-\-  3 sm3«-|-  5 . -j-(n — l)$m(n — l)u 


sin  n u cos  u 


ncosnu 


2 sin2  u 2 sin  u 

worin  noch  u = mfr  zu  setzen  ist;  nach  diesen  Angaben  findet  man 

ohne  Mühe: 

00 

2 jc  1 — cos  mit  2 # / ncosmit\ 

l-4-a?n  n 0 . mit  n \ mit) ’ 

u ' 2«m — 

* 

und  vermöge  des  Werthes  von  fr: 

18)  / — = — , 771  71. 


2 sin  — 
n 


r xm  1 dx it 

Y 14-/  . mn 

0 ' n sin  — 

71 


Durch  Einführung  einer  neuen  Yariabelen  z = xn  und  indem  man 


771  _ 

— = u setzt,  nimmt  das  erhaltene  Resultat  die  elegantere  Form  an : 
n 

00 

19)  / = -ß-  , 0 < (i  < 1, 

-j -z  Sinfiit 


00 

f- 

o 1 


wo  man  sich  unter  fl  eine  beliebige  Zahl  zwischen  0 und  1 denken 
kann,  da  eine  solche  immer  in  einen  Bruch  mit  geradem  Nenner 
(z.  B.  Dezimalbruch)  verwandelbar  ist.  Für  z = t2  = tan2u  und 
2 fl  — 1 = A erhält  man  noch : 

20)  J*jU_:=J'tanxudu  = 


2 cos  \k% 


1 > A > — 1. 


o " 1 ' o 

Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  der  Calcül  für  das  bestimmte  In- 


tegral 


f 


xm~1dx 


„7 1 


0 A x 

nur  ist  hier  zu  beachten,  dass  für  x = 1 eine  Unterbrechung  der 
Continuität  eintritt,  dass  man  also  zunächst  die  Zerlegung 

1 f 00 

l__l  dx 


C xF1  ^dx  , r xm  1 dx 
\ i l-xn  1—Xn 


o A i+<r 

vornehmen  muss.  Setzt  man,  um  den  Hauptwerth  des  Integrales  zu 
erhalten,  s =r  d — 0,  fuhrt  aber  im  Uebrigen  die  Rechnung  ganz 
wie  vorhin,  so  findet  sich: 

Schlömilch,  Analyiij.  20 


r 
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21) 

C.xm~~^dx 

{ 1-x" 

oder  auch 

* 

22) 

J \ — z 

7t 


ntan 


m 7t 


n 


7t 


tan  [ITT 


m n, 


, 0 < fi  < 1. 


§.  74. 

Fortsetzung  und  Schluss. 

I.  Ein  in  vielen  - Fällen  sehr  brauchbares  Verfahren  zur  Er- 
mittelung der  Werthe  bestimmter  Integrale  besteht  darin,  dass  man 
das  fragliche  Integral  in  Beziehung  auf  eine  darin  vorkommende 
willkürliche  Constante  erst  differenzirt,  den  Werth  des  neuen  In- 
tegrales aufsucht  und  dann  zu  dem  ursprünglichen  Integrale  zurück- 
kehrt. Aus  der  Gleichung 

b 

« — J /0,r)  dx 
a 

folgt  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  a und  b endliche  von 
r unabhängige  Grössen  sind : 

b 

Tr~  J ~T^dr' 

a 

und  es  kann  Vorkommen,  dass  der  Werth  des  neuen  Integrals  leicht 
aufzufinden  ist;  bezeichnen  wir  ihn  mit  «i,  so  wird 

u = J* ui  dr-^-Const., 

wo  es  auf  die  Ausführung  dieser  Integration  und  nachher  darauf 

t * 

ankommt,  die  Integrationsconstante  zu  bestimmen,  wie  man  aus  den 
nachstehenden  Beispielen  ersehen  wird. 
a.  Das  gesuchte  Integral  sei: 


1) 


CG 

0 


— kx  • ^ ^ 

e ^ sin  rx  — . 

x 


Um  in  Beziehung  auf  r zu  differenziren , dürfen  wir  die  gewöhn- 
liche Regel  nicht  ohne  alle  Vorsicht  anwenden , weil  die  obere  In- 
tegrationsgrenze unendlich  ist;  dagegen  haben  wir  unmittelbar: 


Digitized  by  Google 


Cap.  XV.  §.  74.  Fortsetzung  und  Schluss. 


307 


£ 

zf 


VC 

u r r.  f z/ sin  rx\  dx 

r ~~  J 6 \~j7; 

0 


aus  der  Gleichung: 

z/  sin  z dsinz  , . 

~äT  = st  + ? = C0SZ+Q' 

wo  q mit  /dz  gleichzeitig  verschwindet,  folgt  aber  für  z — xr,  in- 
dem x als  Constante  angesehen  wird, 

z/  sin  xr 

— x (cos/rr-j- p) : 


mithin 


Zf 

z/ 


QO 

/*• 


z/r 


e ^xco8rx 


70 

dx  -|-  Q € ^Xdx. 


0 0 
Denkt  inan  sich  9 willkürlich  gewählt  und  z7?*  danach  bestimmt, 
so  ist  der  Werth  des  zweiten  Integrales 


9 


■JO 

f e~  *xdx  — ; 


mithin  ergiebt  sich  für  q = 0 und  k 0: 


QO 

du  r _r.T 

dr  6 

0 


cosrx  dz=: 


fc2_4_r2- 


r 

Umgekehrt  folgt  daraus  m = Arctan  — — Const die  Constante  muss 

A/ 

aber  = 0 sein,  weil  aus  Nro.  1)  unmittelbar  hervorgeht,  dass  u mit 
r gleichzeitig  verschwindet.  Wir  gelangen  so  zu  der  Integralformel: 


2) 


/ 

0 


e dx. 

x 


Arctan—, 

k 


Dieselbe  gilt  für  alle  an  sich  positiven  fc,  man  darf  sie  jedoch 
nicht  ohne  Weiteres  für  k = 0 in  Anspruch  nehmen,  weil 
die  vorhergehende  Gleichung  für  k — 0 unrichtig  wird;  dage- 
gen kann  folgende  Transformation  vorgenommen  werden.  Man  setze 

r — k2  und  x — -j—-,  wo  z eine  neue  Variabel©  bezeichnet,  dann  ist 


/■ 

0 


1.  smz  _ 

e *•  dz  — Arctan  k. 


und  wenn  die  bekannte  Gleichung  / (z)  — / (0)  -f-  z /'  (&z)  auf 
die  Exponenzialgrösse  unter  dem  Integralzeichen  angewendet  wird : 

20* 
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po  Gz 

Arctan  k. 

0 0 
Welches  nun  auch  der  Werth  des  positiven  Bruches  ® sein  möge, 
so  ist  doch  aus  der  Integralformel 

1 


OO  00  W2 

/sin z _ , 1 C b , 

dz  -) — / e sin  z dz  = 


00 

/• 


e azsinz  dz  — 


0 


«24-1 


unmittelbar  ersichtlich,  dass  der  Werth  des  zweiten  Integrales  in 
der  vorigen  Gleichung  ein  endlicher  bleiben  muss,  und  daher  ergiebt 
sich  für  k = co  : 


CO 

/sin  z 

-—dz  — Arctan  co  — \tc. 


0 

Für  z = rx  folgt  daraus,  wenn  r eine  positive  von  Null  verschie- 
dene Constante  bezeichnet: 

00 


3) 


/sin  r x _ . 

dx  = \ %, 

w, 

0 


Dasselbe  würde  man  aus  der  Formel  2)  für  k — 0 erhalten,  letz- 
tere ffilt  daher  auch  noch  in  diesem  Falle. 
ß . Für  ein  zweites  Beispiel  sei: 

, _ / « — 

4) 


u = fe—=l 

J X 


dx. 


Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  vorhin  leitet  man  hieraus 
die  Gleichung  ab: 


du 

dr 


00 

0 


■rx 


dx  = — , für  r >>  0, 


derzufolge  u = Ir  -j-  Const.  sein  muss.  Da  andererseits  die  Glei- 
chung 4)  unmittelbar  erkennen  lässt,  dass  u — 0 wird  für  r = h 
so  ist  Const.  = 0,  also: 


5) 


00 

re-x_-  rx 
0 x 


dx  = Ir, 


Giebt  man  dem  r zwei  Werthe  a und  &,  so  ist  durch  Subtraktion 
der  beiden  entsprechenden  Gleichungen: 


6) 


00  * 

Ce-**— 

J x 


. — Ix 


dx 


=e> 
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y.  Betrachten  wir  noch  die  allgemeinere  Gleichung: 


7) 


-/■ 


e ax  - — e cos  r x 

x 


dx\ 


es  ergiebt  sich  zunächst  daraus: 

oo 

^ U -bx  • » r 

^sinrx  ax  — 


QC 

d«  r 

dr  ~ J 6 
0 


* > 0, 


J2_(_r2 

mithin 

« = ^ l (b2  -f-  r2)  -)-  Const. 

Zur  Bestimmung  der  Constante  setzen  wir  r = 0,  wodurch  u in  das 
unter  Nro.  6)  entwickelte  Integral  übergeht,  also 

l f-M  = | l (iS)  + Const. 
wird.  Dieser  Bestimmung  zufolge  ist: 


S) 


00 

ß 

0 


e—ax_  e-bx 


i °xcosrx  i /*2  + r2\  _ . 

- dx  — 2 ) ’ b 


£ 

Nehmen  wir  spezieller  a = r , 6 = 1 , x = — , so  wird  noch: 

r 


9) 


ao 

/k*- 

0 


z 

r 


dz 


cosz 


->l(jr+  i). 


wobei,  ähnlich  wie  in  «,  für  die  linke  Seite  geschrieben  werden  kann : 


Gz 

r cosz  dz. 


Für  r = co  verschwindet  der  zweite  Theil  und  es  bleibt  daher  aus 
der  Gleichung  9)  noch  übrig: 

io)  f e~z-colf  dz  = o, 

o' 


wovon  wir  später  einmal  Gebrauch  machen  werden. 

III.  In  allen  Fällen,  wo  man  mittelst  der  bisher  angegebenen 
Methoden  den  Werth  eines  bestimmten  Integrales  nicht  findet,  blei- 
ben immer  noch  zwei  Wege  zur  Berechnung  desselben,  nämlich  die 
Verwandlung  in  eine  Reihe  und  die  sogenannte  näherungsweise 
( Quadratur. 

Für  die  erste  dieser  Berechnnngsweisen  ist  nur  das  Eine  zu 
bemerken,  dass  die  Reihe , welche  an  die  Stelle  von  / O)  in 
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b 

/(.r)  dx 


ß 


u 


gesetzt  wird,  auch  fiir  alle  x von  x = a bis  x—b  dem  f(x ) gleich- 
gelten, also  convergiren  muss;  findet  diese  Bedingung  nicht  statt,  so 
ist  deswegen  .die  Anw  endung  der  Reihe  noch  nicht  ausgeschlossen, 
nur  muss  mau  in  diesem  Falle  die  Reihe  endlich  nehmen  und  ihren 
Rest  hinzufügen.  So  z.  B.  würde  es  voreilig  sein,  in  dem  Integrale 

1 


fr- b 1 (t)  dx 

o 


'.)  ’■  r 1 1 1 ’ ' 


ohne  Weiteres  1 : ( 1 — x)  = 1 -4-  x -j-  x2  -4-  . . in  in/,  setzen  zu 
wollen , w eil  die  Convergenz  dieser  Reihe  an  der  oberen  Integra- 
tionsgrenze aufhört;  dagegen  ist  jenes  Integral 
1 

0 

und  wenn  man  die  einzelnen  Reihenglieder  mittelst  der  Formel  11) 
in  §.  73  integrirt,  so  hat  man  auch 

. 1 

l.i.i.  ,i  r x ix  . 

1*  + li+  T=7  x dx- 

0 

In  Beziehung  auf  das  Restintegral  ist  zu  bemerken , dass  der  Aus- 


druck 


x Ix 


von  x ■=.  0 bis  x = 1 endlich  bleibt  (er  verschwindet 


1 — x 

für  x = 0 und  wird  = — 1 liir  j?  = 1),  dass  mithin  sein  Maxi- 
mum A und  sein  Minimum  B endliche  Grössen  sind;  da  ferner 

xn~~ 1 sein  Zeichen  nicht  wechselt,  so  liegt  der  Werth  des  Restin- 
tegrales zwischen 

1 1 

A J "* xn~~*  dx  = — - und  B J xn~~*  dx  — — , 

0 0 

liat  also  für  unendlich  wachsende  n die  Null  zur  Grenze ; aus  diesen 
Bemerkungen  ergiebt  sich: 

1 


J i—x  1 ( * )dx  ~ + F + F + — ,n/ 


Die  zweite  Näherungsmethode  entspringt  unmittelbar  aus  der 
geometrischen  Bedeutung  des  bestimmten  Integrales;  betrachtet  man 
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dasselbe  als  die  Fläche  einer  ebenen  Curve,  so  bieten  die  Lehren 
des  §.66  hinreichende  Mittel  dar,  um  den  Werth  des  Integrales 
mit  jedem  beliedigen  Grade  der  Genauigkeit  zu  berechnen.  Zugleich 
ist  hieraus  ersichtlich,  dass  ein  einfaches  bestimmtes  Integral,  dessen 
Constanten  numerisch  bestimmt  sind,  als  eine  völlig  angebbare 
Grösse  betrachtet  werden  kann , und  daher  muss  eine  unbekannte 
Zahl  von  dem  Augenblicke  an  als  bekannt  gelten,  wo  man  sie  in 
ein  bestimmtes  Integral  verwandelt  hat.  Hiernach  ordnet  sich  auch 
das  Verhältniss,  in  welchem  die  bestimmten  Integrale  zu  den  Rei- 
hen stehen.  Eine  Gleichung  nämlich  zwischen  einer  endlichen  oder 
unendlichen  Reihe  und  zwischen  einem  bestimmten  Integrale  ist 
einer  doppelten  Auffassung  fähig;  convergirt  diese  Reihe  rasch,  so 
wird  man  ihre  Summe  leicht  durch  gewöhnliche  Addition  ermitteln, 
und  man  findet  damit  den  Werth  des  Integrales;  convergirt  aber 
die  Reihe  so  langsam,  dass  eine  grosse  Gliederzahl  vereinigt  wer- 
den müsste,  um  nur  eine  erträgliche  Genauigkeit  zu  erreichen,  so 
wird  man  den  Werth  des  Integrales  mittelst  der  Methode  der  Qua- 
dratur (z.  B.  durch  die  Simpson’sche  Regel)  aufsuchen,  und  gelangt 
damit  gleichzeitig  zur  Kenntniss  der  Reihensumme.  Beispiele  sol- 
cher doppelter  Auflassungen  wird  man  im  nächsten  Capitel  finden. 


Cap.  XVI. 

Reihensumminmg  durch  bestimmte  Integrale. 


i 


§.  75. 


Ableitung  neuer  Reihen  aus  frühereh. 


Kennt  man  bereits  eine  Gleichung  von  der  Form: 
F(t)  = Z0  +Z,  + , 


worin  Z0,  Zl,  Z2,  etc.  Funktionen  von  z sind,  so  lässt  sich  daraus 
durch  Multiplikation  mit  einem  beliebigen  Differenziale  <p(z)  dz 
und  durch  nachherige  Integration  eine  neue  Reihenformel  ableiten, 


nämlich 


f F(z)<p(z)di 

= j > <)P  (*)  dz-\-  J' Zx<p(z)  dz  -(-  J' Z,<p(z)dz  - 


bei  unbestimmter  Integration  wird  dieses  Resultat  oft  etwas  ver- 
wickelt, dagegen  nimmt  es  leicht  eine  sehr  elegante  Form  an,  wenn 
die  Integration  zwischen  bestimmten  Grenzen  vollzogen  wird,  und 
es  erklärt  sich  diese  Erscheinung  von  selbst  aus  der  grösseren  Ein- 
fachheit bestimmter  Integrale.  Einige  Beispiele  mögen  dies  zeigen. 
I.  Wir  gehen  von  einer  Gleichung  der  Form  aus: 

1)  /(*)  = A0-\-A1x+A2x*  + ...=Z(Ak  **), 

setzen  x = uz? , wo  u eine  beliebige  Constante  bedeuten  möge, 

multipliziren  mit  za  1 (1  — z)m~ 1 dz  und  integriren  zwischen  den 
Grenzen  z = 0,  z = 1,  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Gleichung  von  x = 0 bis  x = u.l  richtig  bleibt.  Wir  erhalten 
rechter  Hand  eine  neue  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 


i 


i 
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1 

0 

sein  würde,  wo  sich  die  Integration  ausfiihren  lässt,  wenn  wir  erst 
z = 1 — x setzen  und  unter  der  Voraussetzung  eines  ganzen  po- 
sitiven n die  Formel  4)  in  §.  73  für  a = a -)-  kß  in  Anwendung 
bringen.  Bei  nachheriger  Division  mit  1.2...  (w — 1)  ergiebt 
sich  das  Resultat: 

1 

s>  -Jf-'v—r-'  (.**. 

0 

4)  1 -^1  u 

(a-f -m — 1)  («— (— ^) (er— j— — f—  m — 1) 

, 

(a-|-20)(a-|-2/3-f-l) — 1)  ' 

Die  linker  Hand  vorkommende  Integration  lässt  sich  häufig  dadurch 

ausführen,  dass  man  (1  — z)m— 1 nach  dem  binomischen  Satze  ent- 
wickelt und  dadurch  das  gesuchte  Integral  auf  m andere  von  der 
Form 

1 

/ ztt+n~l /(uz?)  dl 
0 

reduzirt.  So  erhält  man  z.  B.  für 

ß = 1,  m = 3,/(*)  = 
und  a = 1 die  Gleichung: 

_ _i ü_  i “*  _ “8  . 

1.2.3  2. 3. 4~  3.4.5  4.5.6  ' ’ 

wobei  wegen  des  früheren  1 x — 1 nunmehr  1 xi^>  — 1 

sein  muss ; ferner  für  a = j nach  Division  mit  8 : 

±-ü3_,_s.] 

1 U | M2  U3  . 

1.3.5  “ 37577  ' 5.7.9  7.9.11"'  ’ 

worin  u wiederum  ein  echter  Bruch  sein  muss. 

II.  Gilt  für  alle  z von  z = 0 bis  z = J n eine  Gleichung  von 
der  Form: 
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3)  -F*(z)  ^2  z — f—  A4  sin*  z — J— , 

so  erhält  man  durch  Multiplikation  mit  dz  und  Integration  zwischen 
den  Grenzen  0 und  | sc  mittelst  der  Formeln  8)  und  6)  in  §.  73: 

71 

F(z)  dz 

0 

1.3  . , 1.3.5  , , ) 


4) 


•/ 


— ix}^  + i^+jriA*+TÄ76  A +•• 

Wenden  wir  z.  B.  dieses  Verfahren  auf  die  Gleichung 

i-VT 


| sec 2 \ z = 


1 — cos  z 
sin 2 z 


sin 2 z 


, , , sin2  2 , 1.3  sin*  z , „ 
“2+2  — r 7"6  r 7 


sm2  s 
1.3.5  sin6  z 


2.4.6'  8 


+ 


an  und  dividiren  nach  geschehener  Integration  mit  so  gelangen 
wir  zu  dem  nicht  uninteressanten  Resultate: 

i_  _ 1 4-1  (.)3  _L  ! (Ll\  JL . , 

„ -!+.ü  I «V2.4/  + »V2.4.6/  + 


Eine  weniger  spezielle  und  deshalb  an  Folgerungen  weit  reichere 
Anwendung  desselben  Prinzipes  möge  dem  nächsten  Paragraphen 
Vorbehalten  bleiben. 


§.  76. 


Die  trigonometrischen  Funktionen  als  unendliche 

Produkte. 


Die  unter  Nro.  17)  in  §.  34  entwickelte  Gleichung 

, , ^ ,**(**— 2*)., 

coskz = 1 7—  sin2  z-j : — — — sin*z 


1.2 


1.2. 3. 4 

1.2.... 6 Z + 


gilt  iiir  alle  X und  für  alle  zwischen  0 und  J,  7t  liegenden  z;  an  der 
Grenze  dieses  Intervalles,  d.  h.  für  2 = J;r,  couvergirt  aber  die  Reihe 
noch,  zugleich  behält  cosXz  seine  Continuität  und  daher  gilt  die 
obige  Gleichung  noch  tiir  z — ljr.  Durch  Multiplikation  mit  dz 
und  Integration  zwischen  den  Grenzen  z = 0 und  z = Ijr  folgt 
nun  augenblicklich : 


1 
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2 . i*  , 2«) 

lxsmtlx  — 1 2,  4-  22.4* 


A2(A2— 2l)(A2— 4^) 


I 


oder  ftir  A ==  2(i: 

n 1 • 

1)  smu  # = 1 

fl  7t 


22.42.6» 


__  fi»(l2  — ft2) 

12  12.22 

_ ^2(12  — ft«)  (2»  — ft«) 

12.22.32 


Man  könnte  statt  dieser  Gleichung  auch  die  folgende  schreiben,  bei 
der  rechts  eine  endliche  Reihe  gesetzt  ist: 


— sin  fl  7t  -J-  <p  (ji  y n) 

fl  7t  1 \ > - 

fl2  ^2(l*2_^2)  ^2(12__^2)(22  — ^2) 

12  12.22  ““  12.22.32 

^2(12 ft2)(2*  — fi2)...([n-  1]»  — ft*) 

- 12. 22.32. ..n2 


Hier  bedeutet  (p(fi,n)  den  Rest  der  Reihe,  auf  dessen  genaue  Kennt- 
niss  es  nicht  ankommt,  von  welchem  wir  aber  wenigstens  wissen, 
dass  er  für  unendlich  werdende  n verschwindet,  weil  dann  die  vor- 
stehende Gleichung  mit  der  unter  Nro.  1)  verzeichneten  zusammen- 
fallen muss.  Vereinigt  man  die  Glieder  der  endlichen  Reihe  durch 
gewöhnliche  Addition,  so  folgt: 


— SOTftJT-|-<pO,n) 

fl  7t 

(12  — ft=)(2*—  ftJ)(32—  fi*)  . . . . _ ft*) 

12.22.32. ...„2 


-(>-£)  (■-£)  (■-£>-(1-S) 

und  durch  Uebergang  zur  Grenze  für  imendlich  wachsende  n: 

2)  ™p*  = pn(l-£)(l-£ i)(i-fr) 


wo  nun  sinfL7i  unter  der  Form  eines  unendlichen  Produktes  er- 
scheint. 

Setzt  man  in  der  vorhergehenden  Gleichung  erst  n gleich  einer 
geraden  Zahl  2 m,  dann  — m und  schreibt  im  letzteren  Falle  \fi  ftir 
(i,  so  giebt  die  Division  beider  auf  diese  Weise  gebildeten  Glei- 
chungen : 
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fl7l 
~2 
U 71 


und  hieraus  wird  bei  unendlich  wachsenden  m: 


3) 


cos| 


S)  (l_‘ S)  (H £)'•••• 


Die  Gleichungen  2)  und  3)  können  auch  in  den  Formen:  ( 


4)  «„*=*(1-^-)  (i-gfti)-”’ 

5)  co,*=(l-^)  (l-“l)  u 

dargestellt  werden;  für  x = \n  erhält  man  aus  der  ersten: 

% 1.3  3.5  5.7 

oder  umgekehrt: 

%_ 2_  _2_  J L 111 

6)  2 1 * 3 * 3 ’ 5 * 5 * 7 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  beiderseits  die  na- 
türlichen Logarithmen  und  von  diesen  die  Differenzialquotienten,  so 
ergeben  sich  die  beiden  neuen  Formeln: 

V 

„ l 2 x 2x  2x 

7)  cot  x — — — — - 

J X 7C2 X 2 


8)  tan  x — 


2 x 


+ 


(2»)2  — (3jt)2_x2 

2x  , 2x 


+ 


— . . ., 


(ijr)2— .z2  ' Qit)2—x 2 ' (!*)*— 

um  eine  ähnliche  Reihe  für  cosec  x zu  erhalten,  vereinigen  wir  die 
nach  Nro.  8)  gebildete  Gleichung: 

^ 4#  , 4x  , 4x  f 

tan  *X  ~ n*—  x*  1 (3  3t)2  — x*  -*■  (5jt)2 — a2  ' ’ 


mit  der  Gleichung  7)  durch  Addition,  wobei  linker  Hand  die  For- 
mel cot  x - tan  \x  — cosec  x zur  Anwendung  kommt;  es  ist  dann: 

9)  esc  * — — 4-  -r—^l  - (2jt)2_iS  + (3 

Daraus  folgt  noch  eine  Reihe  für  die  Sekante,  wenn  man  der  vor- 
stehenden Gleichung  die  Form: 

\ 
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CSC  X = 1- 


j_l _i_l 

\7t X Tt-j-X. 


1 


+ 


(27t — x 2 7t-\-x: 

I.  1 1 > 


(3  Jt — x S7t-\~x) 
giebt  und  nachher  ^ 7t  — x an  die  Stelle  von  x treten  lässt;  man 
erhält  durch  Vereinigung  der  entsprechenden  Glieder: 

im  7t  37t  5 7t 

sec  x (iny  — x2  (?^)2  — x 2 ' (frc)2 — x2 

Sehr  nahe  liegt  hier  der  Gedanke,  die  soeben  gewonnenen 
Resultate  mit  den  früheren  in  §.  33  entwickelten  Formeln  zu  ver- 
gleichen; hierzu  bedarf  es  nur  einer  Umwandlung  der  vorigen  Rei- 
hen in  Potenzenreihen ; wir  wollen  dieSe  an  der  Gleichung  7)  zei- 
gen. Giebt  man  ihr  die  Form: 

1 2 a? 


1 2 x 

X 7t2 


1 


(f)’ 


2 x 

(3  7t)2 


-fe)’ 

% 


X 


und  setzt  — als  echten  Bruch,  also  n > x — 7t  voraus,  so 

7t 

kann  jedes  einzelne  Glied  mittelst  der  Formel: 

— j = i “)“•••  •) 

in  eine  unendliche  Reihe  verwandelt  werden ; darauf  lassen  sich  alle 
die  Glieder  vereinigen,  welche  gleiche  Potenzen  von  x enthalten, 
und  es  entsteht  so  die  neue  Gleichung: 

1 v 2 2 2 

cot  x = T - — S2x  - — SiX3 

in  welcher  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 


in 


— + — + — = sm 

]m  1 2171  3m  7 


Aus  der  Vergleichung  mit  der  Formel  10)  in  §.  33  folgt: 

1 „ 2 


; i?  i.:  ul 


R 


1.2.3...(2n) 


V2n — 1 — 2 n 


7t 


worin  eine  direkte  Bestimmung  der  Cotangentencoefficienten  liegt. 
Setzt  man,  wie  es  gewöhnlich  ist, 


V 


2n— 1 
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und  nennt  B%n^i  die  Bemoullische  Zahl  des  Index  2 n — 1,  so  geht 
die  vorige  Gleichung  in  die  folgende  über: 

12)  12n.+  22n+  g2n  + 1.2.3...(2n) 

und  die  Cotaugentenreihe  lautet  dann: 

1 2 *Bt  2*B3  , 2 «.ß5  . 

13)  cot  , = _ — x<  _ x* 

ä > a?  > — jt. 

. ; _ > t » i ■ • • ; 

Wendet  man  dieselben  Transformationen  auf  die  übrigen  Gleichun- 
gen 8),  9)  und  10)  an,  so  ergeben  sich  ganz  ähnliche  Resultate, 
nämlich  aus  Nro.  8): 

in  1 | 1 | 1 , i (22"  l)-®2n— l*2" 

H>  JE  + + #*■  + ä - X . 2 . 3 ...(2n)  ’ 

15)  tanx  = - — — — - — —B$x' 


1.2 


4- 


1 . 2 . 3 . 4 
26(26 — 1) 
1.2...  6 


B*y  ) \7C  ^ > X gjf. 


Ferner  aus  Nro.  9): 
16) 


us  ixro.  v). 

j_  _ J_  _1 i(22»-2)J8>b_1»2" 

j2n  $2n  ***  5 1.2.3...(2n)  1 


17) 


esc  x — 


1 , 2(2*  1)^  , 2(2® 1) 

T + 1.2  B'  + 1. 2.3.4" 


+ •••>*>*•>  ~ *’ 


endlich  aus  Nro.  10): 

18)  1 


1*»+1  32n+l  + 52n+i  1.2  ...(2n).22n+2  ’ 

worin  T0,  T2,  T4, ...  die  Coefficienten  der  Sekantenreihe  bezeichnen. 


r2nw2n+1 


,:.j  r'j  ht;ji 


io'j 


§.  77. 

Die  Reste  der  Reihen  von  Taylor  und  Mac  Lauriu. 


I.  Bezeichnen  wir  mit  F(x)  die  Summe  der  n gliedrigen  Reihe 

m +■ ^ / w + + . . . +fc=gi/-)W, 

so  ist  nach  §.  30 : 
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= (q-x)"-1  (n) 

dx  1.2.3..(n  — ly  w’ 
mithin  umgekehrt  durch  Integration: 

F(X)  -f-ÜTl'l- l/n)(x)  dx  + Conü. 

Um  die  Constante  zu  bestimmen,  setzen  wir  x = j?,  dann  # = a 
und  subträhiren  die  beiden  so  entstehenden  Werthe  von  F{x)\  ist  nun 

(x)  stetig  von  x = x bis  x = a,  so  ist  es  auch  das  Produkt 

(a — x)n  lJ^n\x)  und  die  Differenz  F(x ) — F(a)  besitzt  in  die- 
sem Falle  denselben  Werth  wie  das  bestimmte  Integral: 

x 

\a  — x)n-lfV>{x)  J 


f\ 

J 1.2.3...  (n—1)  ”” 

Vermöge  der  Bedeutung  von  F(x ) giebt  dies: 

fix)  -fia)  4-  f (X)  4-  (X)  4- ... . 


wobei  wir,  um  V erwechselungen  vorzubeugen,  statt  der  rechten  Seite 
das  Integral 

x a • 

f /(»)(«)<*«——  f la-ur~l  /«)(„)  du 

J 1.2. .6*  — K}U  J 1.2, .fr  — ir  W 


setzen  wollen.  Für  a — x = A,  also  a = # -f-  A geht  die  vorige 
Gleichung  in  die  folgende  über: 

1)  /(*)+T/'(*)+Tl /"(*)+  -+i.2-^ij/(n~1)(J) 

.r-f-zi 

=/(x4rÄ)-/(fiA~,^1)I  /(">(«)  <*«, 

deren  Gültigkeit  an  die  Bedingung  gebunden  ist , dass  / (u)  stetig 
bleibt  von  u = x bis  u = # -|-  h.  Gewöhnlich  giebt  man  der 
Gleichung  1)  die  Form: 

2)  /(« 4- *)  =/(x)  4-  P (*)  + ytj/"  W 

■ a"— 1 

” ■ 1.2...(n  — 1) 


/n-1)0)+Ä„, 
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wo  Rn  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet;  derselbe  ist: 


oder  aber,  wenn  man  statt  u eine  neue  Variabele  t = u — x ein- 
fuhrt, also  u x — J—  t und  du  = dt  setzt: 


4) 


n 

Rn  =f  L2...!(b — 1)  ^ (*  + t)dt 


Aus  der  Gleichung  2)  wird  für  x = 0 und  indem  man  nach- 
her x fiir  h schreibt: 


I 


I 


t 


4 


5) 


/(»-D  (Q) 

"""'1.2...  (n  — 1)*  + *"’ 

wobei  /(”)(«)  von  u = 0 bis  u = x stetig  bleiben  muss;  für  den 
Best  der  Reihe  hat  man: 


z 


(ft  — <)»-! 

. 2...(n — 1) 


/")(0dt. 


Die  in  §.  30  angegebene  Form  des  Restes  der  Taylor’schen  oder 
Mac  Laurin’schen  Reihe  ist  aus  diesen  Integralen  leicht  herzuleiten, 
indem  man  von  den  Formeln  des  Abschnittes  II.  in  §.  70  Gebrauch 
macht. 


II.  Eine  wichtige  Anwendung  dieser  Restformeln  ist  folgende. 
Wir  bezeichnen  F(x-\-Ji)  — F{x)  kurz  mit  d F(x)  und  geben  der 
Gleichung  2)  folgende  Gestalt: 

4F{x)  = +•••+  07^- 

+/- 

in  dieser  setzen  wir  gleichzeitig 

.F(z)  =/(*),/<(*)  ,/«(*)  , .../2n~1)(z) 

771=  2 n , 2n — 1,  2n — 2,  ...  1 

und  erhalten  so  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen : 
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+/i 


li  Ä2  i,2n-l 

^w=T/»,.)+_rw+.....+_£__/(S.)w 

+f?.z£-i/*’+nt’+<>di- 


n b2 

jf“  o) = —/»(«) + ^ /1V  (*) + 4 


.(2n— 1)' 

Ä2n-2 


1.2..  (2rt — 2) 


^/2n>0) 


+/&:.(t-2/(2n+1)(a!+<)^ 


h 

^/2"-l)(*) =-j-/2B)(a.)  _j_ /(2n+l)  (je_|.  0dt. 

0 

Wir  addiren  alle  diese  Gleichungen,  nachdem  wir  die  zweite 
mit  die  dritte  mit  ^42ä2,...  die  letzte  mit  l^2n— 1 multi- 

plizirt  haben,  wo  «4i,  4*,...  A2n_i  gewisse  nachher  zu  bestim- 

• * » 

mende  Zahlen  bedeuten.  Durch  Vereinigung  der  gleichartigen 
Grössen  wird  jetzt 

z//0)  -f  Ax  h Af‘  (a)  + A2  ä2  Af"  (*)  + ... 

. . . + ^n-lfc2”"1  (*) 

=4 /'w 

+[lX3+Ä+T]iV"<*> 


( r 1 i — 

■ Ll . . . (2  n)  ' 1 . . (2  n • 


1)  1 1 . .(27i — 2) 


+ ••• 


*••+— j“^]  Ä2V(2n)<>) 


Schlömilch,  Analysis. 


21 


% 
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h 

Al  h (h  — f)2n_  1 , A,  h*  ( h — t)2n~2 

1 . 2 . . (2  n — 2) 


+ 


/ Ll..(2> 


2 n 


4 


(2  n)  1 1.2.. (2a—  1) 


4 


Die  noch  willkürlichen  Coefficienten  A\ , A2 , . . . 1 wo^en 

wir  so  wählen,  dass  die  mit  h3  fni  (#)  . . . ^2ny(2n)  (#)  ver- 

sehenen Glieder  verschwinden;  wir  setzen  also: 

l-±-  + A_0 

1.2“  1 


7) 


— 1_A._|_A  _ 0 

.2.3'  1.2  ' 1 

1 I — U — 0 

1« 2 .3. 4 ' 1.2.3  ' 1.2  ' 1 


1 . Ax  . • , -42n— 2 | ^2n— 1 

1.2. .(2a)"'  l..(2n—  1)  1.2  1 


= 0, 


und  diese  Bestimmung  ist  jederzeit  möglich,  weil  diese  Gleichungen 
sammt  und  sonders  vom  ersten  Grade  sind.  Die  vorhergehende 
Differenzensumme  vereinfacht  sich  jetzt  bedeutend;  bezeichnen  wir 
zur  Abkürzung  wie  folgt: 

(h-f)2"  , A,h(h-tfn~l  (h  — t)2f*~2 

J ~ 1.2..(2«)  ' 1.2..(2n—  l)-1"  1 . 2 .. .(2n — 2)  ' 

A 2„-1A2n"'1(Ä-0 


so  ist  bei  umgekehrter  Stellung: 

h‘ 


9) 


*/'(*)+ J 
o 


= Jf  (a) + At  h 4f‘  (*) + A3  h*  Jf“  (*)+... 

+4j„_1  a2"“1  ^/(2n-%). 

Diese  Gleichung,  welche  nur  voraussetzt,  dass  /(2n4_1)  (u)  von  u — x 
bis  u = x -j-  h stetig  bleibe,  gestattet  einige  Transformationen,  die 
wir  an  dem  Spezialfalle  n = 2 durchführen  wollen;  man  wird  dar- 
aus zugleich  ersehen,  wie  jeder  andere  Fall  zu  behandeln  sein 
würde. 

Für  n = 2 ergeben  sich  aus  Nro.  7)  die  Werthe  Ax  = — 
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A2  = A9  = 0,  aus  Nro.  8)  erhält  man  J = ^(h  — f)*f2,  mit- 
hin  ist: 


10) 


7“ 


*/'(*)+»  / (Ä-9*t2/v  (*+*)<*« 


= z//(*)  — \h4f  (x)  + &h2  <*//"  O). 

Der  Betrag  des  Integrales  lässt  sich^  wenn  auch  nicht  genau, 

doch  näherungsweise  mittelst  der  Beziehung 

b b b 

A J* Tl>(t)dt^>  J* J'xl>(t)dt 


a a a 

finden,  in  welcher  A und  B das  Maximum  und  Minimum  von  (p(t) 

bezeichnen  und  qf>(t)  eine  positiv  bleibende  Funktion  ist  (§.70,  II.); 
man  kann  nämlich  entweder  <p  (t)  = /v  (#-|-f),  ip(t)  = ( h — t)2  t 2 
setzen  oder  auch  umgekehrt  cp(t)  = ( h — t)2  t2,  t/>  (0  = fY  (j?-(~t) 
nehmen,  wobei  aber  im  letzteren  Falle  /v  (a?-j-t)  positiv  bleiben 
muss  von  t — 0 bis  t = A,  was  sehr  häufig  der  Fall  ist.  Bleiben 
wir  bei  den  letzten  Substitutionen  stehen,  so  wird  A = 22  = 0, 

also: 


h 

b Ä4  [/IV  H-A)  - /**  (*)]  > f(h  - ty  fi/y  (x 4-  q d t > o , 

0 

und  man  kann  demnach  den  Werth  des  Integrales  mit 

®äa*[/v  (-+*)  — f”  (*)] 

bezeichnen,  wenn  & ein  positiver  echter  Bruch  ist.  Aehnliche  Be- 
trachtungen würden  für  den  Fall  gelten,  wo  /v  (tf-f-0  negativ  wäre 
von  t = 0 bis  t = h (es  würde  sich  in  der  That  nur  das  Vorzei- 
chen ändern),  und  wir  können  daher  die  Gleichung  10)  unter  folgen- 
der Form  darstellen : 


hf  (X)  =*=/(«  + h)  —/(x)  - i h [/'  (x  -1-  A)  -/'  (x)] 

+&A*  [/"  <*  + *) -/"Wl-jO*4  [/IV  (*  + A)  -/IV  (7],, 

wobei  /v  (u)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  sein  muss 
innerhalb  des  Intervalles  u -=z  x bis  u = x h.  Setzt  man  noch 
f (u)  = qp  (u) , so  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  nach- 
stehende : 

z-f-Ä 

,h(p(x)— J ° qp  ( u)du  — £Ä[qp(o?-|-A) — qpfa)] 
x 

+ h A2  W (*+ A)  - <P'  W]  - ^ - 9""  (*)] . 


21* 
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vorausgesetzt,  dass  <jp IV  (m)  innerhalb  der  Grenzen  tz=  x bis  u = x 
-f-  h endlich  und  stetig  bleibt  und  ausserdem  keinen  Vorzeichen- 
wechsel erleidet.  Wir  nehmen  noch  x der  Reihe  nach  = a,  a-j-Ä, 

■■■■■  »i  i t 

a-|-  2 Ä , . . . a -f-  n — 1 Ä und  addiren  alle  so  entstehenden  Glei- 
chungen, wobei  sich  die  Integrale  zu  einem  einzigen  Integral  zu- 
sammenziehen lassen;  wir  erhalten  nämlich; 


11)  h | cp  (a)  — cp  ( a.  — |—  h ) —J—  (p  (a  — j—  2 Ä)  — |—  • . • -j—  (p  (a  -j—  n — 1 Ä)  j 

a-\-nk 

= J ° cp(u)du — 3 h \_cp  (a  -(-  n k)  — qp(a)] 

• ° +±ihi[<p>(a+nh)-<p‘  (a)]  - -±-  h*  S, 

| \ 

wo  S den  Ausdruck:  * 

12) 0  O'"  (a+/*)  — tp‘"  (a)]  -f  0!  [>' " (a  — (—  2 ä)  — <p"'  (a -f A)] + . 

0n i [<p'" ( a-\-nh ) — <ptu (a-f- n — lh)] 


bedeutet;  der  kleinste  Werth,  den  u bekommen  hat,  ista,  der  grösste 
a -f-  nh;  die  Gleichung  11)  besteht  daher  nur  dann,  wenn  cp W (u) 
stetig  und  endlich  bleibt  von  u — a bis  w = a -|-  n A und  zugleich 
dasselbe  Vorzeichen  behält.  Ebendeswegen  beträgt  der  absolute 
Werth  von  S weniger  als  Das,  was  aus  Nro  12)  für  & = 0l 
= 02  ...  = 1 werden  würde  und  ist  also  £<C  <pnt  (a-\-nh) 

— <piU (a) , oder  S — & [cp,u  (a-\-nh)  — qp'"  (<*)],  wo  <0*  wiederum 
einen  echten  Bmch  bezeichnet.  Schreiben  wir  endlich  x und  f 

i • * 

für  u und  cp , so  haben  wir  nach  allen  diesen  Bemerkungen  den 
Satz ; / 


18)  A |/(a) -f- /(a-j- A)-f-/(a-|-  2 A) -j-... — 1ä)J 

a-{-nh 

= f{x)dx  — j A [/(a  -|-  n A)  — /(a)] 
i' 

' ' ‘ +f2^[/'(a  + nh)  -/'(«)]— 355^  [/»"(«+«»)—  /"'(«ft 


und  zwar  muss  (x)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen 
sein  innerhalb  des  Intervalles  x = a bis  x = a -j-  nA. 
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§.  78.  . 

Anwendungen  des  vorigen  Theoremes. 


I.  Da  die  Grösse  h und  die  ganze  Zahl  n willkürlich  sind, 
so  kann  a -(-  nh  jede  beliebige  Grösse  b darstellen;  unter  dieser 


Voraussetzung  wird  h z=r 


b — a 


n 


und  die  Formel , 13)  des  vorigen 


Paragraphen  gestattet  folgende  Schreibweise: 
b 


1) 


dx  =h  {^/(u)  -(-/(a-j- A)-)-/(a-)- 2/t-f- 

t • • • “j_/(a~j~n — 1^)  ~f“  | 

- n **  j /'  (4) -/'(«)  |+^  v j r (4)  - r oo  | 


Geometrisch  betrachtet  ist  das  Integral  die  über  der  Strecke 
b — a der  Abscissenachse  stehenden  Fläche  von  der  durch  die 

• » v t 

Gleichung  y = f(x)  charakterisirten  Curve;  der  erste  Theil  rechter 
Hand  bedeutet  die  Summe  der  Trapezflächen,  welche  entstehen, 
wenn  man  die  Basis  b — a in  n gleiche  Stücke  zerlegt,  durch  jeden 
Theilpunkt  eine  Ordinate  legt  und  die  Ordinatenendpunkte  durch 
Gerade  verbindet;  diese  Summe  von  Trapezflächen  bildet  einen 
Näherungswerth  der  krummlinig  begrenzten  Fläche,  die  übrigen 
Glieder  der  rechten  Seite  in  Nro.  1)  dienen  daher,  um  die  Annähe- 
rung weiter  zu  treiben.  Bezeichnen  wir  /(a)  mifc#0,  f(a-\-h ) mit 
yt,  /(a- f-2A)  mit  y2  etc.,  schreiben  d für  h und  setzen  endlich  zur 
Abkürzung: 


*3L  — 


dx 


= y ' 


d*y 
dx 3 


y 


tu 


so  geht  die  Formel  1)  in  die  folgende  über: 
b 

2)  ^ y dxz=  äjiyo  + 2A  + * v + 1+^n  j 


a 


— h 1 y'n — y'°  j 4- gfj  04  j y'"n  — 


j, ui  \ 

y oi 


/ 

und  bildet  eine  Verbesserung  der  in  §.  66  unter  Nro.  2 angegebe- 
nen Gleichung.  — Die  Beschränkung,  dass  yni  von  x — a bis#  = 6 
endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  sein  muss,  hindert  übri- 
gens die  Anwendung  der  Formel  2)  nicht  wesentlich;  denn  man  kann 
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das  zu  berechnende  Integral  nöthigenfalls  durch  Theilung  des  Inte- 
grationsintervalles in  andere  Integrale  zerlegen,  innerhalb  deren 
Grenzen  jene  Bedingungen  erfüllt  sind 

II.  So  wie  vorhin  die  Gleichung  1)  zur  Berechnung  eines  be- 
stimmten Integrales  mittelst  einer  Summe  diente,  so  kann  auch  um- 
gekehrt die  Summe  durch  das  bestimmte  Integral  ausgedrückt  wer- 
den. Setzen  wir  a = h = 1 , und  addiren  beiderseits  /(n  -f-  1)  i so 
wird: 


A 1)  +/(*)  +/(3)  + . . . +/(»  + 1) 

»+1 

= y/(*)d*+i|/(»+i)+/(i)j 

l 

+b j/'0>+l)-/'(l)  /"'  (*+!)  — /'"O) |, 

oder,  wenn  wir  n -(-  1 mit  p bezeichnen  und  auflösen : 


/(l)+/(2)+/(3)+...+/(p) 

/(•)<**- / /(«)<**+  -}/(!)-  A/'(l)  + ^/"'(l) 
1 

+ \f(p)  + hf'W—s 


oder  durch  Vereinigung  der  von  unabhängigen  also  constanten 
Grössen  zu  einer  einzigen  Constanten  K : 

3)  /(l)+/(2)-f-/(3) + ...+/(?) 


=*+/' 


/(*)** + l/Q0+Ä/'(i>) 


384 


/"'GO- 


Bedingung  für  die  Gültigkeit  dieser  sehr  brauchbaren  Formel  ist, 
dass  /IV  (#)  endlich,  stetig  und  von  gleichem  Vorzeichen  bleibe  inner- 
halb des  Intervalles  x = 1 bis  x = p.  Ein  paar  bemerkenswerthe 
Beispiele  sind  folgende : 

a.  Mit  der  Annahme  f(x)  = — genügt  man  den  angege- 

x 

benen  Bestimmungen  und  zwar  für  jedes  beliebige  ganze  p 1 ; 
es  ist  daher 

4 ! + * + » + •••  + — 

=k+ip+\j  ■ . 

wo  es  noch  auf  die  Bestimmung  der  Constanten  K ankommt.  Schafft 
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man  Ip  auf  die  linke  Seite  und  lässt  darauf  p ins  Unendliche  wach- 
sen, so  verschwinden  rechts  alle  Glieder  bis  auf  K und  es  bleibt 


5) 


Lim  | T + ä + lp]^—K, 


Dass  nun  die  angedeutete  Grenze  einen  bestimmten  endlichen  Be- 
trag hat,  kann  man  auf  folgende  Weise  sehen.  Der  in  Nro.  5)  ein- 
geklammerte Ausdruck  werde  mit  t^(p)  bezeichnet,  so  ist 

<Kp+ 1)  i’(p)  4-\ 

V P+ 17 

und  da  aus  Nro.  13)  in  §.30  hervorgeht,  dass  bei  echt  gebrochenen  x 
jederzeit  l ^ x sein  muss , so  wird  die  vorstehende  Diffe- 
renz negativ  oder  ip  (p  -j-  1)  t die  Funktion  nimmt 

also  ab,  wenn  p wächst.  Andererseits  giebt  die  Ungleichung 
£ ]>  l (1  -|-  .r),  welche  aus  Nro.  3)  in  §.  32  hervorgeht,  füra?  = ^ 

f,  ...  — folgende  Beziehungen: 

V 

| ^ (|)  1 8 ^ ^ (|)  V • • ~ > * (\^p  ^ ’ 

vereinigt  man  sie  mit  der  Gleichung  1 — 1 durch  Addition,  so  folgt 

I + 1 + 3 >^(^2-)  + !> 

und  durch  Subtraktion  von  Ip: 

. iHp)>  1 — «2 + i-)>l  -12. 

Die  Abnahme,  welche  ty(p)  bei  unendlich  wachsenden  p erleidet, 
geht  also  nicht  ins  Unbestimmte  hinein,  und  demnach  ist  Lim  ty(p) 
= K eine  bestimmte  zwischen  \ — l\  — 1 und  1 — VI  = 0,3 . . 
liegende  Zahl,  genauer 

6)  K=  0,57721566490..., 

wie  sich  bei  wirklicher  Berechnung  mittelst  einer  grossen  Zahl  p 
finden  lässt. 

Den  vortheilhaften  Gebrauch  der  Formel  4)  möge  das  Beispiel 

p = 1000  zeigen ; das  Restglied  -pj  — qqq4  ist  dann  so 

klein,  dass  es  auf  12  Dezimalen  keinen  Einfluss  ausübt;  sind  also 
K und  Ip  auf  12  Dezimalen  bekannt,  so  ergiebt  sich  hieraus  die 
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Summe  J — f—  | — J—  ...  — ^ auf  ebensoviel  Stellen  genau;  sie  ist 

7,48547086... 

i 

ß.  Die  Annahme  f(x)  = Ix  genügt  gleichfalls  den  aufgestell- 
ten  Bedingungen  für  jedes  p 1 ; sie  giebt 
7)  ll  + 12  + ...  + Ip  = Z(1.2.3...i?) 

= K + p(ip— i)  + \ip  + - i?i  Jr- 

Für  die  Bestimmung  der  Constante  erinnern  wir  zunächst  an  die 
identische  Gleichung: 

1.3. 5.. .(2g)  = _ ,1:2;3— 

2. 4. 6.  ..(2?)  2«.  1.2. 3.  .q 

aus  welcher  die  nachstehende  folgt: 

2.4.6 ...  (2})  _ 229(1.2.8  ...$-)»  • 

1.3. 5. ..(22—  1)  — 1.2. 3.... (22)  ’ 

Wir  nehmen  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen,  wodurch  rechts 
der  Ausdruck  2ql2  -f-  27(1. 2 . .q)  — 7(1.2...2^) entsteht,  und  be- 
nutzen die  Gleichung  7),  indem  wir  zur  Abkürzung 

1 


l 

12 


P 


±-±-j} 

192  p»  ~ P 


setzen ; wir  erhalten  so  : 

(l  .s’.ö’.6  ’cij-i))  = K~  ii2+5i?+2Ä?-'B2?, 

oder  nach  Multiplikation  mit  2 und  Subtraktion  von  1(22  + 1): 

/ 2».4».6«...(22)«  1 \ K ,, 

Vl.32.52...(22— 1)J  22+1/ 

— 1(2-| — — ) + 2 Bq  — ß2q. 

Für  unendlich  wachsende  q hat  die  linke  Seite,  die  unter  der  Form 
,(2  2 4 4 2 q 2 q \ 

V 1 3 3 5 2 <7—1  2 <7-4- 1/ 


<7  — 1 zq- f- 

dargestellt  werden  kann,  l 7t)  zur  Grenze,  rechter  Hand  verschwin- 
den — , Rq  und  , es  bleibt  daher  l(}27t)  = 2 K — 2 72,  wor- 
aus K = 1 7 (2  tt)  folgt.  So  ist  nun : 

8)  7(1  r 2 . 3 . ..j>)  = p 

' 12  p 192  p 3’ 

und  diese  Formel  wird,  wie  die  vorige,  um  so  brauchbarer,  je  grösser 
die  Zahl  p ist. 


\ 
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Benutzt  man  Rp  wieder  zur  Abkürzung,  so  ist  durch  Rückgang 
zu  den  Zahlen 

• 9)  1.2.3...p  = V"2ffjp  e 

Vermöge  der  Bemerkung,  dass  der  Binomialcoefficicnt  f ij*  eines 
ganzen  Exponenten  ft  unter  der  Form 

. 1.2.3 (i 

1.2.  3.  .(ft  — Jb)  . 1 . 2 . . . k 
dargestellt  werden  kann,  folgt  aus  Nro.  9)  noch  das  Resultat: 

1 fiH“*  ' Iiu  -Rk-Rn-k 

10)  ft  7,  = -==  : — T e r , 

VTit  fcfc+2  (fl  — - ß).U— 

welches  für  die  Wahrscheinlichkeitsermittelung  bei  oft  wiederholten 
Versuchen  von  Werth  ist. 


i 


§.  79. 

Die  periodischen  Reihen  von  Lagrange. 


Eine  der  interessantesten  und  zugleich  einfachsten  Anwendun- 
gen der  Theorie  bestimmter  Integrale  bildet  die  Untersuchung  der 
Umstände,  unter  welchen  sich  eine  gegebene  Funktion  von  x in  eine 
Reihe  von  der  Form 

Aq  — {—  Ai  cos  x — J—  A2  cos  2 x — Aß  cos  3 x — |—  ... 
oder  von  der  entsprechenden  Form 

Bi  sin  x -\-  B2  sin  2 x -f-  B3  sin  3*  + • • • 
verwandeln  lässt.  Die  ganze  Betrachtung  beruht  auf  einigen  Fun-  * 
damentalsätzen , die  wir  zunächst  erörtern  müssen. 


I.  Wenn  f(t ) eine  von  t — a bis  t = b continuirliche  Funk- 
tion von  t bezeichnet,  so  folgt  aus  der  identischen  Gleichung 

/(<)  sinkt  dt  = — /(0  + 


ß 


±f'«> 


cos  kt  dt 


augenblicklich  die  nachstehende 

b b 

r , f(a)coska — f(b)coskb  , 1 C 

J /($) sinkt  dt  = ‘ - 1 — — J f‘(t)cosktdt 

a a 

Unter  der  Voraussetzung , dass  //  (£)  von  t = a bis  t = b po- 
sitiv bleibt,  also  f(t ) innerhalb  dieses  Intervalles  nur  wächst,  kann 
man  auf  das  Integral  rechter  Hand  die  Erörterungen  in  Nro.  II.  des 
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§.70  für  = f‘(x)  und  (p(x ) = coskx  anwenden,  indem  man 
1 als  den  grössten  und  — 1 als  den  kleinsten  Werth  von  coskx  oder 
coskt  ansieht;  es  folgt  dann 

b 

- /(a)  > J f‘(f)oo*Udt  > — [/(6)  - /(«)], 
a 

und  man  darf  daher  den  Werth  des  Integrales  mit  f[/(£) — /(a)] 
bezeichnen , wo  £ zwischen  — 1 und  -f- 1 liegt.  Die  nunmehrige 
Gleichung 

f 'm«nu + f m - m 

fC  fC 

a ' 


giebt  zu  erkennen,  dass  für  unendlich  wachsende  k 

b 


i) 


Lim 


sinkt  dt  = 0 


a 

sein  muss,  wenn  f(V)  eine  von  t — a bis  t — b nur  wachsende,  ste- 
tig und  endlich  bleibende  Funktion  ist.  Nähme  f(t ) während  des 
Integrationsintervalles  beständig  ab,  so  würde  das  Theorem  1)  zwar 
nicht  auf  f(t),  wohl  aber  auf  die  Funktion  f(a ) — f(t)  passen  und 
es  ist  dann 


d.  h. 


sinkt  dt  — 0, 


coska  — cosk  b 
k 


b 


sin  k t dt 


a 


Da  der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  verschwindet,  so  folgt 
auch  für  eine  abnehmende  endlich  und  stetig  bleibende  Funktion 

b 

Lim  f f(t ) sinkt  dt  =.  0 , 
a 

und  die  Gleichung  1)  gilt  nunmehr  für  beide  Fälle.  Wenn  die 
Funktion  f(t)  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  bald  wächst,  bald 
abnimmt,  also  zwischen  a und  b verschiedene  Maxima  und  Minima 
erreicht,  so  denke  man  sich  die  Stellen  t — ^ , t^,  ...  tm  aufgesucht, 
an  welchen  jene  Maxima  und  Minima  eintreten  und  zerlege  darauf 
das  in  Rede  stehende  Integral  folgendermaassen : 
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b 

m sinkt  dt 


331 


'i*  i: 


' t%  jL  b 

= J* 0 sinkt  dt- f-  J* f(f) sinkt  dt-\- . . . -f-  J'fif)  sinkt  dt. 

fl  £m 

Innerhalb  der  rechts  vorkommenden  Intervalle  ist  die  Funktion 
f(t ) jedesmal  eine  abnehmende  oder  eine  wachsende;  für  unendlich 
werdende  k verschwindet  daher  jedes  Integral  rechter  Hand  und  es 
bleibt  eine  Gleichung  von  der  Form  Nro.  1)  übrig,  für  deren  Gül- 
tigkeit nur  noch  erfordert  wird , dass  /(()  stetig  und  endlich  bleibt, 
von  t ==  a bis  t = b.  Aber  auch  die  Bedingung  der  Stetigkeit  lässt 
sich  eliminiren ; erleidet  nämlich  /(t)  zwischen  a und  b Unterbre- 
chungen der  Continuität,  etwa  für  t = r1?  r3,  . . . Tn,  ohne  jedoch 
unendlich  zu  werden,  so  ist  das  fragliche  Integral  gleich  der  Summe 
der  Integrale 

tx — 0 ti — 0 b 

J f(f)  sinkt  dt -\- J* f (t)  sinkt  dt  -(-  ...  -f- J /(  0 sinkt  dt \ 

0 vf-0 

in  jedem  Integrale  für  sich  betrachtet  bleibt  f{t)  stetig  und  endlich; 

für  k = oo  verschwinden  daher  die  Integrale  und  es  ist  wiederum 

b 


2) 


Lim  J /(*) sinkt  dt  = 0, 


und  das  Bestehen  dieser  Gleichung  ist  jetzt  nur  an  die  eine  Bedin- 
gung gebunden , dass  f(t ) von  t = a bis  t = b endlich  bleibt.  — 
Durch  eine  völlig  analoge  Betrachtung  lässt  sich  nachweisen,  dass 
unter  derselben  Determination  die  entsprechende  Gleichung 

b 

3)  Lim  fm  cos  kt  dt  — 0 

a 

gelten  muss. 

Für  das  Folgende  denken  wir  uns  k als  positive  ungerade  Zahl 
und  setzen 

f/A\  _ F(*+0  — F(x) 
sint  ’ 

wo  x eine  beliebige  Constante  und  F{\£)  eine  von  u = x-\~a  bis 
u = x-\-b  endlich  bleibende  Funktion  bezeichnet.  Nehmen  wir 
a = 0 und  b < ?r,  so  wird  f(t ) unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen nicht  unendlich  und  es  ist  daher 
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Lim  f sinkt  dt  = 0, 

J sint  ’ 

0 

oder  durch  Integration  der  einzelnen  Theile: 

b b 

-r . C sinkt  psinkt  , 

4)  Lim  / — : — F(x-\-()  dt  = iF(a:)  . / — : — dt. 

J sint  J sint 


0 0 
Um  den  Grenzwerth  rechter  Hand  zu  finden,  zerlegen  wir  wie 


folgt: 


\n 


C sinkt  P sinkt  . P 1 . , 

/ — : — dt  = I — — dt  4-  / — ; sinkt  dL 

J sint  J sint  J sin  t 

0 0 \n 

und  bemerken,  dass  nach  Nro.  2)  das  zweite  Integral  rechter  Hand 
lur  unendliche  k verschwindet,  weil  cosect  von  bis  t = b<^n 

endlich  bleibt.  Vermöge  der  bekannten  Summenformel 

sin  (2  n -1- 1)  t . _ ( _ . . , , * | 

sin  t ( * 

findet  sich  augenblicklich  für  2n-)-l  = k: 


Jk 

j 81 

J S\ 
0 


sin  kt  , 

- dt  = \%. 


sm 


und  nach  diesen  beiden  Bemerkungen  zusammen: 

l 


Lim 


o *n 

/sinkt  , _ i / sinkt  , . . _ ^ _ 

— — dt  = Lim  / — — dl  = \7t,  0 
sint  J sint  1 


0 0 
Die  Gleichung  4)  gestaltet  sich  nun  zu  folgendem  eigentüm- 
lichen Theoreme: 
b 


5) 


/sin  k t 

— — F^xA-t)  dt  = }27t  F(x),  0 <^b<^7C. 

sint  . * 


0 


Für  b = 7t  gilt  dasselbe  nicht  mehr,  weil  der  für  /(t)  substi- 
tuirte  Ausdruck  für  t = b = 7t  unendlich  werden  würde;  man  hat 
in  diesem  Falle 

/fr  'w-o*  = Ar 


0 


0 


setzt  man  im  zweiten  Integrale  rechter  Hand  t = 7t — r,  so  ver- 
handelt es  sich  wegen  des  ungeraden  k in 
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0 


/sinkt 
sint 

27* 


F{x+ 


N , / sinkt 

7t  — i)d  t =±=  I — — 
J sin  t 


F(x-\-7t  — i)dt , 


% 

wobei  wir  wieder  t für  t schreiben  können,  weil  in  einem  bestimm- 

* 

ten  Integrale  nichts  auf  die  Bezeichnung  der  Integrationsvariabelen 
ankommt;  die  vorige  Gleichung  lautet  jetzt 


0 0 0 


F(x-\-7t — t)  dt , 


und  indem  man  die  Formel  5)  auf  jedes  einzelne  der  rechts  vorhan- 
denen Integrale  anwendet,  ergiebt  sich : 
n 

/CJ«  I*  t 

— — F(x-^~ t)dt  = \it F(x ) -(-  1 7t F(x-\-7t). 
sin 

0 

II.  Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  leicht,  die  Summe  der 
unendlichen  Reihe  zu  finden,  von  welcher  das  Integral 

- n 


f. 

0 


/(«)  cosm  (u?pa) du 


das  allgemeine  Glied  bildet.  Setzen  wir  nämlich  m = 0,  1,  2, . . . n 
und  nehmen  das  erste  Glied  nur  zur  Hälfte,  so  entsteht  die  endliche 
Reihe 

n 7i  Ti 

7)  cos(u^-a)du  -j- / f(u) co 8 2 (u^a) du -j-... 


71 


• * * co9n(u^-u)du 


n 


= [m  Q-f-coa(w-j-«)  -f*  cos2(u^fa)-\- . .-f-  cosn(u^a)]du, 
0 

und  durch  Summirung  der  eingeklammerten  Reihe 

2 . «>»(2n+l)2ip  - . 

8)  J / 00 du. 

° 2™ir  . v 

, \ . • 

Lassen  wir  n ins  Unendliche  wachsen  und  bezeichnen  2n  -f-  1 
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mit  fc,  so  wird  die  Reihe  unter  Nro.  7)  zur  unendlichen  und  aus 
der  Vergleichung  mit  Nro.  8)  folgt: 
n n 

9)  \ J *f(u)du  -f-  £ J* f(u)cosm(ul^ot)du 

0 1 0 

= Lm  f(u)d 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  m = 1 , 2 , 3 , . . . 
bezieht.  Wir  betrachten  nun  die  willkürliche  Constante  ec  als  po- 
sitiv und  theilen  die  weitere  Untersuchung  in  zwei  Theile,  je  nach- 
dem das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  wird. 

Im  ersten  Falle  setzen  wir  J(u — a ) = v , also  u = a-\-2v; 
das  rechter  Hand  befindliche  Integral  geht  dann  in  das  folgende  über: 

-\a  -£«  0 

oder,  wenn  im  ersten  Integrale  rechter  Hand  v = — $,  im  zweiten 
v = t substituirt  wird : 


2« 

I sinkt 

J sin  t 


f(a  — 2 t)  dt  + 


1 (n— a) 
kt 


/v — « 
sinkt 

sint 


f (cc -|-  2 f)  dt. 


0 0 
Für  unendlich  wachsende  k sind  nun  die  früheren  Sätze  an- 
wendbar und  zwar  wollen  wir  dabei  die  Fälle  «=0, 

% . 

und  ct  = 7t  unterscheiden;  wir  erhalten  dann  sehr  leicht: 

71 


n 


10) 


l //(»)  du  + %J  f(u ) cosrn (u  — a)  du 
0 1 0 


= -f.  /(+<>),  . * • JL  /(* — 0), 

» 

je  nachdem  ct  = 0,  0 «<  et  <;  jr,  cc  = 7t  ist. 

Gilt  in  der  Gleichung  9)  das  untere  Vorzeichen,  so  sei  | (m  — f-  ce) 
= tf  mithin  u = 2 1 — ec;  das  Integral  rechter  Hand  wird  dann:, 

0»+«) 
k - 


1(71+«) 
t kt 


sinkt 

sint 

5« 


f(-cc-j-2f)  dt 


j("-H 

C sinkt 
J sin  t 


sinkt 

J sint 
0 ^ 


f(—cc+2t)dt, 
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wo  sich  die  Sätze  5)  und  6)  wiederum  anwenden  lassen;  mittelst 
derselben  findet  man  ohne  Mühe: 

n n 


ii) 


5 J* f(u)du  -|-  2 j* f(u)co8m(u-{-d)du 

0 1 o 


it 


9 /(+0), 


0 


7t 


-*-/(*+ °) 


für  a = 0 , 0 a — 

Durch  Addition  der  Gleichungen  10)  und  11)  und  durch  nach- 
herige  Division  mit  7t  folgt  nun,  dass  die  Summe  der  Reihe 


n 


n 


— J* f(ü)du  -)-  2 j-^-^°/(u)  cosmu  du  . cosrn  a | 

,/!  ( Q,  . 1 0 

durch  /(0) , l [/(«  — 0)  +/(«  + 0)] , oder  \ [/(*  - 0)  -f /(*  + 0)] 
ausgedrückt  wird , je  nachdem  a = 0,  zwischen  0 und  n enthalten 
oder  = jr  ist;  dabei  kann  \ [/(a  — 0)  -f- /(«-)- 0)]  = /(a)  gesetzt 
werden,  wenn  die  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  x = a stetig  bleibt. 
Schreiben  wir  x für  a und  setzen  zur  Abkürzung: 


7t 


12) 


0 


/(«)  cos  nu  du, 


so  erhalten  wir  folgendes  Theorem: 


Bleibt  die  Funktion  f(x ) endlich  und  stetig  von  x = 0 bis 
x = 7t)  so  gilt  die  Gleichung 

18)  /(*)  = | A0-\-A1  cosx  -f-  A2cos  2x  -(-  A^cosZx  + . . . 

für  alle  Werthe  von  x = 0 bis  x = 7t  mit  Einschluss  beider 
Grenzen;  erleidet  sie  aber  an  einer  Stelle  innerhalb  dieses  In- 
tervalles eine  Unterbrechung  der  Continuität,-  ohne  jedoch  un- 
endlich zu  werden,  so  ist  die  Summe  der  obigen  Reihe  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  beiden  Werthen,  welche  dem 
f(x)  an  jener  Stelle  zukommen. 


Durch  Subtraktion  der  Gleichung  11)  von  der  Gleichung  10) 
ergiebt  sich  für 


14) 


< 


ein  ganz  ähnliches  Theorem;  es  lautet: 
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Bleibt  f(x)  stetig  und  endlich  von  x — 0 bis  x = 7t,  80 
ist  die  Gleichung 

15)  f(x)  = Bisinx  - {-  B2  sin  2 x -j-  B3  sin  3 x -f-  . . . . 

für  alle  zwischen  0 und  7t  liegende  Werthe  von  x richtig* 
nicht  aber  für  x = 0 und  für  x = 7t,  in  welchen  Fällen  die 
Reihe  verschwindet;  wird  f(x)  zwischen  0 und  n discontinuir- 
lich,  so  giebt  die  Summe  der  Reihe  das  arithmetische  Mittel 
der  beiden  an  der  Discontinuitätsstelle  vorhandenen  Werthe 
von  f(x). 

Ausserhalb  des  Intervalles  0 bis  it  gilt  im  Allgemeinen  keine 
der  Gleichungen  13)  und  15);  die  Summen  der  darin  vorkommenden 
Reihen  sind  nämlich  periodische  Funktionen  von  x,  wie  cosmx  und 
8inmx ; eine  weitere  Gleichung  könnte  also  nur  dann  stattfinden,  wenn 
zufälligerweise  / (#)  gleichfalls  periodisch  wäre.  So  würde  z.  B. 
für  negative  x die  Gleichung  13)  gelten,  wenn  /( — x ) = f(x),  und 
die  Gleichung  15),  wenn  /( — x)  = — f(x)  wäre,  was  wohl  in  spe- 
ziellen Fällen  Vorkommen  kann,  im  Allgemeinen  aber  nicht  anzuneh- 
men ist. 


§.  80.  . 

Anwendungen  der  vorigen  Theoreme. 


I.  Setzt  man  f(x)  — x und  beachtet  die  sehr  leicht  zu  ent- 
wickelnden Gleichungen 

n 

_ cos  n 7t — 1 

ucosnu  du  — 


/■ 


n* 


71 


f 

0 


7CC08(n-{-l)7t 
u sin  nu  du  = ! , 


n 


so  führen  die  Theoreme  13)  und  15)  zu  den  folgenden  zwei  For- 
meln: 


1) 


7t  4 ( cos  x , cos  3 x , cos  5 x , 

9 ~ T 7t  j “I*"  32  + 52  ' + • • * 


2) 


x 

2 


8111 X 
~ 


7t  > X > 0, 

sin*lx  , sin  3 x 
2 ' 3~ 

7t  ]>  x > 0, 


sin  ix 


" *|  - ... 
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deren  zweite  auch  für  x = 0 und  für  negative  x n gilt,  weil 
die  linke  Seite  die  Eigenschaften  /( 0)  — 0 und  /( — x ) = — f(x ) 
besitzt.  . 

Die  Substitution  f(x ) = eax  -f-  e~ax  giebt  vermöge  der  Inte- 
gralformel 


n 


/< 

0 


eau  i e au\  Cos  nu  du  = ^ n 71  ( e^n  — e~an) 

1 J a2  + «2  v f 


folgende  Reihenentwickelung : 


3) 


71  eaz  + <f-a*  _ 1 

2 Pan  p—an  2 a 


a cosx 


+ 


a cos  2 x 


a2-j-T2  1 a2-f22  " * * *’ 

wobei  das  Gültigkeitsintervall  7t  > x > 0 auf  7t  > x > — 7t  er- 
weitert werden  kann,  weil  /( — x)  — — f(x ) ist.  Ein  analoges  Re- 
sultat ergiebt  sich  aus  Nro.  15)  für  f(x)  = e 01  — e— ax,  nämlich: 


« f 


— e 


■ax 


sinx 


aan 


n—  an 


a4 


l2 


2 sin  2 x . 3 sin  3 x 

+ 


a2-j-  22  1 a2-f32  * *’ 

und  zwar  gilt  dasselbe  für  7t  x — 7t.  Man  würde  das  Näm- 
liche durch  Differenziation  der  Gleichung  3)  in  Beziehung  auf  x 
erhalten , darf  indessen  diesen  Prozess  nicht  zum  zweiten  Maie  an- 
wenden, weil  man  sonst  auf  eine  divergente  Reihe  kommen  würde. 

Für  f(x)  = cos  fi  x und  unter  der  Voraussetzung,  dass  fi  keine 
ganze  Zahl  ist,  findet  sich  aus  Nro.  13): 

7t  COS  fix  1 fl  COSX  , fl  COS  2 X 

2 sinfnt  2 fi  fi 2 — l2  ' fl 2 — 22 

7t  > fl  > 7t, 

und  aus  Nro.  15)  für  f(x ) — sin  fix  unter  derselben  Voraussetzung: 
7t  sin  fix  sinx 


5) 


6) 


2 sin  2 x ( 3 sin  3 x 
r“  3 2 — fl2 


2 sinfiTt  l2 — fi 2 22  — fl2 

71  X 71 , 

wie  man  auch  aus  den  Formeln  3)  und  4)  durch  die  Substitution 
a = fi  V-l  erhalten  könnte.  Setzt  man  in  Nro.  5)  einmal  x = 0, 
dann  x = 7t  und  in  Nro.  6)  x = \ ti,  so  kommt  man  auf  Resultate, 
welche  mit  denen  des  §.76  übereinstimmen,  sobald  man  U7t  oder 
\fi7t  mit  einem  einzigen  Buchstaben  bezeichnet. 

II.  Nach  diesen  speziellen  Beispielen  kehren  wir  zu  den  all- 
gemeinen Theoremen  des  vorigen  Paragraphen  zurück,  um  noch 
eine  wichtige  Transformation  zu  erwähnen,  welche  das  Integral 

22 
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n 

/(«)  cos  nu  du 


n 


in  dem  Falle  betrifft,  wo  f(u ) von  der  Form  (p(cosu ) ist.  Diese 
Umwandlung  beruht  auf  folgendem  einfachen  Satze : wenn  die  Funk- 
tion <p(x)  so  beschaffen  ist,  dass  sie  und  ihre  n — 1 ersten  Differen- 
zialquotienten von  x — a bis  x — b endlich  und  stetig  bleiben,  wenn 

ferner  i>(x)  und  i/>'( x ),  ij>"  (x),  . . . (x)  sowohl  für  x—b  als 

für  x = a verschwinden,  so  gilt  die  Gleichung 
b b 

yVoOg>(n)(*)rf*  = (— i )n /Vn)(  x)  cp  (x)dx, 
a a 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  sehr  leicht  durch  n malige  Anwen- 
dung der  theilweisen  Integration  überzeugt.  Für 

^0)  = ( l — x*)n~*,  a = — 1 , $ = 

sind  nun  die  dem  &(x)  auferlegten  Bedingungen  erfüllt,  also 

1 "h1  l 

1— *2)*-* 


dxn 


(p  (.r)  d x. 


j (l  — *«/•— i (x)  dx  — (—  i)n f. 

—1  —1 

Vermöge  der  unter  Nro.  12)  auf  Seite  182  entwickelten  For- 
mel ist  aber 

(f_1(l— x»)"— s (—  1)"— 1 1.3.5..(2n  — 1)  ... 

■ : = - - - sin  (n  Are  cos  x), 

dx*-1  n 

und  daher  wird  aus  der  vorigen  Gleichung  die  folgende: 

1 


/«  _x2)”— 5 9 pW  (x)  dx 
— 1 


1 .3. 5. . .(2n — 1)  Cd  sin  ( n Are  cos  x ) 


n 


\ d sir 
-1 


dx 


(p  ( x ) dx ; 


hebt  man  rechts  dx  und  setzt  beiderseits  Are  cos  x = w,  also  x=cosu, 
so  folgt 

n 0 

r . 2n  (n),  w 1.3. 5...  (2 n — 1)  f*  . * x 

/ «irr7*  m (pw^cos  n)du=z / dsmnu.cp  ( cos  u), 

• n 

oder  endlich,  wenn  man  auf  das  Integral  rechter  Hand  reduzirt: 

71  71 

7)  / tpicosti)  cosnu  du  — ■ — — / (p(n\cosu)si7i*nudu. 

1 • o . 5 . • («  n 1 
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Um  den  Gebrauch  dieser  Formel  an  einem  Beispiele  zu  zeigen, 


sei 


l 


f(x)  — (1  — 2 acosx-\-a2)  2 — <p(cosx ) 

die  nach  dem  Theoreme  13)  des  vorigen  Paragraphen  zu  entwickelnde 
Funktion;  es  wird  dann 

<pO)  = (1 — 2 az-\-a2)  2 

9>(n)  (*) 


1.3.5...  (2n— 1) 
also  nach  Nro.  7): 


an  ( 1 — 2 a 2 + a*)— (”+?), 


71 


r cosnudu  n f ( S*H  U \2n  ^ u 

J Vl — 2 a cosu-\~a2  J \V"  1 — 2 a cos  u-j-avV*  I — 2acos?<-f-fl2 

Das  Integral  rechter  Hand  vereinfacht  sich  mittelst  der  Sub- 
stitution 


stn  u 


Vf  — 2 acosu-\-a2 
man  erhält  nämlich  daraus 

Vl  — 2a 


= «niö,  w — Arcsin 


sin  u 


V"  1 — 2 a cos  t<  -)-  a2* 


1 K 1 — %acosu-\-a2  (1 — acosu)du 

Vl — a?  sin2  w 1 — a cos  u 1 1 — 2 a cos  u -f-  a2  1 

und  durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen 

dw  du 


V 1 — a 2 sin 2 w 1 — 2 acosu-\-a2 

Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  8),  nachdem  dieselbe  mit  — 

it 

multiplizirt  worden  ist,  so  haben  wir  als  Resultat,  dass  die  Coeffici- 
enten  A in  der  Gleichung 

9)  ■ -■■■■■—-=•  = 5 A{)  A\  cos x -j-  A2  cos  2 x -f-  . . . 

V 1 — 2 acosx-\-a2 

durch  die  Formel 

n 

sin 2n  w dw 


V 


•A 


10)  A 


.=4'/ 

0 


n 

r>  * 


Vl 


a2  sin2  w 


71 


a 


n 


sin*nw  die 


l ( f 


. V 1 — a2  sin2  w 

® h.C.:  .]«'  V 

zu  bestimmen  sind.  Die  wirkliche  Ausführung  dieser  Integration 
mittelst  einer  unendlichen  Reihe  hat  keine  Schwierigkeit. 


22* 
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§.  81. 

Erweiterungen  der  früheren  Sätze;  Theorem  von 

Fourier.  ' 

I.  Die  Grenzen  0 und  Jt,  innerhalb  deren  die  Reihenentwicke- 
lungen 13)  und  15)  in  §.  76  gültig  bleiben,  lassen  sich  auf  folgende 
Weise  beliebig  erweitern;  es  sei  für  ein  beliebiges  positives  X: 

nz  7t  t (ftz\ 

*=T'  U = T'  f\T)  = (p{z)' 

so  geht  die  Gleichung  13)  in  die  folgende  über: 

1) 


(p  (z)  = \ A0  -f-  Ä1  cos  ^ -|-  A2  cos  ^y*  -f-  . . . . 


und  gilt  unter  der  Bedingung: 


7t  Z 


% > — >0,  d.  h.  A > z > 0. 

Die  Coefficienten  A bestimmen  sich  wegen  / = <p(  o 


nach  der  Formel 

= tA®  cos  d (x)’ 

% 

wobei  die  Integrationsgrenzen,  welche  0 und  7t  für  u waren,  nun- 

. Ttt  7t  t 

mehr  durch  die  Gleichungen  — = 0 und  — = 7t  bestimmt  wer- 

A A 

den,  woraus  t = 0 und  t — X folgt;  so  wird: 


2) 


2 f n7tt 

An=  -j-  I cp(t)  cos  -j-  d t. 


Mittelst  ganz  derselben  Substitutionen  ergiebt  sich  aus  den  For- 
meln 15)  und  14)  in  §.  76,  dass  die  Gleichung: 


3) 


. . . 7t  Z . . '2  7t  Z . . 3 7tz  , 

(p  (z)  = Bi  sin  — \-  B2  sin  —5—  -f-  B%  sin  —7 


X 1 ™ X 

unter  der  erweiterten  Bedingung 

X > z > 0 

gültig  bleibt,  und  dass  die  Coefficienten  B aus  der  Formel 

X 


4)  B 

zu  bestimmen  sind. 


2 f <■  x • fiTtt  . 
n = —J  cp  (t)  sin  — dt 
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H.  Die  Gleichungen  1)  und  3)  lassen  sich  endlich  noch  zu  ' 
einer  einzigen  Formel  vereinigen,  welche  von  z = — X bis  z~- f-Ä 
richtig  ist.  Die  Entwickelung  unter  Nro.  1)  würde  nämlich  für  ne- 
gative z Bestand  haben , wenn  zufällig  cp  ( — z)  = cp  ( z ) wäre ; die- 
ser Bedingung  kann  man  aber  ganz  allgemein  durch  die  Substitution 

<*>(*)  = 2 

genügen  und  daher  gilt  die  Gleichung 

' frto  + fr  (— *) 

5)  


2 


7t  Z 


= l A0  -f-  Ai  cos  -f-  Ä2  cos  -f-  cos  + • • 

von  z = — X bis  z — -j-  X.  ' Der  Coefficient  An  ist 

X X 

j 1 . C . , . nnt  . 1 r , , . nnt 

An  = —J  ip(t)cos  —j-  dt  -f-  — J fr  ( — t)  cos  -j-  dt 

0 0 

Setzt  man  im  ersten  Integrale  t =z  u , im  zweiten  t = - 
ändert  sich  das  erste  nicht  und  aus  dem  zweiten  wird 
—X  0 


u , so 


t/*«-  nJr dn  = t / 


n 7l  u 
fr(n)  cos — - — du, 


0 —X 

und  dadurch  ziehen  sich  beide  Integrale  auf  das  eine  zusammen: 

X 


6) 


ln  = ~~ fr  00  cos  — y-  du. 


—X 


Ferner  würde  die  Entwickelung  in  Nro.  3)  für  X z — X 
richtig  bleiben,  wenn  cp  (0)  = 0 und  cp  ( — z)  = — cp  (z)  wäre ; bei- 
den Bedingungen  genügt  man  mittelst  der  Substitution : 

i P(z)  — fr(— z) 


cp(z)  — 


2 


und  hat  daher  die  für  X z — X gültige  Gleichung: 

— * fr  O)  ~ fr  (~  *) 

; 2 

r»  . 7t  Z | . 1 7t  Z | • | 

= Bx  sin  — B2  sin  — — B%  sin  —j-  -f-  . . . 

deren  Coefficienten  ganz  derselben  Umwandlung  unterworfen  werden 
können,  die  wir  oben  auf  An  angewendet  haben ; man  erhält  nämlich  : 

X 


8) 


B 


1 C , s n • n7tu 
n = — J fr  (m)  sin  —j—  du. 


— X 
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Durch  Addition  der  Gleichungen  5)  und  7)  gelangt  man  schliess- 
lich zu  der  Formel: 

9) 


(z)  = \ Aq  .4-  Ax  cos  -f - cos  -j- 


7t  z 


X 

2 3TZ 


Bx  sin  -j-  B*  sin  -f- 


welche  für  alle  zwischen  — X und  -f-  X liegende  z gilt;  für 
z = -j-  X dagegen  besteht  die  Gleichung  nicht  mehr,  es  verschwin- 
det dann  der  zweite  Theil  der  Doppelreihe  und  die  Summe  ist  nicht 
sondern  J {ty(X)  -|~  #( — X)  j , wie  aus  Nro.  5)  unmittelbar 
hervorgeht. 


* 
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• Cap.  XVII. 

Die  Transcendenten  der  Integralrechnung. 


§.  82. 

Der  Integrallogarithmus. 

Wenn  ein  Differenzial  durch  die  gewöhnlichen  einfachen  Funk- 
tionen nicht  integrabel  ist,  so  bildet  das  Integral  eine  ihrer  Art  nach 
neue  Funktion  der  Integrationsvariabelen , und  man  kann  sich  die 
Aufgabe  stellen,  aus  der  durch  das  Integral  selbst  gegebenen  Defi- 
nition einer  solchen  Transcendenten  die  hauptsächlichsten  Eigen- 
schaften der  letzteren  herzuleiten.  Dabei  ist  es  nöthig,  der  willkür- 
lichen Constanten  des  Integrales  einen  bestimmten  Werth  zu  erthei- 
len,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Integral  zwischen  bestimmten  Gren- 
zen zu  nehmen,  damit  die  aufgestellte  Definition  an  keiner  Unbe- 
stimmtheit leide.  Wäre  z.  B.  der  natürliche  Logarithmus  nicht 
bekannt  gewesen,  so  würde  die  Integralrechnung  bei  Gelegenheit 

d x 

der  Integration  von  — darauf  geführt  haben;  die  Gleichung 

x 

M = 

1 

hätte  dann  als  Definition  der  Funktion  cp  (x)  gedient  und  man  würde 
daraus  die  Eigenschaft  9?  (a?i)  — (*^2)  — *P  (xi  ^2)  1 sowie  die  loga- 
rithmischen  Reihen  entwickelt  haben.  Eines  der  einfachsten  unter 

d x 

den  in  geschlossener  Form  nicht  integrabelen  Differenzialen  ist 
bestimmen  wir  die  Constante  seines  Integrales  so,  dass  letzteres  für 
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& = 0 verschwindet,  so  entsteht  das  zwischen  den  Grenzen  x = 0 
und  x z 

grallogarithmus  von  x , in  Zeichen: 


x genommene  Integral  von  ~~ ; dieses  heisst  der  Inte 

Ix 


1) 


X | 

fit = oder  fit  = li&- 


0 o 
Für  | «<  1 ist  Ix  innerhalb  des  Integrationsintervalles  negativ, 

mithin  auch  l i (|)  negativ 

$ 

_ r dx 

wobei  man  bemerken  kann,  dass  der  Formel  ^ — r— [_ ?^2_[_c^c 

zufolge 

‘<<(rb)<r=? 

1 - " < ' (t)  < ^ 

mithin  durch  allseitige  Umkehrung 

1 - >-rVr>  * 


1 X 


l 


(i) 


1 — X 


sein  muss,  woraus  sich  ergiebt,  dass  li  (£),  bei  echtgebrochenen  J, 
zwischen  den  Zahlen  Z(1  — {)  und  Z (1  — liegt;  für  £=1— 0 

wird  daher  Ze  (1  — 0)  = — oo  . Wenn  endlich  | die  Einheit  über- 
. ‘ 1 

steigt,  so  erleidet  der  Ausdruck  — innerhalb  des  Integrationsinter- 
valles eine  Unterbrechung  der  Conti nuität;  wir  verstehen  dann  unter 
/*(£)  den  Hauptwerth  des  in  Nro.  1)  verzeichneten  Integrales, 
d.  h.  den  Werth,  welchen  die  Summe 

1-J  £ 

/dx  , r dx 

Ix  J Ix 
0 1-f— <f 

für  d — 0 annimmt. 

Die  Gleichung  1)  lässt  einige  Transformationen  zu,  welche  wir 
zunächst  erörtern  wollen.  Für  | = e~r/,  x = e~u  wird 

li  (e-1)  = = — f~  «-«; 

V 


2) 


OO 
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3) 
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ferner  für  | = e~^  und  x = e u: 

OO 

li  (e+1)  = f—  e-»  = — f—  <>-«. 

J u J u 

00  . ~v 
Die  Substitution  u = rj  t -{-  v\  giebt  weiter  aus  Nro.  2) : 

0 

and  die  Substitution  u = rjt  — rj  in  Nro.  3) : 

00 

5)  " e-1  liie+l)  = + f^Le-Vt. 

0 

Um  eine  Reihe  zur  Berechnung  des  Integrallogarithmus  zu  er- 
halten, betrachten  wir  zunächst  das  Integral 

- h •-  - -/v  + 7t  *-  . 

V y n 

= li(e~ t)  — li(e~n), 

worin  n eine  ganze  positive  Zahl  sein  möge ; vermöge  der  bekannten 
Reihe  für  e~u  ergiebt  sich 

'(•-')  - «(.— > = iij  - \ -J-  + i - . . . . . 

oder  auch,  wie  man  leicht  bestätigt  findet: 

6)  «(.-1)  - «(«-*»)  = in  - \ -J-  + | JL  


li 


+ 


I 

/i 

0 


- — nz 


-dz  — ln; 


für  unendlich  wachsende  n geht  die  linke  Seite  in  — Ze(0) 

= li  (e  r')  über  und  es  kommt  also  wesentlich  darauf  an,  den  Grenz- 
werth des  zweiten  Theiles  rechter  Hand  zu  ermitteln,  wobei  zur 
Abkürzung 


7) 


*»=/i 

0 


„ — nz 


dz  — ln 


sein  möge.  Nun  ist  identisch: 
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A-„  = 


— (1  — z) 


- dz  — ln  — Jl 


• — (1  — z)n 


dz. 


0 0 
Die  erste  Integration  wird  dadurch  ausgeführt,  dass  man  1 — z = u 

setzt,  dann  die  bekannte  Gleichung  (1 — un):(l — u)  = 1 — (— (— m 2— )- 
. . un  1 in  Anwendung  bringt  und  die  einzelnen  Glieder  inte- 
grirt;  dies  giebt 


— nz 


dz. 


= \ + \ + \ + ...  + ±-  l»-ß 

0 

Für  das  noch  übrige  Integral  bemerken  wir  zunächst,  dass  für 

echtgebrochene  z immer  e~z  1 — z,  also  e nz  (1 — z)n,  der 
Werth  des  Integrales  folglich  positiv  ist.  Andererseits  führt  die 
Ungleichung 

au  — ßn  <Z  n«n_1  (a — 0),  « > 

auf  unseren  Fall  an  gewendet,  zu  der  Beziehung 


e 


, — nz 


-(l-zr  ^ 1 — ez-j-  z e2  _n: 


<» 


nz  e 


— nz 


z z 

wobei  die  Bemerkung  benutzt  ist,  dass  (1 — e2- f-ze z)  : z weniger 
als  z beträgt,  so  lange  z die  Einheit  nicht  übersteigt.  Es  ist  nun 
weiter 


°</: 


1 


, — nz 


- (1— *) 


n n 

- dz  n I z e~nz  dz , 


0 0 
oder  wenn  man  die  Integration  rechter  Hand  ausführt  und  mit  # 

einen  nicht  weiter  bestimmten  positiven  echten  Bruch  bezeichnet: 

1 


ß 

0 


,—  nz 


- 


-"*=  » !t  - (‘  + t)  I' 


Aus  der  nunmehrigen  Gleichung 


ln 


♦ It  - (■  + v)  '"I 


geht  hervor,  dass  LimKn  mit  der  in  §.  78  Formel  5)  vorkommenden 
Constanten  K = 0,5772156  . . . identisch  ist;  man  hat  daher  aus 
Nro.  6) : 

8)  «(.-*)  = *+ J,_  1-3.  ... 
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Um  eine  Reihe  für  li  (e-^)  zu  erhalten,  kann  man  von  der 
Gleichung 

-Sh 

— 1 

ausgehen  und  ganz  dieselben  Schlüsse  in  Anwendung  bringen,  in- 
dem man  festhält,  das3  es  sich  um  den  Hauptwerth  des  Integrales 
handelt ; man  findet  so : 

9)  Zi(e“H)  = K -f-  lr\  -f-  \ -y  (-  j 


— «(«+*)  — Zi(e“n) 


Die  Formeln  8)  und  9)  lassen  sich  zu  einer  einzigen  für  jedes 
geltenden  zusammenziehen , nämlich : 

10)  i,-(ei)  = Ä + !)(,,*)+!  J-  4- 

und  für  rj  = l£: 

11)  ;.(£)  = £ + ii[(;|)2]_|_i^.  + i|£iL2  + .... 

I 

Die  vorstehende  Reihe,  obwohl  immer  convergent,  ist  doch  für 
sehr  kleine  (d.  h.  nahe  bei  Null  liegende)  oder  sehr  grosse  £ un- 
brauchbar zur  wirklichen  Berechnung  von  Z*(£),  weil  in  diesen  bei- 
den Fällen  die  rasche  Convergenz  erst  spät  anfängt.  Wir  betrach- 
ten daher  diese  Fälle  noch  besonders. 

Beim  Anblicke  der  Gleichung  4)  liegt  der  Gedanke  nahe,  den 
Quotienten  1 : (1-j-Z)  in  eine  Reihe  zu  verwandeln;  diese  darf  aber 
nicht  unendlich  genommen  werden,  weil  die  Bedingung  — 1 

nicht  innerhalb  des  ganzen  Integrationsintervalles  erfüllt  ist;  wir 
setzen  daher 


■Art  = + • • • + «n_1 

, (-i)n 
i 1 4-t  ’ 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration  der  einzelnen  Reihenglie 
der  nach  Formel  10)  in  §.  73: 


1 , 1 1.2  , 1.2.3 

hie  n)  = — — + — — --j-  + ~ZT~ 

7J  Y\£  Tjö  7j* 


• • • “h  ( — 1) 


„ 1.2. .(n—  1) 


V 


n 


+ <-«"+‘/q 
0 


*du 


Innerhalb  der  Grenzen  t — 0 bis  t = 00  ist  nun  tn  : (1-|-Z) 
kleiner  als  mithin  der  Werth  des  letzten  Integrales  kleiner  als 
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oo 


/ 

0 


tn  e-V  dt  — 


1 . 2 . . . n 


V 


»4-i 


bezeichnen  wir  daher  mit  0 einen  positiven  echten  Bruch,  so  haben 
wir: 

1 


12)  = — 


V 


. 1 1.2  1.2.3 

“r  17 ~r 


n 


1* 


V 4 


. . . -f  (—1)"  x'2"(” — ^ (— © 


1 . 2 . .n 

i^FT’ 


v n 

und  diese  Formel  ist  bei  grossen  rj  sehr  brauchbar,  sobald  man  dem 
n denjenigen  Werth  giebt,  für  welchen  der  Rest  am  kleinsten  wird; 

e ^ = £ gesetzt,  liefert  das  für  kleine  £ anwendbare  Resultat: 


13) 


J I 1 ,1.2  1.2.3  , 

h (S)  = 7F  1_7I  + W*  ~ “77K3_  + ’ ‘ • ‘ 


(i|)! 


1.2..» 


...  + (—  l)«-1 x)  + (—i)n  @ 

(il)”“1  «&" 


Nachdem  die  Berechnung  von  l i (J)  anfangs  mittelst  der  vor- 
stehenden Formel,  nachher  (etwa  bis  £ = 10)  mittelst  der  Formel 
11)  bewerkstelligt  worden  ist,  kann  die  Fortsetzung  der  Tafel  auf 
die  Weise  geschehen,  dass  man  aus  einem  bekannten  Integralloga- 
rithmus li  (a)  den  Integrallogarithmus  li(a-\-z)  herleitet.  Zu  einer 
derartigen  Formel  führt  folgender  Weg.  Aus  Nro.  3)  folgt  leicht: 


— « — («4-0 

li  («“+£)  — li(e")  =—  f—e-u=  f — e~u, 

\J  w xJ  w 

-(«+0  — « 

und  für  u = — («4“50i  wo  t die  neue  Variabele  bezeichnet: 

1 ,1 


„■(«*+=)  - «v>  « “+c‘  = 'J-f-J 

0 o 1 + 


ii 

a 


dt. 


Der  Werth  des  Integrales  ist  immer  leicht  zu  finden,  entweder 
durch  die  Methode  der  Quadraturen  oder  durch  Reihenverwandlung; 

letztere  mag  auf  die  Weise  ausgeführt  werden,  dass  wir  sowohl 


als  1 


(■+*) 


entwickeln , 


wobei  aber  a mehr  als  der  grösste 


Werth  von  d.  h.  mehr  als  £ betragen  muss,  nachher  beide  Rei- 
hen multipliziren  und  integriren.  Nach  dieser  Angabe  findet  sich : 
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— l i 0") 

= £jjt+i?(i-T)+i«*(A-i-r  + ;?) 
+ !£1  (or3  - r?  v + • i - 7)  + • • • I 

In  der  Parenthese  ist  die  Summe  der  von  a freien  Glieder 

+ O 52  + TTO  53  + • • • = 

% 

und  daher  kami  man  dem  Resultate  folgende  Form  geben: 

«*+f  — e" 


U) 


ii(e"+f)  — / « (en) 


a 


~ j Mi£2'+  £3  + + • • • 


worin  erstlich  a £ sein  muss  und  die  Coeflficienten  A nach  den 
Formeln 


A __  J_  . ! 1 

Ai  . — , Ao  — j- 


1 

«2 


4 - * _i 1 JL  j L 

3 " 1 .2  a r «2  -T  «3>*- 


a ' M a 

bestimmt  werden  ; will  man  sie  aber  successiv  berechnen,  so  empfiehlt 
sich  die  Beziehung 

= "7  (l  .2.  .n  _ 

Für  ea  = a,  = a-|-r  geht  die  Formel  14)  in  die  fol- 
gende über: 

15)  «(«+*)  ==H(«)  + -i- 

~~k  t *Ai  ['(1+7")]  +1-4*  ['(1+i~)]  +••••!’ 


für  welche  la^>  l 


0 + -L.)  sei 


sein  muss  und  die  Coefficienten  aus 


den  Gleichungen 

16)  4=i,  A^,  = ±(-l --A.) 

abgeleitet  werden.  Ist  a eine  sehr  grosse  und  z eine  kleine  Zahl, 
so  differirt  l ^1  -f-  nur  wenig  von  l (1)  = 0 und  dann  ge- 

stattet die  Formel  15)  eine  verhältnissmässig  leichte  Rechnung. 
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§.  83. 

' 

Der  Integral sinus  und  der  Integralcosinus. 

I.  Wir  verstehen  unter  „Integralsinus“  und  bezeichnen  mit 

Si(x)  eine  Transcendente,  deren  Definition  durch  die  Gleichung: 

x W 

1)  Si  (x)  = f—  dx v oder  Si(co)  = f — dx 

%J  & J tC 

o # o 

gegeben  ist.  Man  kann  dieselbe  leicht  durch  eine  unendliche  Reihe 
ersetzen,  indem  man  sinx  entwickelt  und  die  einzelnen  Glieder  inte- 
grirt;  dies  giebt 

, CO  . o3  , , o5 

2)  Si( o>)  = I -J  * [7273  + ä 0775  ~ 

Für  grosse  ß>  ist  diese  Reihe  nicht  bequem , weil  die  Conver- 
genz  dann  erst  spät  eintritt,  eine  für  diesen  Fall  brauchbarere  For- 
mel erhält  man  auf  folgendem  Wege. 

Wir  nehmen  zuerst  co  — x und  benutzen  das  unter  Nro.  3) 
in  §.74  gewonnene  Ergebniss;  es  ist  dann: 


3) 


Si(cc)=:  f — dx  = \lt, 
0 


und  vermöge  dieser  Gleichung 

Si(co)  = f — dx  — f — dx  ==  \it  — f — dx , 

J X J X J X 

Oft > Qi 

wo  es  noch  auf  das  Integral  rechter  Hand  ankommt.  Aus  der  For- 
mel 1)  in  §.  62  folgt  für  m — — k und  indem  man  die  Grenzen 
x = oo , x — co  einführt: 


00 

/sin  x cosco 

Tdx  = 


sin  co 


*<*+■>/? F,ä" 


w fti 

und  durch  fortgesetzte  Anwendung  dieser  Formel  für  k=  1, 3,.«.(2ri — 1) 


cosco 


co 


1.2 


cosco 
co3 
sinco 


00 

p- 

Qi 

•1. 2.3.4 


sinx 


dx 


x 

C0S(O 

co6 


f...+(-l)«1.2..(2n-2)-^ 

CO&n 


-lSis+iM  4 

co 2 1 co4 


1.2..5^-)-...+(-l)”1.2..(2n-l)i|^ 


CO ' 


oo 

+ (-l)«1.2.3..(2»)  ' 

tt 
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Das  letzte  Integral  liegt  seinem  absoluten  Werthe  nach  zwischen 


oo 

/; 


-4-1 

2n+l 


dx 


+i 


U) 


und  kann  demnach  mit 


(2  n)  <u2" 

9 


und 


J a?2"“^1  (2  ?i)  co2n 


L 0 


(2  n) 

\ 

bezeichnet  werden,  wo  0*  zwischen 


2 n . a2n 

— 1 und  -f-1  enthalten  ist.  Wir  erhalten  so: 

a\  er  \ i l T 1 1*2  . . n ! 1.2..(2n — 2)1 

I . r 1 1.2.3  , , , 1.2..(2n — 1)1 

+Äm<0b--^r+-+(-1)  J 

& 1 -2..(2n  1) 


CO 


2 n 


und  diese  Formel  benutzt  man  so,  dass  dem  n derjenige  Werth  ge- 
geben wird,  für  welchen  der  Rest  am  kleinsten  ausfällt.  Besonders 
leicht  würde  sich  hiernach  Si  (kn)  berechnen  lassen,  wenn  k eine 
ganze  einigermaassen  grosse  Zahl  bedeutet. 

II.  Eine  dem  Integralsinus  verwandte  Funktion  entsteht  durch 

COS  X 

Integration  des  Differenziales  -dx;  zwischen  den  Grenzen  0 und 

x 

x kann  man  diese  Integration  nicht  vornehmen,  weil  sonst  der  Werth 
des  Integrales  unendlich  werden  würde;  wir  verstehen  daher  unter 
dem  „Integralcosinus14  und  bezeichnen  mit  Ci  (x)  eine  durch  folgende 
Gleichung  definirte  Funktion: 

x ' <o 

/cosx 

x 


5) 


Ci(x) 


x 

/COSX  , 

dx , 

x 

00 


oder  Ci(coi) 


dx. 


00 


cosx 


Für  negative  o würde  die  Funktion  innerhalb  des  Inter- 


x 


valles  x = -|-  oo  bis  x = — tu  eine  Unterbrechung  der  Continuität 
und  zwar  an  der  Stelle  x = 0 erleiden;  wir  nehmen  dann  den 
Hauptwerth  des  Integrales  als  Werth  von  Ci  (ja). 

Um  eine  unendliche  Reihe  für  Ci(a ))  zu  erhalten,  betrachten 
wir  zunächst,  unter  Voraussetzung  eines  positiven  ca,  das  Integral: 

(O 

COSX  7 ' . CO2  , . (04 

d X = l CO  — h h a : — 

x . 2 1.2  ^ 4 1.2. 3. 4 

n 

i . « , n2  . . n4  i 


01 

/ 


(ln  'ä  i.2  + 1 1.2. 3. 4 


I 
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oder,  wenn  wir  den  zweiten  Theil  mit  Hn  bezeichnen: 


Ui 


6) 


/COSX  , , , M2  , , <32 

— d*  = Hn  + lm  -,  — + iTT- 


n 


Die  Grösse  Hn  ist,  wie  man  leicht  findet,  folgender  Umwand- 
lung fähig: 


n 


, / 1 — cos  u 

Hn  = — ln  + J ^ du 

0 


n 


n 


-^—äu+f—du-ln, 

0 . 0 

d.  i.  wenn  im  ersten  Integrale  u = z und  im  zweiten  u — nz  ge- 
setzt wird: 


n 


"•=/; 


COS  z 


dz 


+r- 


„ — nz 


dz  — ln 


0 


0 


n 


-f 

0 


e z — cos  z 


dz-\-Kn, 


wo  Kn  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  §.  82.  Lassen  wir  n unend- 
lich werden,  so  gehtiTn  in  K=  0,5772156...  über,  das  noch  übrige 
Integral  verschwindet  laut  Formel  10)  in  §.  74,  und  es  bleibt  daher 
Lim  Hn  — K übrig.  Demzufolge  erhalten  wir  aus  Nro.  6): 


7) 


Bei  negativen  co  ist  vermöge  der  ursprünglichen  Definition: 

-\-ü) 


ft» 


Ci( — »)== — J~^-dx-\- J tj^dx, 

-—ft»  00 

d.  h.  weil  es  sich  um  den  Hauptwerth  des  Integrales  handelt: 

— d -|-ft> 

Ct  (—  = dx—  dx  + Ci («) , 

J X J X 

—ft»  -}-(f 

wenn  schliesslich  d = 0 gesetzt  wird.  Aus  der  Bemerkung,  dass 

COS  X 

die  Eigenschaft  qp( — x')  = — <jp(#)  besitzt,  findet  man  aber 


x 


leicht,  dass  die  beiden  noch  übrigen  Integrale  sich  auf  heben,  also 
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Ci(-r—c))  = Ci(co)  ist.  Demnach  wird 

«(-«)  = JT+i«  -}—  + } — j- , ' 

und  will  man  diese  Formel  mit  der  früheren  in  eine  zusammenfassen, 
so  schreibt  man: 


8) 


aw  = *+i'(“’>-iÄ+i-dx4- 


Obschon  die  hier  vorkommende  Reihe  immer  convergirt,  so  ist 
doch  wenig  brauchbar,  wenn  co  eine  grosse  Zahl  ausmacht.  Für 
diesen  Fall  kann  man  in  der  Weise  sorgen,  dass  man  von  der  For- 
mel 6)  in  §.  62  ausgeht,  m = — fc,  x = a und  x ■=  oo  setzt  und 
die  so  entstehende  Gleichung 


01 


Ü> 


/cosx 

QO  L 


dx 


sin  co  cos  co 
r—  — k 


a r 


cs 


H- 1 


oo 


dx 


mehrmals  nach  einander  für  k = l,8,5...(2n — 1)  auf  die  Defi- 
nition von  Ci  (»)  anwendet.  Die  übrige  Betrachtung  ist  der  vor- 
hin durehgeführten  so  vollkommen  analog,  dass  die  Angabe  des 
Endresultates  genügen  wird;  dieses  lautet: 


9) 


si  - s >>  r 1 1-2  . | f l l*2...(2n — 2)*] 


r i 

COS  G)\^— 

Lö- 


co 4 


+ (-l)n* 


1-2.3  . .xn— - 2...(2n  1) 

} o2" 

1.2. ..(2 n—  1)  ’ 


] 


co 


,2  n 


wo  £ zwischen  — 1 und  1 liegt. 

Als  Beispiel  für  den  Gebrauch  der  Transcendenten  /Si(co)  und 

Ci(<a)  möge  die  Entwickelung  des  Integrales: 

00 

sinyz  , 

T+7d2 


o< 

ß 


X 

Platz  finden.  Für  z =— 1 geht  dasselbe  in  folgendes  über: 

y 

oo  oo  oo 

/sin(x — y)  _ f‘sinx  . f'cosx  _ 

— — dx  = cos  y 1 dx  — • siny  / dx 

x J x J x 

y y v 

= cos  y[\  7t  — Si  (y)]  — sin  y [ — Ci  (y)] 

und  daher  ist: 
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x 

J* Y~dz  — £«Xr)*T^ß*~ÄI’öO]«*r* 


Für  y = ab.  z = — ergiebt  sieh  noch  das  etwas  allgemeinere 


Resultat : 


SWx 

c/  a+x 

0 


dx  = Ci(a&)«ma&-j-Qx — iS  i (a  &)]  co$  a b. 


§.  84. 

Die  G a m m afu  n k tion. 


Ans  den  Formeln  11)  und  10)  des  f.  73  geht  hervor,  dass  für 
jedes  ganze  positive  (i  die  Gleichung- 

1 x 

1 dz=  J^-le~xdx=l.t.Z...(li—  1) 
o 0 

stattfindet,  das»  also  der  Werth  des  Integrales  eine  Funktion  von  ft 
ist,  die  in  dem  speziellen  Falle  eines  ganzen  positiven  fl  in  das  Pro- 
dukt 1.2.3  ...(ft — 1)  übergeht;  diese  Funktion  hat  inan  r(fi ) ge- 
nannt und  ihre  Definition  lautet  demnach . 

1 


1) 


l-~zdx. 


0 o 

Um  zunächst  eine  Beziehung  zwischen  F(ft)  und  U(ft-|-l)zu 

erhalten,  wenden  wir  auf  die  Gleichung 

1 


r»+n=f[‘(±)}  ä* 


die  theilweise  Integration  an;  hei  unbestimmter  Integration  giebt 
dieselbe: 


k : )r+-/ier- 


Der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  verschwindet  sowohl  für  z - — 1 

als  für  z = 0,  wenn  ft  positiv  ist,  und  daher  bleibt: 

1 

114—1 

2) 


i 

r(ft-J- 1)  — ^ dz=[i 

0 
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Wendet  man  <liese  Formel  mehrmals  nach  einander  an,  so  ergiebt 
sich  r(/i+  2)  — (ft 4-1)  IXp- h 1)  ==  (#*  — 1—  1)  ft-  P(n),  ebenso 
F(^t-(-3)  = (fx--)~2)  pPii1)  u*  s.  w.  überhaupt,  wenn  m 

eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet: 

•0  P(^  ~ f*  m ) ==  -{“  1)  (f*  4“  2). . ,([i  -f-  7ii  — 1 )JT(fO» 

Für  [L  = 1 wird  P(  1)  = 1 , wie  man  aus  der  Gleichung  1)  un- 
mittelbar ersieht;  die  vorstehende  Formel  giebt  dann  weiter 
* P(2)  =1.1,  T(3)  — 1.2  , r( 4)  = 1.2.3  u.  s.  f. 

übereinstimmend  mit  dem  anfangs  bemerkten  Spezialfalle.  Ueber- 
haupt  erkennt  man  aus  d *r  Gleichung  3),  dass  P (fl)  für  jedes  fl 
bekannt  ist,  wenn  man  es  für  echtgebrochene  (i  finden  kann;  denn 
es  lässt  sich  jede  beliebige  Zahl  o immer  in  eine  ganze  Zahl  m und 
einen  echt  gebrochenen  Rest  zerlegen,  die  Formel  reduzirt  dann 
F(ö)  auf  j T(/a). 

• Die  in  der  Gleichung  1)  geforderte  Integration  lässt  sich  mit- 
telst der  Bemerkung  ausführen,  dass  für  verschwindende  d 


Lim 


ist(§.  3,  II.),  dass  mithin  der  Ausdruck 


Grenzwerth 


von 


i _ Ai“-1 


betrachtet  werden  kann.  Denken  wir  uns  ö als  reziproken  Werth 
einer  ganzen  positiven  Zahl  n,  so  dürfen  wir  setzen: 

1 


[<T)r =[■(■-)]+<■• 

wo  q eine  Grösse  bezeichnet,  die  in  Null  übergeht,  wfenn  n ins  Un- 
endliche wächst;  hiernach  ist 

U J_  1 

I»  = nM—1  (^1  — zn  Y*  dz  J Q dz, 

0 0 

oder,  wenn  wir  im  ersten  Integrale  z = xn  setzen: 

' 1 1 

P (ja)  — J Qdz  — na  J x )“  1a?n  1 dx. 

0 • 0 

Der  Werth  des  rechterseits  befindlichen  Integrales  kann  der  Formel 
4)  in  §.73  für  m = n,  p — a unmittelbar  entnommen  werden; 

23* 


\ 
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lassen  wir  darauf  n ins  Unendliche  wachsen,  so  verschwindet  q und 
es  bleibt: 


u — 1 


..  ' T.  j 1-2.3 (n — l)n 

**  — im<f‘(^  + 1)(f*4-2)-.(/i  + n— 1)" 

Diese  allgemeine  Formel  gestattet  sehr  mannigfaltige  Folgerungen, 
von  denen  wir  eine  wenigstens  erwähnen  wollen  nämlich  die 
Gleichung : 


5) 


[i>)i 


T{a  — A)  r(a  -f-  A) 


A2 


u- 


A2  ) 

(*+2)2i 


(a-f-1)2' 

die  sich  ganz  von  selbst  ergiebt,  wenn  man  die  drei  Funktionen 
r’(a),  JH(a  — A)  und  U(a  -f-  A)  nach  der  Formel  4)  entwickelt. 
Die  Gleichung  5)  kann  zwei  verschiedene  Dienste  leisten,  sie  giebt 
den  Werth  des  unendlichen  Produktes,  wenn  die  Gammafunktionen 
(mittelst  einer  Tafel  derselben)  bekannt  sind ; sie  liefert  umgekehrt 
eine  Beziehung  zwischen  Gammafunktionen,  wenn  der  Werth  des 
Produktes  anderwärts  ausfindig  gemacht  wird.  Das  Letztere  ist  z.B. 
der  Fall  für  a = 1,  man  hat  dann 

1 ( **Vi  • *2\  sinXn 

r(l — A)F(l-)-A.)  \ lv  \ 2v  Xx  ' 

mithin  umgekehrt  bei  Anwendung  der  Formel  /"'(A-f-l)  = AJT(A): 

7t 


6) 


r(A)T(l  — A)  = 


sin  A 7t ' 

Hieraus  ergiebt  sich  unter  Anderem  für  A = 

7)  [r(i)p  = r(>)  = VH, 

und  nach  Formel  3)  für  fl  — 

1 . 3 . 5. . . (2  m — 1) 


8) 


r(m  -f-  J)  — 


2m 


Um  eine  unendliche  Reihe  zur  Berechnung  der  Gammafunk- 
tionen zu  erhalten,  gehen  wir  von  der  analog  zu  Nro.  4)  gebildeten 
Gleichung  aus : 

w — » >--i  . * I.2.3.....  n , . _ « . 

.T(  1 4- (i)  = --j — -■■■■  j — - — : — - — - — j — -nM  (1  ür  n ==  co ), 

(1  ~f”#0  (A-(-ft)(3  -f- ft)...(n-f -ft) 

und  nehmen  beiderseits  die  Logarithmen;  dies  giebt: 

— [n  = co  ]. 

Hier  lassen  sich  alle  Logarithmen  von  der  Form  /(I  -f- u)  entwickeln, 
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wenn  das  grösste  der  nämlich  p,  zwischen  den  Grenzen  — 1 und 
-j-  1 liegt;  unter  dieser  Beschränkung  erhält  man  ohne  Mühe: 

+![t3+F’+F»  + 

-ä[^+p+Fa  + + 

* * 

+ • 

worin  noch  n = x>  zu  setzen  ist.  Der  Coefficient  von  fi  verwan- 
delt sich  dadurch  in  die  Constante  K des  Integraliogarithmus  und 
es  wird  überhaupt: 

9)  fr(i+fO=- 

i > t*  > — i, 

wobei  die  Bezeichnung  nach  Formel  11)  in  §.  76  benutzt  worden 
ist.  Entsprechend  der  vorstehenden  Gleichung  ist  die  folgende : 

/P(l  — fi)  = -f- Kfi  -j- \ *S2  fi 2 -j- 1 aS3 J • 

1 > t*  > — 1, 

die  halbe  Summe  beider  Gleichungen  giebt  wegen  JT  (fi  1)  =r 
f iF(fi ) und  nach  Formel  6): 

und  durch  Substitution  in  Nro.  9): 


ir(l+F)  = |l^ij)  - lKp4-lS3li>+\Si(i»+....-}. 

• ■ 

Eine  stärker  convergirende  Reihe  entsteht , wenn  man  diese  Glei- 
chung mit  der  nachstehenden 


(l4^)  + f*  + J f13  + ä ^ + 


durch  Addition  vereinigt;  man  erhält  für  i > ^ > — i 


tro +f»)=p 


-Ki— jop— i(4— >)?*— |(&-i)p*— 

mithin  auch  l r (fi)  selbst  vermöge  der  Beziehung  l r ( fi ) = 
1 .T(l  -f-  fi)  — Ifi . Beim  Gebrauche  der  Formel  10)  kann  man 
übrigens  immer  voraussetzen , dass  fi  <Z  l sei,  denn  für  fi  | lässt 
sich  r Qi)  mittelst  der  Gleichung  6)  auf  .T(l — fi)  zurückführen- 
wo  nun  1 — fi  jedenfalls  < \ ist.  Für  fl  = \ kennt  man  in  Nro. 


♦ 
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10)  den  Werth  der  linken  Seite  und  die  Gleichung  kann  zur  Be- 
stimmung yon  K benutzt  werden. 

Wir  wollen  in  der  Kürze  noch  einige  der  bemerkenswerthesten 
Folgerungen  aus  den  oben  entwickelten  Grundform  ein  angeben.  Dif- 
ferenzirt  man  die  erste  der  für  1 -f-  ft)  geltenden  Gleichungen, 
so  wird 


dir(l-j-fi) 

dfi 


ln  — 


1 -(-ft  2 -(-  ft 


n + fl 


— ~ ji  + .i  + l+***+-  ln\ 

1 £ L l — -L 1.1  — 

' 1 1 4-  fi  ' 2 25-f-  ft  ' ' n n-f-ft’ 


worin  n = oo  zu  setzen  ist;  dies  giebt: 

u)  — j_, 

oder  auch: 


1 


2 t 


2 + ft 


+ 


12) 


äim+(Q  = _ ri-^ 

d[i  'J  1—x  ' 

0' 


denn  wenn  man  das  Integral  dadurch  in  eine  Reihe  verwandelt, 
dass  man 


— 1 — = + -f-  -••+  vn  1 + T~" — 

setzt,  die  einzelnen  Glieder  integrirt  und  nachher  n unendlich  wer- 
den lässt,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  11)  zurück.  Die  For- 
mel 12)  bildet  den  Ausgangspunkt  für  eine  weitere  hier  nicht  aus- 
führbare Untersuchung  der  Gammafunktionen. 

Aus  Nro.  9)  folgt  durch  Rückgang  von  den  Logarithmen  zu 

den  Zahlen: 

• 

1 4~ ft)  — e 2 ~ § f*3 •••  • 

oder,  wenn  die  rechte  Seite  mittelst  der  bekannten  Formel 

e2  = 1 z \z2  etc. 

entwickelt  wird: 

r(i  + p)  = i - a>  4-  \(k * + s2) ^ 

- + ÜKS2  + 2vS3)  ft3  4- ; 

I 

andererseits  ist  vermöge  der  Formel  1)  und  durch  Entwickelung 
von  x^ : 
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QO 

r(  1 -f-  p)  ==  J vue~~x  d a 


0 


QO 

= f\  1 -\~n  lx-\-\{L'2{lxy1  -)-  lfi'6(lx)3  -f-  .. . r dx , 

0 

mithin  durch  Integration  der  einzelnen  Theile  und  Vergleichung  mit 
dem  ersten  Resultate: 

J e x dx = 1 
0 

QO 

fi  (^y*d*=K-  ' • 

0 

0 

CO 

— a':1  4-  3 -f  i S:l 

0 ... 


u.  s.  w. 


Diese  Ergebnisse  lassen  noch  insofern  eine  Verallgemeinerung  zu, 
als  man  x = ay  setzen  kann,  wodurch  die  neuen  Gleichungen  ent- 
stehen : 


i4>  yt ' (t-) j'-** = 


K2  + $2  4-  2 Kl  q 4,-  (/  a)2 

a 


u.  s.  w. 

Aus  der  Gleichung  1)  ergiebt  sich  für  x = ay: 


15) 


f y“~Xe~~a,J  dy  = 


also  z.  B.  für  fl  =;  ^ und  für  ^ = n -f- 


QO 


r ^ e-ay  _ 


SCO 
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/ dy  — ay  1 . 3.5 . ..(2n — 1) 

% W ~ 2 v»  VT1 

oder  wenn  man  y = t2  setzt  und  a 2 an  die  Stelle  von  a treten  lässt : 

16)  T vT 


f e~a  * dt  = 

J 2 a ’ 

0 


17) 


/°  j2ne — a2/2^ 1 . 3 . 5 . . . (2  w — 1)  VIT  _ 

«/  • 2na2n  2 a 


(2  b) 


2 n 


Die  letzte  Gleichung  multipliziren  wir  mit  — - — . und  bemerken 

1.2...(2n) 

rechter  Hand,  dass 

1.2. 8 ...(2 ii)  = 1 . 3 . 5 . . . (2 n — 1) . 1 . 2 . 3 . . . n . 2n 
ist;  es  ergiebt  sich  so: 

» _ /Ä\2n  • 

f (2i  02"  e—a*t’dt  _ V~«  \ <V 

</  1 . 2.3...(2n)  2a  1.2.3...»’ 


0 


setzen  wir  hierin  n — 1 , 2 , 3 , . . . . und  vereinigen  alle  so  entste- 
henden Gleichungen  mit  der  in  Nro.  16)  verzeichneten,  so  wird: 


18) 


00 

S- 

0 


2 bi 


+ * 


-2  bt 


2 


e-aHi  dt 


Vh 

2 a 


- (~f 

* w 


endlich  noch,  wenn  wir  bV — 1 an  die  Stelle  von  b treten  lassen, 
d.  h.  den  einzelnen  Gliedern  wechselnde  Vorzeichen  geben: 


19) 


/• 


cos2bt.e  °*  **  dt  = — — a ^ 


2a 


Dieses  in  seiner  Art  bemerkenswerthe  Resultat  ist  für  die  mathema- 
tische Theorie  der  Wärme  von  Wichtigkeit. 


§.  85. 

Die  B etafunktion. 

Unter  dem  Namen  „Betafunktion“  versteht  man  zuweilen  eine 
Funktion  zweier  Variabelen  p und  q,  welche  durch  die  Gleichung: 


i 
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1) 


0 


?) 


definirt  wird.  Die  genannte  Transcendente  ist  übrigens  symmetrisch 
in  Beziehung  auf  p und  q , denn  setzt  man  x = 1 — y,  so  wird : 

1 ‘ 1 


J 1 


dx  ” S ^ — y)p  *yq  1 


dy, 


x)<l-1 

0 0 
wo  die  rechte  Seite  = B(q,p ) ist;  man  hat  daher  immer: 

2)  B(p,q)  = B(q,p). 

Will  man  die  Funktion  in  eine  Reihe  verwandeln,  so  kann  dies 

dadurch  geschehen,  dass  man  (1  — #)?—1  nach  dem  binomischen 
Satze  entwickelt  und  die  einzelnen  Glieder  integrirt.  Die  so  ent- 
stehende Reihe  ist  aber  wegen  ihrer  geringen  Convergenz  nicht  son- 
derlich brauchbar,  und  wir  wenden  uns  daher  gleich  zu  der  haupt- 
sächlichsten und  wichtigsten  Eigenschaft  von  B (p  ,q),  welche  darin 
besteht,  dass  unsere  Transcendente  jederzeit  durch  drei  Gammafunk- 
tionen ausgedrückt  werden  kann.  Vermöge  der  Reduktionsformel 
7)  in  §.  57  ist  nämlich  für  m — p,  s — q — 1,  a = 1,  b = — 1, 
n = 1: 

x)<l-ldx 

. xP(  1 x)Q  . p-\-q  C r.  „ — 1 

\- / xP(l — x)*l  1 dx, 

P P J 

und  da  für  x — 1 und  für  x = 0 der  vom  Integralzeichen  freie 
Theil  verschwindet,  sobald  p und  q positive  Grössen  bezeichnen,  so 
hat  man  weiter: 

1 . 1 

J ' xP  *(1  — #)2—1  dx  = P+-qf  xP(  1 — x)Q~1dx. 
o p 0 

Die  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  giebt: 


3) 


/■ 

0 


xP  *(1 — a?)7  1 dx 


— 1 


(p+V)(p+q+l)(p+'l+'t)---(p+q+n--l)  fxp+n-l(1  sq-lfa. 

p(p+l)(p  + 2) (F  + «-l)  J 1 } ’ 

0 

in  Beziehung  auf  die  rechte  Seite  bemerke  man,  dass  der  Formel 
4)  des  vorigen  Paragraphen  zufolge: 


i 
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1.2.3 (n  — l)n 


nf*  1 = r(n)  4- 1 


gesetzt  werden  kann,  wo  s in  Null  übergeht,  wenn  n unendlich 
wächst,  dass  daher  die  Gleichung  3)  auch  in  folgender  Gestalt  er- 
scheinen kann : • 

1 


0 


für  xP^-n  = z wird  hieraus : 


r (p q)  + e2 


u 


Da  nun  bekanntlich  für  verschwindende  8 der  Ausdruck 

; (W  f ' 

in  ( — lz)Q  1 übergeht,  so  darf  gesetzt  werden: 

(i_^-i=Ä9-1j[i(±)]  +PJ,  • 

wo  Q mit  8 gleichzeitig  verschwindet;  auf  die  obige  Gleichung  für 
angewendet,  giebt  dies : 


8 = 


Lassen  wir  die  beliebige  ganze  Zahl  n ins  Unendliche  wachsen,  so 
verschwinden  Si,  £2i  ^ und  p;  es  bleibt  demnach: 


o 


Die  hiermit  gewonnene  allgemeine  Formel,  die  man  gewöhn- 
lich unter  der  Gestalt: 

1 


5) 


0 


angegeben  findet,  lässt  noch  einige  Transformationen  und  Erwei- 
terungen zu,  die  es  verdienen,  hervorgehoben  zu  werden.  Für  x 
==  z:{\  -f-  z)  ergiebt  sich: 


6) 


:P~l  d, 


J (i+*)P-H  r(p+q)' 
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in  dem  speziellen  Falle  eines  ganzen  positiven  p gehen  die  For- 
meln 5)  und  6)  in  die  Formeln  4)  und  5)  des  §.  73  über;  fürp-|-<7 
= 1 verwandelt  sich  die  Gleichung  6)  in  die  Formeln  19)  des 
§.  73. 

Setzt  man  in  Nro.  5)  x = ym , so  entsteht  die  Gleichung: 


m 


0 


V . i 

oder,  wenn  man  an  die  Stelle  von  p treten  lässt: 

m 


7) 


ßf- 


(1  — ym)q  ldy  — 


0 


also  z.  B.  für  m = 2: 

1 

8) 


%+<)’ 


r Kl) r(q) 

/ yP  J(1  — 'J2)q  1dy= J- r; 

/ ■ *<*+.) 


hieraus  folgen  unter  Anderem  die  Gleichungen  6)  und  7)  des  §.  73, 
wenn  man  q = J,  p als  ganze  positive  Zahl  nimmt  und  auf  die  Un- 
terscheidung gerader  und  ungerader  p eingeht.  Die  Substitution 
y = sin  u verwandelt  die  Gleichung  8)  in  die  nachstehende: 


J sinP  ^ucos^Q  du  — 


0 
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9) 


iu  du = ■ 

ir(t 

■ + ?)’ 

=s  v: 

n 

)r(v+l) 

du  — 

V 2 y 

' V 2 ) 

) 


Wir  betrachten  noch  das  allgemeinere  Integral: 

r ( 1 — x )<1~*  dx 

— J [rfä?  4-6(i— 

worin  a und  b beliebige  Constanten  bezeichnen  mögen.  Um  den 
W erth  desselben  zu  finden,  benutzen  wir  die  Substitution : 

* = «!-y)+h  oder  umgekehrt  H-C,,  = * . 
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aa3  weicher  nachstehende  Ausdrucke  folgen: 

ü 

I T _ g(l  — y)  , g&  dy 

a(l — y)“My  [g(l — jf)+^rii 

ax  -f-  £(1 — x)  — — . 

a(i — y)-1-^ 

Bemerken  wir  ferner,  dass  den  Grenzen  x = 0 and  x 
neaen  Grenzen  y = 0 und  y = 1 entsprechen,  so  wird : 

1 


= 1 die 


o 

d.  i.  vermöge  der  Bedeutung  von  S : 
1 


10) 


Ap~ 1 (i  —x)?-»  dx  _ r(p)  r(?)  i 

5/  [ax4-6(l—  x)]P+«  r(p  + ?)  aPj? 


und  wenn  man  a — b = c setzt: 


11) 


r*p~1  (i— dx  _ nP)r(g) i_ 

</  (b  + cx)!^r'i 


0 v-  , - r(p4-q)  (*_<:)/>  4? 

Nehmen  wir  endlich  wie  früher  x — y"1  und  lassen  —an  die  Stelle 
von  treten,  sq  ergiebt  sich  noch  das  Resultat: 


wi 


o 


(i — y"*)9 


-l 


( b + cym)P+ n 


dy~ 


r©rW  , 


m 


*{-  + <])  ~ ’ 

Vm  : V (6-Lc)m  4? 

welches  alle  Formeln  dieses  Paragraphen  als  spezielle  Fälle  in  sich 
enthält. 

Will  man  eine  der  Gleichung  9)  entsprechende  Formel  ge- 
winnen, so  hat  man  in  Nro.  10)  x = cos2u  zu  setzen;  dies  giebt, 
wenn  al  und  b 2 für  a und  b geschrieben  werden: 

1 n 


13) 


/co8^P  1 u 8in2(l  lu  du  r(p)T(q)  1 
„ (a2  C08*u-\-b*  sin * uf+1  — 2 T(p-\-q)  a2P  42?  ’ 


Bemerkenswerthe  Spezialisirungen  hiervon  sind : 
1 n 

tan^u  du 


14) 


7t 


0 


a‘2co82u  -\-b28tn‘2u  2 cos\p7t  al — 
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/ 

n 


sin f*  1 w d w 
(ai  4-  cos  w)u 


r rqrti» 

zrQi)  (v_  6,2)^ 


deren  letztere  durch  die  Substitutionen/? = q — ä 2 = 

b 2 — \ {cl\  — &x),  « = \ w erhalten  wird. 


§.  86. 


Die  elliptischen  Integrale  und  Funktionen 

erster  Art. 


In  Cap.  XII.  bemerkten  wir  schon,  dass  irrationale  Differen- 
ziale, in  denen  Wurzeln  aus  algebraischen  Funktionen  dritten  oder 
vierten  Grades  Vorkommen , nicht  mehr  durch  Logarithmen  oder 
Kreisbögen  integrirt  werden  können,  dass  im  Gegentheil  derartige 
Integrale  eigentümliche  Funktionen  bilden;  wir  kommen  jetzt,  wo 
uns  mehr  Mittel  zu  Gebote  stehen , auf’  diesen  Gegenstand  zurück, 
um  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  jener  Funktionen  zu  ent- 
wickeln. 


Wir  betrachten  zunächst  das  Integral : 


x 


1) 


P dx 

—J  V (i—  ®2)(i— fc2*2) 


in  welchem  k eine  die  Einheit  nicht  übersteigende  Constante,  den 
sogenannten  Modulus,  bezeichnet.  Setzen  wir  xz=sincp,  so  wird: 

(rp  = Arcsin  x ) 


2) 


u 


d(p 


V 1 — 


sin2  cp 


und  insofern  nun  u von  k und  cp  abhängt,  können  wir  u = F(k , cp ) 
schreiben,'  wo  cp  die  Amplitude  des  Integrales  heisst.  Die  Gleichung : , 


3) 


CP 

A 

0 


dcp 


Vl  — sin*1  cp 


= F(k , cp). 


enthält  demnach  die  Definition  der  Funktion  F(h,cp),  welche  man 
das  elliptische  Integral  erster  Gattung  genannt  hat;  ist  der  Werth 
desselben  bekannt  (man  hat  in  der  That  Tafeln  dafür),  so  folgt  dar- 
aus der  von  u,  nämlich : 

4)  u = F(k  , Arcsin  x), 
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indem  man  nur  den  zu  x gehörenden  Bogen,  die  Amplitude,  aufzu- 
suchen braucht. 

Die  Sache  ist  aber  noch  einer  anderen  Ansicht  fähig;  so  wie 
nämlich  u von  x abhängt,  so  ist  auch  umgekehrt  x eine  Funktion 
• von  u,  was  man  durch  irgend  ein  beliebiges  Symbol  ausdrücken 
könnte ; um  jedoch  zu  der  passendsten  Bezeichnung  zu  gelangen, 
bemerken  wir  zunächst,  dass  cp  als  Amplitude  von  u durch 

cp  = ampl  ( u ) oder  kürzer  cp  = am  u 
dargestellt  werden  kann,  woraus,  wegen  x = sin  cp,  folgt : 

5)  x = sin  amu  , modk. 

Diese  Gleichung  ist  nun  die  Umkehrung  der  in  Nro.  4)  angege- 
benen, wobei  das  Zeichen  sin  am  als  Funktionsbezeichnung  dient*). 

I.  Unter  den  zahlreichen  Transformationen,  deren  das  ellip- 
tische Integral  erster  Art  fähig  ist,  verdient  besonders  die  folgende 
hervorgehoben  zu  werden,  welche  zudem  sogenannten  Additions- 
theoreme führt.  Ersetzen  wir  nämlich  die  Variabele  rj  in  der 
Gleichung : 

ß 

6)  f =jj=  = F{k,ß), 

J VT—kUi^ri 

durch  eine  neue  Veränderliche  £,  welche  mit  jener  durch  die 
Gleichung : 

7)  cos  a cos  r\  — sin  a sin  r\  V 1 — Je'2  sin2  £ = cos  £ , 

verbunden  ist,  so  entspricht  dem  Werthe  rj  = 0 der  Werth  £ =?  « 
und  wenn  rj  = ß geworden  ist,  so  hat  £ einen  Werth  y ange- 
nommen, welcher  aus  der  Gleichung: 

8)  cos  a cos  ß — sin  a sinß  1 — k 2 sin2  y — cos  y 

zu  berechnen  sein  würde.  Um  weiter  drj  durch  d£  auszudrücken, 


*)  Wenn  die  goniometrischen  Funktionen  nicht  bekannt  wären,  so  würde 
die  Integralrechnung  darauf  führen  und  zwar  bei  Gelegenheit  des  Inte- 
grales: 


x 


0 


hier  ist  u eine  Funktion  von  x (nämlich  u = Arcsin  x)  mithin  umgekehrt 
x eine  Funktion  von  u (x  = sinu ) und  es  hätte  keine  Schwierigkeit,  die 
Eigenschaften  beider  Funktionen  aus  der  Gleichung  f)  abzuleiten;  in  der 
Thal  erhält  man  sie  aus  den  Entwickelungen  des  Textes  für  k — 0. 


% 
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könnte  man  rj  der  Gleichung  7)  entnehmen  und  es  dann  differen- 
ziren ; rascher  aber  gelangt  man  durch  die  Bemerkung  zum  Ziele, 
dass  die  Gleichung  7)  auch  in  den  folgenden  Formen  dargestellt 

werden  kann : 

9)  cos  £ cos  a -|-  sin  £ sin  a V"  1 — k2  sin2  rj  = cos  rj , 

10)  cos£  cosrj  -J-  sm£  sinrj  V"  1 — k2  sin‘2a  = cosa; 


man  überzeugt  sich  hiervon  leicht,  wenn  man  die  Gleichungen  7), 

9)  und  10)  rational  macht;  weil  aber  dabei  die  Vorzeichen  der 
Wurzeln  verschwinden,  so  bedarf  die  Richtigkeit  dieser  Vorzeichen 
eines  besonderen  Nachweises.  Für  k = 0 geht  die  Gleichung  7) 
in  cos(a-f-^)  = cos£  über,  daraus  folgt  cos(£ — a ) = cosrj  und 
cos  a—v)  = cos  a ; dasselbe  geben  auch  die  Gleichungen  9)  und 

10) ,  woraus  die  Richtigkeit  der  gewählten  Vorzeichen  hervorgeht. 
Durch  Differenziation  der  Gleichung  10)  wird  nun,  wenn  wir  die 
Wurzel  für  den  Augenblick  mit  A bezeichnen: 

(A  cos  rj  sin  £ — sin  rj  cos  t)drj  = (cos  rj  sin  £ — A sin  rj  cos  £)  d£ , 

und  durch  Substitution  des  der  Gleichung  10)  entnommenen  Wer- 
thes  von  A: 


cosa  cosrj  — cos£ 
sinrj 


drj 


d.  i.  nach  Nro.  7)  und  Nro.  9): 


cos  rj  — cos  a cos  £ 
sm£ 


sin  aV  1 — k2 sin'2 £ drj 
oder  endlich : 

drj 


sin 


11) 


in  a]/  1 — k'2 sin2  rj  d£, 

dt 


V 1 — k 2 sin 2 rj  V"  1 — k2  sin 2 £ 


Setzen  wir  dies  in  die  Gleichung  6)  ein,  oder  was  dasselbe  ist, 
integriren  wir  die  vorstehende  Gleichung  mit  der  Rücksicht,  dass 
den  Grenzen  rj  = 0 und  rj  = ß die  Grenzen  £ — a und  £ = y 
entsprechen  , so  folgt : 

ß r 

dV  r di 

VT  — k'2sin2rj  J 1 — kPsiri2  £ 

y « 

dj  _ r dt 

0 V 1 —k2  sin 2 1 J 1 — k2  sin 2 £ 

d.  h.  F (fc,  ß ) = F (k,  y)  — F(t,  a),  wobei  die  Amplituden  a,  /3,  y 
durch  die  Gleichimg  8).  verbunden  sind.  Schreiben  wir  endlich  qp, 
p , cj  für  «,  /3,  y,  so  gelangen  wir  zu  dem  Fundamentaltheoreme, 
dass  die  Gleichung: 
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12)  • Ffa  cp)  + F(k,  = F(k,  o) 

stattfindet,  wenn  die  Amplituden  <p,  t p,  co  der  Bedingung: 

13)  cos  cp  cosip  — sin  (p  sin  ip  V 1 — k2sin2co  = cos  ca 
genügen,  welche,  dem  Früheren  analog,  auch  unter  den  Formen: 


14) 


cos  co  cos  cp  -f-  sin  co  sin  cp  y 1 — k2  sin2  ip  ■=.  cos  ip 
cos  co  cos  ip  -)-  sin  co  si?i  ip  V 1 — k2  sin2  cp  = cos  cp 


dargestellt  werden  kann.  Hierin  liegt  die  Addition  der  ellipti- 
schen Integrale  erster  Art,  da  sich  ein  elliptisches  Integral  finden 
lässt,  welches  die  Summe  zweier  gegebenen  Integrale  derselben  Gat- 
tung ausmacht ; sein  Modulus  ist  derselbe,  seine  Amplitude  bestimmt 
sich  dadurch,  dass  man  co  aus  einer  der  obigen  Gleichungen  ent- 
wickelt, was  auf  folgende  Weise  geschehen  kann.  Wir  bezeichnen 

V 1 — k2  sin2  cp  mit  z/  (cp)  und  eliminiren  cosco  aus  den  Gleichun- 
gen 14);  es  ergiebt  sich  dann  von  selbst 

cos2  cp  — cos2  ip  s 

sin  cos  cp  sinip4{cp)  — sin  cp  cosip  z/  (ip)  ’ 

und  wenn  Zähler  und  Nenner  mit  cos  cp  sin  ip  z/  (cp)  -f-  sin  cp  cos  ip  z7 (ip) 
multiplizirt  werden: 

sin  cp  cos  ip  z/  (ip)  -f-  cos  cp  sin  ip  z/  (cp) 

15)  sinco  = : - . r-r~. * 

7 1 — k2  sin2  cp  sin2  ip 

Durch  Substitution  hiervon  in  eine  der  Gleichungen  14)  erhält 

man  weiter: 

cos  cp  cos  ip  — sin  cp  sin  ip  z/  (cp)  z/  (ip) 


16) 


cos  co  = 


ferner  durch  Division: 


17) 


tan  a — 


1 — k 2 sin2  cp  sin 2 ip 

K * ' 

tan  cp  4 (ip)  -f“  tan  ip  4 (cp) 


1 — tancp  tanipzJ  (cp)Z/(ip) 

Die  letzte  Formel  giebt  die  leichteste  Bestimmung  von  co;  be- 
rechnet man  nämlich  zwei  Hülfswinkel  cp1  und  1p1  nach  den  Formeln 
tan  cp1  — tan  cp  z7  (^)  und  tan  ip,.=  tan  ip  z/  (qp),  so  ist  co  — cp'-^-ip' 
Aus  Nro.  13)  folgt  endlich  noch  durch  Substitution  von  cosco: 

, J(cp)4(ip)  — k2  sin  cp  cos  cp  sin  ip  cos  ip 

18)  Z(ta)  = 1 si'ii5  <p  sin2  ip 

Käme  es  z.  B.  darauf  an,  zwei  Amplituden  der  Art  zu  finden, 
dass  F(k,  cp ) + F(k,  ip)  = F (k , \n) , wo  F(k,  \n)  das  voll- 
ständige elliptische  Integral  erster  Art  hejsst  und  mit  Fl(k ) oder 
nur  mit  K bezeichnet  wird , so  würde  die  Substitution  co  = \ 7t  fol- 
gende Gleichung  geben: 
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tan  cp  tan  7p  = 


1 _ J_ 

Vl  — k2  ~~  k' 1 


vermöge  deren  7p  aus  cp  bestimmt  wird;  kf  nennt  man  das  Com- 
plement  des  Modulus,  F(Jc,  cp)  und  F(k,  7p)  complementäre 
Integrale,  wenn  sie  zusammen  das  vollständige  Integral  aus- 
machen. 

Bei  weitem  eleganter  gestalten  sich  die  obigen  Resultate,  wenn 
man  die  umgekehrten  elliptischen  Integrale  einführt;  setzt  man  näm- 
lich F(k , cp)  ==  m,  F(k,  7p)  = v,  F (k,  cj)  = za,  so  ist  cp  = am  u , 
7p  = amv , m = am  w\  die  Gleichung  12)  geht  in  u-]-v=w  über 
und  es  ist  daher  & = am  (tz  — (—  v) ; die  Formel  13)  wird  nun  bei 
umgekehrter  Anordnung 

cos  am  (u  -(-  v)  = cos  amu  cos  amv  — sin  am  u sin  amv  [am  (tt-j-u)], 
ebenso  treten  an  die  Stellen  der  Gleichungen  15)  und  16)  die  fol- 
genden : 


19)  sin  am  («-(-v)  = 


sin  am  u cos  amv  /J  amv  -f-  sin  am  v cos  amu  d amu 
1 — k2  sin 2 am  u sin 2 am  v 


20)  cos  am  (tz-j-v)  — 


cos  amu  cos  amv  — sin  amu  sin  am  v z/  amu  A amv 
1 — k2  sin 2 am  u sin 2 amv 


Diese  Formeln  sind  vollkommen  analog  den  goniometrischen 
Formeln;  in  der  That  erhält  man  letztere  daraus  für  k = 0,  wo- 
durch sin  amu  in  sin u und  A am  u in  1 übergeht.  Sowie  nun  die 
gesammte  Goniometrie  auf  den  Fundamentalformeln  für  sin(u- j-v) 
und  cos  (w-f-v)  beruht,  so  bilden  die  Gleichungen  19)  und  20)  in 
ganz  ähnlicher  Weise  die  Grundlage  für  die  Theorie  der  Funktionen 
sin  am  u,  cos  am  u etc.,  welche  in  neuerer  Zeit  vorzugsweise  ellip- 
tische Funktionen  (im  Gegensätze  zu  den  elliptischen  Integralen) 
genannt  worden  sind  ; die  Theorie  selbst  kann  hier  nicht  Platz  finden. 

II.  Die  Subtraktion  der  elliptischen  Integrale  lässt  sich 
leicht  auf  die  Addition  zurückführen,  indem  man  7p  negativ  nimmt 
und  berücksichtigt,  dass  die  Substitution  6 = — x zu  der  Gleichung 


r d6  _ _ r , dt 
J VT—  k2  sin2  ö J V 1- — k2 


_ r ~ «...  „ , - k2sin2  x 

0 0 

führt,  die  nach  unserer  Bezeichnung  einerlei  ist  mit 

tP)  = — FftTP). 

Dem  Additionstheoreme  tritt  jetzt  das  Subtraktionstheorem  zur 
Seite,  welches  lautet:  die  Gleichung 

21)  F(k , cp)  — F(k,  7p)  = j F(k,  ca)  i 

Schl  ö milch,  Annlysls.  24 

fl 
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findet  statt,  wenn  die  neue  Amplitude  <a  mittelst  der  Formel 

sin  cp  cos  /I  (ty)  — cos  (p  sin  d (<p) 

1 — k2  sin2  cp  sin2 

bestimmt  wird.  Auf  gleiche  Weise  liessen  sich  die  Formeln  16), 
17)  und  18)  umgestalten,  was  keine  Schwierigkeiten  hat.  Behält 
man  die  Bezeichnung  F(k , cp)  = «,  F(k , t/>)  ==  ü,  F(k,  o)  = w bei, 
so  ist  wiederum  cp  = am  n , = amv,  o = am  w — am(u — v), 

mithin : 

. sin  amu  cos  am  v/J  am  v — sin  amv  cos  amu /d  amu 

23)  sin  am(u — v)  = — — , 

1 — k 2 sin2  am  u sin2  am  v 

was  der  Formel  19)  entspricht;  ähnlich  ist: 

cos  am  u cos  amv  sin  am  u sin  amv  <d  amu  /J  amv 


24)  cos  am  (u — v)  — 


1 — k2  sin2  am  u sin 2 am  v 


III.  Durch  mehrmalige  Anwendung  des  Additionstheoremes 
kann  man  offenbar  eine  Amplitude  a finden,  für  welche 

F(k,a)  — F (le,  <pj)  -)-  F(k,  g>2)  + . . . + F(k,  <Pm) 
ist;  nimmt  man  spezieller  cpx  = cp2  . . . = cpm  = qp,  so  wird 

F (Ic,  a)  = mF  ft  cp), 

wo  das  Integral  linker  Hand  ein  gegebenes  Vielfaches  des  rechts 
befindlichen  Integrales  ausmacht.  Bezeichnen  wir  etwas  sprechender 
ö mit  <pm,  wenn  es  der  obigen  Gleichung  genügt,  so  besteht  die 
Multiplikation  des  elliptischen  Integrales  in  der  Bestimmung 
der  Amplitude  cpm , wenn  m und  cp  gegeben  sind.  • So  ist  z.  B.  aus 
Nro.  I.  für  ^ = cp  und  a = <p2: 

F ft  <JP2 ) =2  F ft  cp) , wenn 


2 sin  cp  cos  cp  4 (cp) 


1 — '2  sin2  cp~\~k2  sin 4 cp 


sin  cp 2 = r --  ■ , . , — oder  coscp2  = „ T „ . 

1 — k2sm*cp  • ^ 1 — k2  sin*  cp 

Denken  wir  uns  allgemeiner  drei  Amplituden  cpn j,  cpn, , qpn_|_i, 

welche  den  Gleichungen 

F (k,  <pn_i)  = (n—  1)  F (k,  cp), 

25)  F (k,  cpn)  = nF  (Je,  cp), 

F (k,  9>„_|_])  = (n+  1)  F (k,  tp) 

genügen,  so  ist  gleichzeitig 

F (k,  cpn+1)  = F (k,  <pn)  + F (k,  cp), 

F (k,  cpn_x)  = F (k,  cpn)  — F (k,  cp). 


und  durch  Anwendung  des  Additions-,  sowie  des  Subtraktionstheo- 
remes  findet  man  hieraus: 
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26) 


2 (< p ) cos  cp  sin  cpn 

Sm<Pn+l-+-Sm<Pn-l  = 1_  Vsm-l  y sinl  yn  > 

2 cos  cp  cos  cpn 

008  Vn—  1 ^ — k2  sin 2 qp  sm2  qpn 


COS 


Mittelst  dieser  Gleichungen  lässt  sich  g?n_|_!  aus  cpn  und  cpn_i 
ableiten,  indem  man  von  cp0  = 0 und  (px  = cp  ausgeht;  so  erhält 
man  z.  B.  für  n — 3 durch  Substitution  der  schon  bekannten  Werthe 
von  sin  qp2  und  cos  cp2  : 


27)  smqp3  = 


sin  cp. 


4(1  — k2  sin2  cp)  cos2  cp  — (1  — k2  sin*  cp)2 
(1  — k2  sin 4 cp)2  — 4 k2  (1  — k2  sin 2 cp)  cos 2 cp  sin^cp 
Um  indessen  so  zusammengesetzte  Ausdrücke  zu  vermeiden, 
dividiren  wir  die  Gleichungen  26)  durch  einander,  dies  giebt: 


28)  tan (‘  <jpn_|_j  + — 4(tp)tan<p„, 

also  für  n = 1,  2,  3,  etc.: 


tan\cp2  = (cp)  tan  cp, 

tan  (J  cp3  + 1 cp)  = 4 (cp)  tan  cp j 


u.  s.  w., 

woraus  sich  cp2 , qp3 , qp4  etc.  ohne  Mühe  berechnen  lassen. 

Will  man  den  Multiplikationsformeln  für  die  elliptischen  Inte- 
grale die  entsprechenden  Formeln  für  die  elliptischen  Funktionen 
an  die  Seite  stellen,  so  hat  man  nur  cp  = am  u und  cpn  = am(nu) 
zu  setzen. 


IV.  Stellt  man  die  Gleichung  F ( k , cpm)  = m F (Je,  cp)  in  der 


umgekehrten  Form  F(k , cp)  — — F (k,  cpm)  dar  und  schreibt  um 

m 

grösserer  Symmetrie  willen  cp  statt  cpm  und  cp  j für  qp,  so  liegt  in 

in 


der  Gleichung 

29)  F (Je,  <p  x)  = — F (fc,  <p) 

— m 


in 

das  Problem  der  Division;  die  Losung  desselben  ist  aus  Nro.  III. 
herzuleiten,  indem  man  umgekehrt  die  grössere  Amplitude  als  gege- 
ben und  die  kleinere  als  zu  entwickelnde  Unbekannte  ansieht;  für 

den  Fall  m = 2 z.  B.  bestimmt  sich  qpi  mittelst  der  Gleichung: 

2 


1 — 2 sin2  qpi  -f  - k2  sm4  qpi  1 _ 2 x2  + k2x 4 

1 — k2  sm4  cpi  1 — k2  x4 


cos  cp  ~ 


1 — k2x 4 
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wo  wir  zur  Abkürzung  sincpi  mit  x bezeichnet  haben;  für  m = 3 

2 

ergiebt  sich  ähnlich  aus  Nro.  27)  für  sincpi  = x: 

. . Sx  — 4(1 

' T 1 — Gk2x*-\-4Lk2(l+k2)x«—  3Äj4a.8 
Ueberhaupt  ist  zur  Bestimmung  der  Amplitude  cp  j immer  die 

m 

Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade  m2  nöthig,  oder, 

u 

was  auf  dasselbe  hinauskommt,  sin  am  — ist  die  Wurzel  einer  der- 

m 

artigen  Gleichung,  welche  ausser  sin  am  u oder  cos  am  u nur  noch  k 
und  ganzzahlige  Coeffieienten  enthält. 

Wäre  endlich  eine  Amplitude  ip  der  Art  zu  bestimmen,  dass  die 
Gleichung 

30)  F (k,  t/0  = — F (k,  cp ) 

/ ? 

stattfände,  worin  p und  q gegebene  ganze  Zahlen  bezeichnen,  so 
kann  man  dieser  Gleichung  zunächst  die  Form  q F(k,rp)=p  F(k,<p) 
ertheilen  und  sich  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  beiden  Pro- 
dukte als  ein  neues  Integral  F(k,r ) denken,  so  dass  einerseits  qF(k,i\>) 
— F(k, t),  andererseits  p F(k,cp)  — F(k,x)  ist;  die  erste  Bedingung 
giebt  nach  Nro.  III.  eine  Gleichung  zwischen  t/>  und  r,  die  zweite 
eine  Gleichung  zwischen  cp  und  r;  eliminirt  man  r aus  diesen  Glei- 
chungen, so  bleibt  eine  Beziehung  zwischen  t/>  und  cp  übrig  und  zwar 
eben  die,  welche  zum  Bestehen  der  Gleichung  30)  nothwendig  ist. 

Das  Gesammtresultat  dieser  Untersuchungen  lässt  sich  in  fol- 
gendes Theorem  zusammenfassen,  bei  dessen  Formulirung  der  ge- 
wöhnliche goniometrische  Calcül  zu  den  algebraischen  Operationen 
gerechnet  worden  ist:  „wenn  r,  s,  t etc.  beliebige  positive  oder  ne- 
gative rationale  Zahlen  und  cp,  ty,  % etc.  gegebene  Amplituden  be- 
zeichnen, so  kann  das  aus  einer  endlichen  Gliederzahl  bestehende 
Aggregat 

rF(k,<p)  + sF(k,i>)  -f  tF(k,%)  + • • • 
zu  einem  einzigen  elliptischen  Integrale  zusammengezogen  werden, 
dessen  Modulus  wiederum  k ist,  und  dessen  Amplitude  durch  alge- 
braische Operationen  aus  cp,  il>,  % etc.  abgeleitet  wird.“ 
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§.  87. 

0 * 

Die  Landen’sche  Substitution. 


I.  Setzen  wir  in  dem  elliptischen  Integrale 

9 

„ r d& 

1)  F(r,  ")  — / Yl  —r'-sini» 

für  -fr  eine  neue  Variabele  co  der  Art,  dass 

sin  2 cj 


# — Arctan 


oder  tand'  = 


sin  2 co 


r-{-cos2co 
ist,  so  wird,  wie  man  leicht  findet: 

r cos  2 co  — I-  1 

d&  = 2 


r cos  2 co 


V"  1 — r*sin2&  = 


1 -|-  2 r cos  2 ca  r2 
1 — |—  r cos  2 co 


dco 


Vl-\-2rcos2co-\-r2 
mithin  durch  Division,  wenn  man  gleichzeitig  1 — 2 sin2  co  für  cos  2(3. 
schreibt : 

d&  2 dco 


V~  1 — r 2 sin2  •8' 


1+,Vi- 


4 r 


sin 2 co 


(1  -f-r)2 

Der  unteren  Grenze  •O'  = 0 entspricht  co  = 0 , der  oberen 
Grenze  & = 0 ein  Werth  co  = ■&,  welcher  aus  der  Gleichung 


3) 


tanS 


sin  2 £1 


oder  sin  (2  Sl  — 0)  = r sin  0 


r -j-  cos  2 Ü 

zu  berechnen  ist;  nach  diesen  Bemerkungen  zusammen  folgt,  indem 

man  die  Gleichung  2)  zur  Transformation  der  Gleichung  1)  benutzt: 

■ 9 Q 

f d& 2 f dco 

J i — rtsin2^  lJTr  J \ f i 4 r 

0|/'  • -<?JW  * i 


0 


(l+r)‘ 


sin£  co 


d.  i.  wenn  zur  Abkürzung 

2 y~r 

4)  v 


1 — j— 


s 


i-Vi— 


gesetzt  wird : 

5) 


F(r,  0) 


2 


1-j-r 


i+Vi— 


F (s,  Si). 


Hierin  liegt  die  Reduktion  eines  elliptischen  Integrales  auf  ein 
zweites  von  anderem  Modulus  und  von  anderer  Amplitude.  Was 
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die  Grössenverhältnisse  zwischen  r und  s,  sowie  zwischen  0 und  ß 
betrifft , so  bemerken  wir  darüber  Folgendes.  Wegen  r 1 ist 
(l-j-r)2  4,  oder 

7,— ,f  v,  > r > r2,  mithin  s2  > r2,  s > r ; 

(1  -f-  r)2 

ferner  aus  Nro.  3)  sin  (2  Sl  — 0)  8271  daher  2 & — 0 0 oder 

0;  man  kann  also  ein  elliptisches  Integral  auf  ein  anderes 
von  grösserem  Modulus  und  von  kleinerer  Amplitude  zu- 
rückf  uhren.  — Stellt  man  die  Gleichung  5)  in  der  umgekehrten 
Form 

6)  F 0,  £1)  = — j“  F (r,  @)  • 

dar,  indem  man  s und  Sl  als  gegeben  ansieht  und  daraus  r und  S 
mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  ableitet,  so  sagt  die  Gleichung  6), 
dass  jedes  elliptische  Integral  auf  ein  anderes  mit  kleinerem  Mo- 
dulus und  grösserer  Amplitude  reduzirt  werden  kann. 


II.  Auf  die  soeben  ausgesprochenen  zwei  Theoreme  stützt  sich 
eine  Methode  der  näherungsweisen  Berechnung  des  Werthes  von 
F (I1,  cp ) , welche  die  gewöhnliche  Berechnungsweise  (mittelst  einer 
unendlichen  Reihe,  oder  durch  die  Methode  der  Quadraturen)  an 
Leichtigkeit  und  Kürze  weit  übertrifft.  Man  kann  dabei  die  Fälle 
unterscheiden,  ob  k 2 mehr  oder  weniger  als  * beträgt.  Findet  das 
Erste  statt,  so  benutze  man  die  Gleichung  5)  zu  einer  fortwährenden 
Vergrösserung  des  Modulus  nach  folgendem  Schema: 


2 2 
F(k,  <p)  = jq-j.  F(ku  9h),  F(kn  9h)  = Ffa,  <p2)  etc., 

2 V"i fc 

ki  = - — j— - , sin  (2  (fi  — cp)  — k sin  qp, 


h = 


1+jfe  ’ 

iVh 
1 — 1“  ^1  ’ 


sin  (2  cp2  — <Pi)  = ki  sin 


etc. 


etc. 


und  es  ist  dann,  wenn  bis  kn  und  cpn  gegangen  wird: 

2 2 2 2 


F(k,cp)  = 


X -j-  k 1 — {-  ki  1 -j-  k*i  1 -j-  kn_ 

A ki  &2  ^3  • • • k n 

v — 1 — 


F(Ki  9>„) 


= F(kn,  <Pn) 


Bei  unendlich  wachsenden  n reduzirt  sich  kn  auf  die  Einheit, 
< pn  geht  in  einen  gewissen  Grenzwerth  0 über  und  es  wird 
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Lim  F (k 


9n)  ~ fv,-^ 


l tan  (|jr-f-|0), 


mithin 

7) 


F (Je,  <p)  = l tan  (J  it  -(-  \ <X>) 


^/~klk2k3... 


Verlangt  man  nur  eine  auf  sieben  Dezimalstellen  beschränkte 
Genauigkeit,  so  wird  schon  k3  — kA  . . . — 1,  qp3  = <p4 
was  eine  leichte  Rechnung  giebt. 

Im  zweiten  Falle  k2  1 vermindert  man  den  Modulus  fort- 
während, indem  man  sich  der  Gleichung  6)  zufolge  folgender  For- 
meln bedient: 


F(k,<p ) = 


h = 


14 -K 
2 


FQciiVi),  F(ki,<Pi)  = 


1+^2 


*2 


1 —V  1 - W. 
1+Vl—  fc*’ 
1— V 1—  w 
i -f ’ 


etc. 


tancpi  — 


tancp2  =■ 


etc. 


2 

sin  2 (p 


F(k2,cp2)  etc., 


fci+ow2  (p  ’ 

sin  2 cpi 
k<2-\-cost  cpx 


und  es  ist  dann,  wenn  bis  kn  und  cpn  gegangen  wird: 


F(k,cp ) = 


i+h  1 4-^2 
2 


1 4~^n 

2 


— (1  -|-fci)  (1  -(-^2)« • •(l~|_^n) 


F(kn,  9>») 

F(Jcn,  <pn) 
2n 


Bei  unendlich  wachsenden  n verschwindet  kn  und  es  wird 


Lim 


<Pn) 


Vn 


on 


= Lim  f = Lim  (—) , 

J -ln  \ 2"  / 


und  wenn  wir  diesen  Grenzwerth  mit  0 bezeichnen: 


8)  F(k,cp)  = & . (1+fcO  (14-^2)  0 4-fe) 

Auch  hier  wird  bei  sieben  Dezimalen  bereits  k4  = 0 und  jb<)p4 

Zu  bemerken  ist  übrigens  noch,  dass  die  Unterscheidung  der 
beiden  Fälle  k2  1 und  fc2  1 zwar  eine  naheliegende,  keines- 
wegs aber  eine  nothwendige  war,  und  dass  ebendeswegen  jede  der 
beiden  angegebenen  Näherungsmethoden  allgemeine  Gültigkeit  be- 
sitzt. Da  nun  die  Formel  8)  insofern  einfacher  als  die  Formel  7) 
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ist,  als  sie  keinen  logarithmischen  Faktor  enthält,  so  wird  man  sich 
in  den  meisten  Fällen  der  Formel  8)  bedienen,  welche  selbst  für 
grosse,  d.  h.  wenig  von  der  Einheit  differirende  k brauchbar  bleibt, 
wenn  man  die  Reihe  der  abnehmenden  Moduli  weiter,  etwa  bis 
fortsetzt.  Es  verlohnt  sicli  deshalb  der  Mühe,  der  zweiten  Methode 
die  bequemste  Rechnungsform  zu  ertheilen;  dies  geschieht  dadurch, 
dass  man  k,  /q  , k2 , . . . als  Sinus  der  Hülfswinkel  A,  A1?  A2,  . . . 
ansieht , also 

k = smA,  hi  = smAj,  k^  — sinh},  . . . 

* 

- cosXx,  V 1 — fe22  — cosA2,.  . . 


V 1—  k* 


cosA,  V 1 — k\  2 = 

% 

setzt;  die  Formeln  für  ki , k2 , . . . werden  dann: 

k = smA, 

ki  = sin  X1  = tan 2 1 A , 

&2  = sin  A2  = fom2  J Aj 
u.  s.  w. 

Auch  die  Berechnung  der  wachsenden  Amplituden  lässt  eine 
Vereinfachung  zu;  aus  der  Formel  für  tancpi  folgt  nämlich: 

sin'2cp  coscp — cos'2cpsincp — k^sincp  (1 — ki)tan(p 


tan  cpv  — tan  cp 


1 -f-  tan  (pi  tan  cp 


(ki  — |—  cos  2 cp)  cos  cp 
cos'2cp  coscp-^-sin'2cp  sincp-^-kiCoscp 


(kx  -)-  cos  '2  cp)  cos  cp 


h + cos  2 cp  1 

1+fr 

h “b  cos  2 <P  ’ 


mithin  durch  Division 


tan(cpi  — cp)  = 


ki 


tan  cp  — v 1 — k 2 tan  cp ; 


1 

die  Amplituden  können  demnacli  mittelst  folgender  Formeln  berech- 
net werden: 

/ tan  (cpx  — cp)  — cos  A tan  <p, 

\ tan(cp2  — cpi)  = cos  Xi  tancpi 
* tan  (cp 3 — cp2)  = cosX2  tan  qp2, 


10) 


u.  s.  w. 

Bemerkt  man  endlich  noch,  dass  vermöge  der  Werthe  von  k\ 
und  k die  Gleichung 

1 — ki 2 cos 2 Xy 


'1+‘1>'  = V^ rji, 

statttindet,  also  entsprechend 

cos  Xi 


cos  X 


1 +h  = 


VcosA 


1 — j—  k.y 


COsA.; 


VOT’ ' ‘ ‘ ’ 
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ii) 


F(k,cp) 


= <*>■]/ 


COS  X^  COS  COS  ... 

cos  X 


welche  logarithmisch  leicht  zu  berechnen  ist.  — Aus  den  Gleichun- 
gen 10)  geht  übrigens  hervor , dass  die  Differenz  — cpn  nahe 

gleich  cpn  sein  muss,  wenn  Xn  sehr  klein  geworden  ist ; daraus  folgt 
weiter,  dass  cpn_ j_^  beinahe  das  Doppelte  von  cpn  betrügt,  dass  also 

die  Amplituden  bald  ebenso  wachsen , wie  die  Progression  cp , 2 cp, 

4 cp,  8 cp  u.  s.  w.  Genau  ist  dies  für  cp  — }2 7t  der  Fall;  man  hat 

* 

dann  cpi  —7t,  qp2  = 2 7t,  cp8  = 4 7t,.,.  also  0 = J 7t  und 


12) 


F'Qc) 


=\.y 


cos  Xi  cos  X2  cos  X8  . . . 
cosX 


Aus  der  Vergleichung  mit  Nro.  11)  erkennt  man  noch  die  Be- 
deutung von  0;  es  verhält  sich  nämlich  das  vollständige  elliptische 
Integral  zum  unvollständigen  wie  ^ 7t : 0. 

III.  Eine  weitere  und  wichtigere  Bedeutung  gewinnen  die 
Formeln  des  vorigen  Abschnittes  noch  dadurch,  dass  sich  mittelst 
derselben  das  umgekehrte  Problem,  die  Amplitude  cp  aus  dem 
Werthe  von  F(Jk,tp ) zu  bestimmen,  lösen  lässt,  wobei  wieder  die 
Fälle  k2  1 und  k2  1 unterschieden  werden  mögen. 

Ist  k > 1 und  F(Jc , cp)  — u gegeben,  so  können  zunächst 
die  wachsenden  Moduli  ki , h2 , . . . nach  den  Formeln : 


h = 


2VT 


h = 


etc. 


1 l+fcj 

berechnet  werden,  bis  man  auf  einen  Modulus  stösst,  welcher  mit 
der  verlangten  Genauigkeit  — 1 gesetzt  werden  darf.  Es  sei  dies 
k4 , so  sind  auch  k6  , kG , . . . für  1 zu  rechnen , und  die  Gleichung 
7)  giebt: 


)tan(l*  + |3>)  = «p  j 


man  findet  hieraus  den  Grenzwerth  0,  welcher  wegen  k4  = 1 mit 
<jp4  identisch  ist;  mittelst  der  Gleichungen 

sin  (2  cp4  — <jp3)  = Jcq  sin cp3  , sin (2  cp8  — cp2)  — k^sintp2,. . . 

erhält  man  nun  rückwärts: 

sin  2 cp  4 sin  2 cp 3 


k3  -j-  cos  2 <p4 
mithin  zuletzt  cp  = am  u. 


, tan  cp2  = 


k 2 -\~  cos  2 ’ * 
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Ist  dagegen  k2  1 , so  berechnet  man  zunächst  die  abneh- 
menden Moduli  ki , . nach  den  Formeln : 

_ i— y~i  — jfe«  1 — Vi  — v _ . . 

h - 1 - smAl’  h - stnh'"~ 
bis  man  zu  einem  Modulus  gelangt,  der  hinreichend  mit  Null  über- 
einstimmt. Es  sei  dies  k4 , so  folgt  aus  Nro.  8) : 

» u 

~ (l+iOO+fc)  (l-h*3); 

dieser  Grenzwerth  fallt  mit  ^ cp4  zusammen  und  giebt  daher  (p4 
— 16  0.  Die  Gleichungen: 

sin  2 cp3  sin  2 <p2 

tancp4  = - — , — , tan(p3  = - — ; — ,.... 

k4  — J—  cos  2 cp3  k%  — |—  cos  2 cp2 

liefern  nun  rückwärts: 

sin (2  cp3 — <p4)  = k4sincp4  , sin(2  cp2 — cp3)  = k%  sin  cp3  , 

also  der  Reihe  nach  cp3 , (p2  <,  <Pi  ? cp  = amu.  — Hiermit  ist  zu- 
gleich die  Aufgabe  gelöst,  die  obere  Integrationsgrenze  x zu  be- 
stimmen wenn  in  der  Gleichung: 


x 


f 

0 


dx 


V(l—  *2)(1  — kW) 


u , 


k und  u gegeben  sind;  man  hat  nämlich  x = sin  cp  = sin  am  u. 


§.  88. 

Die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art. 


I.  Bezeichnet  k wie  früher  einen  echten  Bruch,  so  heisst  das 
bestimmte  Integral 

x 

dx 


/ 

0 


V 1 — ss 


Vl— 


das  elliptische  Integral  zweiter  Art;  gewöhnlich  betrachtet  man 
statt  desselben  dasjenige,  welches  mittelst  der  Substitution  x=sin(p 
daraus  hervorgeht,  und  schreibt  als  Definition: 

(P 

1)  J dcpV 7 — k2sin2  cp  = E(k,  cp). 

0 
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Die  Eigenschaften  der  Funktion  E(k,  cp)  sind  denen  von  F(k,cp) 
sehr  ähnlich  und  können  aus  den  letzteren  auf  folgende  Weise  her- 
geleitet werden. 

Wir  setzen  wiederum  voraus,  dass  zwischen  den  Variabelen 
r]  und  £ die  Gleichung  7)  des  §.  86  stattfinde,  welche  die  Gleichun- 
gen 9)  und  10)  nach  sich  zog,  denen  zufolge 

V- — — — — cos  rj  — cosa  cos  £ 

1 — k2  sin2rj  = l- r~z — \ 

sin  a sin  £ 

ui  2 * cosacosrj—cost; 

* V 1 — k2  sin 2 £ = 

sina  sinrj 

ist;  wir  bilden  daraus  zunächst  die  Gleichung: 

drj  V 1 — k2  sin 2 rj  — <i£  V 1 — k2  sin2~^~ 

= r-r * drj  H — : d£, 

sin  a sing  sina  sinrj 

und  bemerken,  dass  die  rechte  Seite  auch  in  folgender  Form  dar- 
gestellt werden  kann: 

j d (sin2  Yj  -f-  sin2 £-|-2  cos  a cos  rj  cos  £) 

2 sin  a sin  rj  sin  £ 

wovon  man  sich  leicht  durch  Ausführung  der  Differenziation  über- 
zeugt. Macht  man  die  Gleichung  10)  in  §.  86  rational,  indem  man 
zugleich  cos2«,  cos2rj  und  cos2  £ durch  sin2 a , sin'2rj  und  sm2£  aus- 
drückt , so  findet  man  weiter : 

sin 2 rj  -(-  sin 2 £ -)-  2 cos  a cos  rj  cos  £ = k2  sin 2 a sin 2 rj  sin2  £, 
und  es  ist  daher  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  das  Vorige: 

drj  V 1 — k2sin2rj  — d%^f  1 — k2siri2£ 

. . d (sin2  rj  sin 2 £) 

= l k 2 sina — — = k2  sina  d (sinrj  sin  £). 

sin  rj  sin  £ 

Die  beiderseitige  Integration  giebt  nun  unter  der  Rücksicht,  dass 
den  Grenzen  rj  = 0 und  rj  = ß die  Grenzen  £ = «,  £ = y ent- 
sprechen, wobei  a,  ß,  y durch  die  Gleichung  8)  in  §.  86  verbun- 
den sind: 

ß y 

J ' d rjV  1 — k2  sin2  rj  — J d £ V 1 — k2  sin 2 £ = k2  sin  a sin  ß sin  y. 

0 « 

Schreiben  wir  endlich  cp,  i \>,  a für  a,  ß , y,  so  folgt  daraus  das  Theo- 
rem : wenn  die  Amplituden  cp,  o der  Gleichung  F (k  , cp) 
-|-  F(k,ty)  = F(k,co)  genügen,  so  gilt  zugleich  die  Beziehung: 

2)  E(k,cp)  -|-  E(k,xl>)  = E(k,co)  -j-  k2  sin  cp  sin  sinco, 
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welche  das  Additionstheoreni  für  das  zweite  elliptische  Integral  bil- 
det und  zwar  insofern,  als  man  vermöge  der  Formeln  15),  16), 
17)  des  §.  86  ein  Integral  E(k,a)  finden  kann,  welches,  mit  Zusatz 
eines  algebraischen  Ausdruckes,  die  Summe  der  Integrale  E(k,(p) 
> und  E(k,il>)  darstellt.  — Es  würde  nun  auch  keine  Schwierigkeit 
haben,  den  früheren  Formeln  über  die  Subtraktion,  Multiplikation 
und  Division  der  Integrale  erster  Art  ähnliche  Formeln  für  die  In- 
tegrale zweiter  Art  au  die  Seite  zu  stellen ; sind  z.  B.  <jp2  •>  <P3i  9h 
etc.  so  bestimmt,  dass  sie  den  Gleichungen 

F(k , cp2)  = 2 F(k , cp)  , F(k,cp3 ) = 3F(k,cp)  , .... 
genügen,  so  sind  die  entsprechenden  Gleichungen: 

E(k,(p2)  = 2E(k,cp)  — k2 sin2 cp  sin  (p2, 

F(k,cp3)  — 3 E (Je,  cp)  — k2  sin  cp  sin  cp2  ( sin  cp  -f-  sin  cp3) 


u.  s.  w. 

II.  Die  Fundamentalformel  2)  kann  zur  Lösung  verschiedener 

m 

mit  der  Rektifikation  der  Ellipse  oder  der  Hyperbel  zusammenhän- 
gender Aulgaben  benutzt  werden  (historisch  war  hier  der  Anfang 
der  Theorie),  weil  das  elliptische  Integral  zweiter  Art  in  direkter 
Fig.  48.  Beziehung  zur  Rektifikation  der  Ellipse  steht, 

für  0 A — a,  OB  = b (Fig.  48),  OM  = x 
ist  nämlich  der  über  derAbscisse  x stehende 
Bogen : 

x 


BP  = 


/■ 


wo  k die  numerische  Excentricität 


Vas -i2 


a 


bezeichnet;  nehmen  wir  BOQ  = cp  statt  x als  unabhängige  Va- 
riabel, so  wird: 


<P 

3)  Are  BP  = a J d cp  V 1 — k 2 sin2  cp  = a E(k,cp ). 

0 

E(k,cp)  bedeutet  demnach  einen  elliptischen  Bogen,  wenn  die  grosse 
Halbachse  der  Ellipse  = 1,  die  Excentricität  = k und  cp  das  Com- 
plement  der  sogenannten  excentrischen  Anomalie  ( ^ A 0 Q)  des 
Endpunktes  ist;  das  vollständige  elliptische  Integral  E(k  ,}j7C)  = El(k) 
giebt  den  elliptischen  Quadranten. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  2)  o = ijr,  so  ist  die  entspre- 
chende Amplitudengleichung : 
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4)  tan  cp  tan  ip  = r — — — 

V 1 — i;2  b 

und  nun  folgt  aus  Nro.  2)  durch  Multiplikation  mit  a: 

5)  aE(k,cp ) — [aEl{k ) — aE(k,ipy]  = ak2  sincpsinip, 

in  Worten  giebt  dies  den  F agn an i’ sehen  Satz,  daSs  sich  zu  jedem 
vom  Endpunkte  der  kleinen  Achse  ab  gerechneten  Bogen  ein  zwei- 
ter vom  Endpunkte  der  grossen  Achse  aus  gerechneter  finden  lässt, 
der  von  dem  ersten  um  eine  algebraische  Grösse  differirt.  Spe- 
zieller für  ip  = cp  wird 

tan*<p  — -y,  sin* <p  — -±- 


und  ak2  sin  cp  simp  = a — b ; man  erhält  in  diesem  Falle  einen 
Punkt  P auf  der  Ellipse,  welcher  die  merkwürdige  Eigenschaft  be- 

sitzt,  dass  die  Differenz  der 
lfT‘  49  Bögen  PB  und  PA  gleich 

der  Differenz  der  Halbach- 
sen ist. 

Aehnliche  Relationen 
gelten  für  die  Hyperbel ; 
es  sei  in  Fig.  49  die  Haupt- 
halbachse 04  = a,  die  Ne- 
benhalbachse AB  = Z>,  die 
lineare  Excentricität 

V cl1  -{-  b'2  = c,  OM  =#, 
MP  = y,  Are  AP  = s, 
so  ist  bekanntlich: 


6) 


Um  das  vorstehende  Integral  auf  die  bisherigen  elliptischen  Inte- 

b2 

grale  zurückzufiihren , nehmen  wir  OE—  — (gleich  dem  Abstande 

C 

des  Brennpunktes  von  der  Direktrix),  ziehen  durch  E eine  Parallele 

zu  AR,  fällen  auf  diese  die  Senkrechte  PQ  und  betrachten  nun  den 

. . b2 

Winkel  EO  Q = cp  als  neue  Variabele;  es  ist  dann  y = — tan  cp 
und  vermöge  der  Hyperbelgleichung : 
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1 


62  _C2 


x=aVi+(fy 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  werden  soll: 

V i»  — c3 a 

c c 

Man  findet  nun  ohne  Mühe  folgende  Gleichungen: 


- sin 2 <jp, 


_ q(l— KQsmp  J 1/  (q)**  a* 
dX  cos2  cp  V 1 — k2sin*cp  ' |/  .r2 — a2 

vermöge  deren  die  Formel  6)  in  die  nachstehende  übergeht : 

cp 

dcp 


k sin  (p 


62  

C J cos 


*<pVt  — k 2 sm2  cp 


indem  man  bemerkt,  dass  für  x — a,  = 0 wird.  Differenzirt 
man  den  Ausdruck  tan  cp  V 1 — k2  sin  cp  = tan  cp  . d {cp) , so  ergiebt 


sich : 

d{tan  cp  .4 {cp)} 


cos2  cp. d {cp)  d {cp)  ' 


mithin  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  cp  — 0,  cp  = 9: 

<P 

dcp 


0 


J(<p) 


(l-k^F(h,cp)-\-E(k,<p). 


Hier  kommt  das  unter  Nro.  7)  verzeichnete  Integral  vor,  und  es  ist 

a 

m ■■■  . »mm  * 

■»  • 

c 


daher  für  k 


8) 


62 


s = — F{k,cp)  — cE{k,cp)  -f-  c 4 {cp)  tan  cp. 


Ein  hyperbolischer  Bogen  lässt  sich  demnach  mittelst  der  elliptischen 
Funktionen  erster  und  zweiter  Gattung  rektificiren ; es  verdient  da- 
bei bemerkt  zu  werden,  dass  der  algebraische  Ausdruck  c d {cp)  tan  (p 
geometrisch  das  Stück  der  durch  P gelegten  Tangente  bedeutet, 
welches  von  P bis  zum  Fusspunkte  T einer  von  0 darauf  gezogenen 
Senkrechten  reicht;  schreibt  man  daher  die  vorige  Gleichung  in 
der  Form: 


9) 


. . 62 

cd  {cp)  tan  cp  — s = c E{k,cp) _F(fc,<jp), 

c 


so  erhält  man  die  Differenz  zwischen  jenem  Stücke  der  Tangente 
und  dem  Bogen.  Für  unendlich  wachsende  Bögen  convergirt  diese 


» 
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Differenz  gegen  einen  endlichen  Grenzwerth;  denn  setzt  man  (p 
= jä,  so  geht  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  in:, 

c£i(ife)  — — jFi(fc) 

über.  — Mittelst  der  Formel  8)  lassen  sich  Vergleichungen  zwischen 
verschiedenen  Hyperbelbögen  vornehmen,  wobei  wir  s durch  H(<p ) 
ersetzen  wollen , was  jedenfalls  eine  sprechendere  Bezeichnung  ist. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  die  Amplituden  <p,  g>  der  Gleichung 
F(Sp)  -f-  F($)  — = 0 genügen,  so  ist  die  entsprechende 

Gleichung  für  H: 

H(jp)  + — H(a)  = — c{E(<p)  + E(f)  — E(a)} 

-(-  c\4(<p)ta)np  -j-  4(ip)tanil)  — z# (ra) tan o} , 

oder  wenn  statt  E((p)  -f~  E(tp)  — E{a)  sein  Werth  gesetzt  wird: 

10)  H((p ) + — H(a) 

= c{  4 (<p)  tan  (p (xp)  tan  ip — J(w)tanfi). — fc2  sincp  sinip  sin  cu}i 

woraus  sich  ähnliche  Consequenzen  wie  aus  der  entsprechenden  For- 
mel für  Ellipsenbögen  (Nro.  2)  ziehen  Hessen. 


§.  89. 

Transformation  der  Integrale  zweiter  Art. 


Die  in  §.  87  erwähnte  Substitution: 

sin  2 cd 


tan  & — 


r-\-cos  2 tu’ 

aus  welcher  die  nachstehenden  Gleichungen  folgen: 

~ r -f-  cos  2 a __  sin  2 a 

COS  & = , Sin  & = - r= 

V 1 -f-  2 r cos 2 ö-|-  r2  V 1 -|-r  cos  2 co-f-r2 

1/ '~0  l4-rco«2cj  . l-4-rcos2cö 

V i — r2 sm2 ft—'r — - > dfr=  2 — r— I- ; — , 

y l-j-2r  cos  2m-f-r2  l-|-2  rcos  2 o>-f-r2 

dQ'  da  2 2 Vr~" 

V 1 — r2«»2#  V 1 — - s2  sin2  a l-|-r  ’ 1 -)-  r’ 


ist  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Art  gleichfalls  anwendbar  und 
führt  zu  verschiedenen  merkwürdigen  Resultaten,  von  denen  wir  die 
wichtigsten  entwickeln  wollen: 

I.  Aus  der  Gleichung: 
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9 

E(r , 0)  -j-  r sin  0 -JY  1 — r2  sin2  ft  -)-  r cos  'frjd'dy 

0 

ergiebt  sich  mittelst  der  obigen  Substitution  und  unter  der  Bemer- 
kung, dass  wie  früher  den  Grenzen  O'  = 0 und  ft  = 0 die  Gren- 
zen 03  = 0 und  oo  = Sl  entsprechen: 

Sl 

-f -r  cos  2 cj 


E(r,  0)  -f - r sin  0 = 2 f r — - ’ 


a. 


J_  f l + r(l 
1+^ 


-f-2r  cos  2 03-)-  r2 
— 2 sin2  03) 


==■  d CD 


s2  sin  2 03 


rfo  , 


wobei  die  rechte  Seite  auch  unter  der  Form: 
S2 


I (1  -|-r)  V 1 — s2 sin2  co  4-  (I  — r)  - 7-——  * — ----1  d 
j *-  V 1 — s2  sm2  03  J 


03 


= (l  + r)^(5,ß)+(l-r)  ^(5,^)  ’ 
dargestellt  werden  kann ; demnach  hat  man  die  Gleichung : 

1)  £(r,0)-|-rsm0  = (1  r)  (1  — r).F(s,0), 

oder,  wenn  man  beachtet,  dass  F(s,  ß)  = |(l-|-r)  F(r  , £1)  ist 
(Nro.  5 in  §.  87): 

E(r,  @)-\-r  sin  0 = (l-j-r)  £(s,ß)  + l(l  — r2)  F(r,®). 
Ersetzen  wir  r und  0 durch  fc  und  9,  sowie  s und  Sl  durch  kY  und 
(pi , so  liefert  die  vorstehende  Gleichung , in  der  Form : 

2)  }2(l— k2)  F(k , cp)  = E(k,(p)  — (l  + fc)  Eik^yJ  + ksiny 

geschrieben,  den  Satz,  dass  sich  jede  elliptische  Funktion  erster 
Art  durch  zwei  elliptische  Funktionen  der  zweiten  Art  ersetzen 
lässt.  Vermöge  der  Gleichung  8)  des  vorigen  Paragraphen  folgt 
daraus  weiter , dass  jeder  Hyperbelbogen  durch  zwei  Ellipsenbögen 
ausgedrückt  werden  kann,  welches  der  von  Landen  gefundene 
Satz  ist. 


3) 


II.  Betrachten  wir  allgemeiner  das  Integral: 

9 

/J  o, 

(A-\-Bsin2ft)  -== 


r 2 sin 2 ft 


welches  aus  Funktionen  erster  und  zweiter  Art  zusammengesetzt  ist. 
In  der  identischen  Gleichung : 


* 
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G (r,  0) — sin  0 

v 


9 


=Aa+b 

0 


r sin 2& — cosO'V  1 — r2  sin 2 ^ 


\ dfr 

' V 1 — r2  sm2  -0* 


nehmen  wir  wieder  dieselbe  Substitution  wie  früher  vor  und  berück- 
sichtigen, dass 

cos  -9’  V"  1 — r2  sin2  -9  = — cos  2 o?  = 2 sin2  co — 1 


rsin2& 
wird;  wir  erhalten  dann: 


Sl 


G(r,@) i-—  ain  & s=s  J(ä+B 

0 


2 sin2  co  — 


1^  dco 
)y  l—s2si 


2 


il 


f (A 1 + i ^n2  w) 


sm2ö  1+r 
d co 


VT 


s2  sin 2 co 


wo  zur  Abkürzung: 

4) 


. -B  . 1B 
A — — = A1  , — = Bi 
r r 


gesetzt  worden  ist.  Das  rechter  Hand  befindliche  Integral  steht 
wieder  unter  der  Form  des  Integrales  6r,  und  möge  durch  Gi(j8,Qi) 
bezeichnet  werden,  indem  durch  Gi  zugleich  angedeutet  werden 
soll,  dass  Ai  und  Bx  an  die  Stellen  von  A .und  B getreten  sind. 
Schreiben  wir  die  vorige  Gleichung  in  der  Form : 

5)  G(r,®)  = G,  0 ,Sl)  + \B{  sm&, 

so  ist  die  Funktion  G auf  eine  Funktion  derselben  Art  mit  grösserem 
Modulus  (s)  und  kleinerer  Amplitude  (Ü)  zurückgeführt.  Denkt 
man  sich  dieses  Verfahren  mehrmals  nach  einander  angewendet,  so 
würde  man,  von  der  Gleichung 

dep 


G = f ( A + B sin*- <p) 

o ^ 1 


V 1 — k2  sin 2 (p 

ausgehend,  eine  Reihe  von  Funktionen  mit  steigenden  Modulis  und 
abnehmenden  Amplituden  in  folgender  Weise  bilden  können: 

« 

G — i G\  + \Bi  sin  <p, 


+* 

2 

Gi  ~ ^ | ^ G<2  -f-  | B2  sin  (pi , 


u.  s.  w., 
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bis  man  auf  eine  Funktion  On  käme , in  welcher  mit  hinreichender 
Genauigkeit  k^  = 1 gesetzt  werden  darf ; der  W erth  dieser  Funk- 
tion ist  dann: 

Vn 

6»=f(An+2n™*rJ~- 

0 

= ( An  4-  BJltan(\n  + \<f>^  — Bn  sin  <pn, 
und  hieraus  ergeben  sich  nach  den  obigen  Formeln  Gn_ j,  Gn_^  ... 

Gi  und  G selbst,  indem  man  die  gefundenen  Werthe  substituirt.  Die 
zur  Ausführung  dieses  Gedankens  nöthigen  kleinen  Rechnungen 
übergehen  wir,  weil  die  gleich  zu  erwähnende  zweite  Methode  in 
den  meisten  Fällen  bequemere  Formeln  darbietet. 

Aus  den  Gleichungen  2)  folgt  umgekehrt: 

-<*(»,&)  = jö  (r  , ©)  — | 2?,  sin  ©|, 

B = \Bir,  A = Al+\Bl. 

Denkt  man  sich  A\  und  B\  gegeben,  etwa  Ai  = a,  Bi  = b und 
daraus  A = und  B = by  abgeleitet,  schreibt  man  ferner  G fiir 
die  nunmehr  primitive  Funktion  Gx  und  G\  fiir  die  abgeleitete  Funk- 
tion Cr,  so  ist: 

6)  G(s,Si)  = 6',  (r,  0)  — < b sin  0 j, 

ai  = a \1>  •>  ^i=\  br, 

mithin  die  Funktion  G auf  eine  andere  G\  zuriickgefiihrt,  welche 
einen  kleineren  Modulus  r und  eine  grössere  Amplitude  0 besitzt. 
Diese  Beziehung  gestattet  wiederum  eine  mehrmalige  Anwendung, 
indem  man,  von 

9 

G(k,  <p)  = f (a-\-b  sin2  qp)  — 

jj  V 1 — k2si?i2(p 

ausgehend,  folgende  Gleichungen  aufstellt:  - 

G ~ ^2"^  (^1  ~ \bam(pi), 

4 

G\  = **  (G2  — p2),' 


1 


in  denen  kx , k^  , . . . die  abnehmenden  Moduli,  cpx , qp2 , . . . die  wach- 
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senden  Amplituden  und 

welche  durch  die  Formeln: 

«1  — a , 

^1  == 

% = ai  ~h  \W  •> 

^2  ==  } ^1 

U.  8.  W. 

11.  S.  W. 

bestimmt  werden.  Denken  wir  uns  die  Gleichungen  für  G,  Gx,  G 2, 
...  bis  Gn  fortgesetzt,  so  kann  G durch  Gn  ausgedriickt  werden  und 
zwar  geschieht  dies  am  raschesten  dadurch , dass  man  die  erste 

1 —I—  k 1 —l ~Jc 

Gleichung  mit  1,  die  zweite  mit  \ die  dritte  mit  — 

2 2 

1 — f—  - 

- — u.  s.  f.  multiplizirt  und  darauf  alle  Gleichungen  addirt;  es 
ergiebt  sich  so: 


G = 


1 +^i  1 — f~  k%  1 — f~  ^3  ^ “f“ 


2 


2 


2 


2 


• G, 


n 


i i 1 “f"  t • i 1 -f-  I*i 
ä- 1 2 ^ 8m  ^ ^ 2 — 

l+fy  1 ~h 


"•+  2 • 2 

und  dabei  ist,  wie  man  leicht  findet: 

Pn 

G. 


1 ~f ' &2  7 ... I 

« vj  52/2  (p^  -y*  • • • . 

1 +*« . . i 

2 — 1 


/°  c/gp„ 

J (g«  + *,,^«P,i)r7-i  - , 

o 1/  1 — k,insm(pn 


i i 

b»  — b T 


T 


2 


« 


’n 


« + (h 


[ ^'l  fr-2  I | ^1  1-2  ♦ */>;A 

2 ' 4 2”  / 


Nehmen  wir  n so  gross,  dass  kn  für  Null  gerechnet  werden  darf 
so  ist  um  so  mehr  bn  = 0,  mithin 

Vn 

Gn=J“n  dcPn  = «,,9V 

und 


0 


* "Hl  . 1 ~f~  ^2  1 -f-^8  * fy*  ff 


2 


2 


ti 


9>« 


(l  + ^l)(l+^2)(l  + ^s)  •••  (!+*»)  • Tn  * a« 

2 


25 1 
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tpn 

folglich  genau  für  n — x,  wenn  wie  früher  Lim  -r-  mit  «Pbezeich- 

2»  * ' 

net  und  Lim  an  = A gesetzt  wird: 

G = A . & . (1+4)  (1+4)  (1+4)... 

(1+4)  (1+4)  4 


J . j 1 + 4 • I 

— 2^  \ 2 Sm  V 1 


— «mqp* 


, (i  +4) (1  + 4) (1  + 4)  4 4 . _ , ) 

H z ~~a — sin  9p»+** 


8 


und  darin: 

7) 


A=a  + \b  jl  + j~  + 


4 4 i 4 4 4 i ^ 

i q 


4 8 ' ^ 

Zur  Abkürzung  der  für  G gefundenen  Formel  bemerken  wir  noch, 
dass  erstens  . (1  + 4)  (1+4)»*«  = E()c,  90  ist  und  dass  zwei- 
tens die  Gleichungen: 

2 V^i  . 2 VX  . 

— Ä-^  . ft-J  ^ • • • • 


oder 


1 + 4 1 + 4 


1+i>  = ,v5 


fc  7 ' * 4 7 

stattfinden,  vermöge  deren  man  folgenden  Ausdruck  erhält: 

er 

dcp 


8) 


bsin 2 qp)- 


0 


V 1 — k2  sm 2 9? 

— ^\4  <p)  { a+4  ^ (1+ 14 +J4  4 + • • •)} 

V I ^ 4 sin  + \ V"4  4 «»^2+4  V*4  4 4smT3+..j 

Spezieller  für  a = 1 , b = — jfc2  ergiebt  sich  hieraus  eine  Formel 
zur  numerischen  Berechnung  des  elliptischen  Integrales  zweiter  Art, 
nämlich : 

9)  E(k,  <p)  = F(k,  cp)  { 1 — |fc2— JifcUi  — — ...} 

-l-lfcV h sin  4 4 sin  9^2 

+ \kVhhh  sin  cp3  + , 

wobei  die  Reihen  stark  convergiren.  Die  Formel  vereinfacht  sich 
in  dem  Falle  cp  = ~7t,  welcher  die  Werthe  cpi  — 7t,  cp2  — '2  7t, 
(pg  — 4 7t  etc.  nach  sich  zieht;  es  bleibt  nämlich: 

10)  E' (Je)  — FHh)  {l~iJb3_Jfc24-~IJfe«44  — ...}. 

Die  unter  Nro.  9)  und  10)  gewonnenen  Resultate  sind  noch 


"'s 
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insofern  wichtig,  als  sie  eine  ganz  andere  Behandlung  des  ellipti- 
schen Integrales  zweiter  Art  andeuten.  Ist  nämlich  k gegeben , so 
sind  Fl(k)  und  El(Jc)  Funktionen  von  k allein  und  dürfen  immer 
als  bekannte  Constanten  angesehen  werden  (in  der  That  existiren 
Tafeln  dafür),  man  wird  folglich  die  Gleichung  10)  benutzen,  um 
die  Reihe  1 — } k2  — etc.  durch  El  ( k ) und  jF1  (k)  auszudrücken, 
und  dies  giebt  nach  Substitution  in  Nro.  9): 

E(k , <p)  = Jjj—  FOe.^^kVh  «ng?, 

-}-  | k Vh  ko  sin  (pQ  — J— .... 

Denken  wir  uns  nicht  g> , sondern  F(k  ,<p)z=u  als  die  gegebene 
Variable,  so  folgt  umgekehrt  g?  = amu,  und  daqpj,  g>2,  ».«ausg)  be- 
rechnet werden  können,  so  bildet  die  Summe  der  Reihe  \ k V AiSrngb-f- 
etc.  eine  Funktion  von  u , welche  Z (u)  heissen  möge;  nunmehr  ist: 

E(k,amu)  = u + 

und  hieraus  erhellt  von  selbst,  dass  das  elliptische  Integral  zweiter 
Art  durch  das  elliptische  Integral  erster  Art  und  eine  Funktion  des- 
selben ausgedrückt  werden  kann,  dass  also  eine  weitere  Untersu- 
chung von  E(k , <p)  = E(k , amu)  wesentlich  auf  eine  Analyse  von 
Z(ii)  zurtickkommen  würde.  Wir  müssen  uns  mit  der  Andeutung 
dieses  Gedankens  begnügen,  da  seine  Ausführung  zuviel  Raum  in 
Anspruch  nehmen  würde. 


§.  90. 

Allgemeinere  elliptische  Integrale. 

I.  Die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art  bieten  die 
Mittel,  um  jede  Integration  von  der  Form : 

i)  u2n  = f 'v2ndx  _ f sin2’l(Pd(P 

J V(l  — ^2)(1—  Wx*)  J 4((p) 

auszuführen.  Differenzirt  man  nämlich  den  Ausdruck 

sm2n“’3  <p  cos  (p  4 (g>), 
so  ergiebt  sich  zunächst  das  Differenzial: 

/d  (g?)  { (2  n — 3)  sm2n“4  <p  cos 2 g?  — sir?n~ 2 g? } d (p 


k 2 sin 


2n— 2 


J((p) 


(pcosjjp 

; { ( 1 


i !'■  ): 

• • wl: 
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welches  durch  Zusammeurechnung  über  gleichen  Nenner  und  für 
cos 2 <p  = 1 — sin2  cp  folgende  Gestalt  annimmt: 

,2n — 4 


(2  « — 3) 


~*«l9_(2»-2)(l  + tt)*?Ll2d9 


z/(9>) 


J(g>) 


• 2 n 

, sin  w 

+(2b-i)* ^)d<p- . 

Beiderseitige  Integration  fuhrt  mit  Rücksicht  auf  die  in  Nro.  1)  fest- 
gesetzte Bezeichnung  zu  der  Formel : 


2)  sin2ti  3 cp  cos  (p  A (<p) 

= (2  »—  3)  U2n  _4  — (2  ii  — 2)(1  + k2)  U2n_2  + (2  »—  1)  V U2n, 

mittelst  welcher  U2n  auf  U2n_ 2 und  U2n_±  reduzirt  wird.  Denken 

wir  uns  der  Reihe  nach  2,  3,  4 etc.  ftir  n gesetzt,  so  liefert  die  For- 
mel 1)  successiv  I/4 , Z/6,  U8  etc.,  ausgedrückt  durch  U0  und  U2\  die 
letzteren  Integrale  sind  aber  unmittelbar  bekannt , nämlich : 

3)  v ü0  = F(k,<p), 


4)  U2 


v 

i/j- L_ 

k2  J f z/(q>) 


— 4(<p)[  dep  = 


F(k,cp)  — E(k,cp ) 
k2 


und  es  ist  folglich  U2n  jederzeit  durch  F(Jc,cp ) und  E(k,cp ) aus- 

drückbar.  Daran  knüpft  sich  unmittelbar  die  Consequenz,  dass  auch 
das  allgemeinere  Integral: 


/ 

0 


A -f-  B sin 2 cp  -f-  Csin*  cp  -|-  M sinim  (p 

^H<P) 


dep 


auf  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Art  zurückkommt. 


6) 


II.  Betrachten  wir  weiter  das  Integral : 

x 

dx 


in 


J (l-fA*5)n*Vr(l  — 

9> 


fr 


( 1 -f- h sin 2 (p)m  (cp) 


worin  das  Radikal  für  den  Augenblick  mit  R bezeichnet  werden 
möge.  Ist  m eine  negative  ganze  Zahl,  so  nimmt  das  Integral  für 
x ==  sin  (p  die  in  Nro.  5)  erwähnte  Form  an  und  lässt  sich  voll- 
ständig entwickeln ; wir  müssen  daher  die  Aufmerksamkeit  auf  den 
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Fall  eines  ganzen  positiven  m richten.  Durch  Differenziation  des 
Ausdruckes 

xR 

(1-f- — 1 

findet  man  nach  gehöriger  Reduktion  einen  Ausdruck  von  der  Form 

a xG ß x4 y x2 d dx 

(l-f-Ä**)TO  R ’ 

wo  a,  ß,  r,  d aus  m,  h und  k zusammengesetzt  sind.  Denkt  man 
r ' • ' ' 1 


’ ' : ■ i : < ■■  r 


i • ; t ■ ■ < * ■ f . 


sich  für  den  Augenblick  1 hx2  = z,  also  umgekehrt  x2  = 

gesetzt,  so  nimmt  der  Faktor  von  —=r  die  Gestalt:  ^ -p.  ' iwin? 

r ‘ . • ■ | . i ..  , - j > • i i > ; t J 

«i 23+0i  z2-hYiz+di 


jn 


X;  '(jn  j r>in 


: dni4’>lnf 

= + A ^5  + * 'TT 

an,  und  wenn  man  den  Werth  von  * wieder  einfiihrt,  so  ist  das  Re- 
sultat folgendes:  i'  ■ '»  ä ?)i  -/  !i-d'j  (t  ui 


d 


( i xR 


«i 


((l-fÄ*2) 


m — 1(  fy  i'  , i ) ndr.vjal 


dx  r 1 


+ ri 


(1  4-A^yn-3  Ä ' r‘  (l+Ä^)“-2iJ  ' ;*  ‘ (l+fcjr*)"'.1« 

+ «s, ^ 

(1+A*2)m.ß 

Duröh  Integration  folgt  liieraus,  wenn  nachträglich  x = sin  q>  ge- 
nommen wird: 

sin  (p  cos  qp 

} (1  — A sin2  g>)m  1 

— “i  Kn— 3 + ßl  Kn— 2 “l-  fl  Kn—1  + A *«11 

und  zwar  sind  die  Werthe  von  at,  ßi,  yj,  dj  durch  die  nächste- 
henden  Gleichungen  bestimmt: 


8)  a,  = — (2m — 5)-j~  , ß,  — {2m — + 3~jr)' 


Vi 


= - (*»  - 3)  (i  +2  nr-*+ s J), 

d1=(2m-2)(l  + 4^  + |).  . 
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Aus  der  Gleichung  7)  geht  hervor,  dass  zunächst  F2,  dann  auch 
Vs , F4,  ...  durch  F_j , V0  und  Vx  ausgedrückt  werden  können; 

von  diesen  drei  Integralen  sind  die  ersten  zwei  unmittelbar  bekannt, 
das  letzte 


Fi 


( 1 — A sin2  cp)  ( cp ) 


bildet  eine  neue  Funktion  von  A,  & und  <jp,  welche  man  das  ellipti- 
sche Integral  dritter  Gattung  genannt  und  mit  77(A,  fc,  cp)  bezeich- 
net hat.  Dasselbe  gestattet  ähnliche  Transformationen  wie  die  In- 
tegrale erster  und  zweiter  Art,  deren  Auseinandersetzung  aber 
einen  zu  grossen  Raum  in  Anspruch  nehmen  würde. 

In  den  speziellen  Fällen  h — — 1 und  h = — k 2 vereinfacht 
sich  die  gefundene  Reduktionsformel  und  dient  zur  Entwickelung  der 
Integrale : 


er 

/; 

0 


dep 


cos2m  cp  d (cp) 


und 


<r 

f-, 


dep 


0 


9) 


X 


in  beiden  Fällen  wird  öj  = 0,  und  die  in  Rede  stehenden  Integrale 
hängen  nur  von  algebraischen  Ausdrücken  und  von  elliptischen  In- 
tegralen erster  und  zweiter  Gattung  ab. 

III.  Die  allgemeinste  Form  solcher  Integrale,  welche  durch  ellipti- 
sche Integrale  aller  drei  Arten  ausgedrückt  werden  können,  ist  über- 
haupt die  folgende: 

r /(#)  dx 

J -f-  aY  x -f-  a<i  x2  + 03  x 3 + a4  ff4 

und  wir  wollen  kurz  die  Schritte  andeuten  ,|  deren  es  zur  Reduktion 
dieses  Integrales  bedarf. 

Zunächst  lässt  sich  der  Ausdruck  Oq  + ax  x + . . . + a4  ff 4 in 
zwei  reelle  Faktoren  zweiten  Grades  zerlegen,  wodurch  X die  Form: 

X — f /(*)  dx 

J V (a  + 2+r + yff2)(d  + *2  ex-^-^x*) 

annimmt.  Setzt  man  weiter,  wenn  p und  q vor  der  Hand  noch  un- 
bestimmte Cocfficienten  bedeuten: 


x 


_ p + qy 


dx  = 


(q—p)dy 


1+2/  ’ (1+^)2 

so  ergiebt  sich  eine  Transformation  von  der  Form: 


= (?— p) f 


h (y) 


V («i+2  ßi  y + y2)  (dx  + y + £1  y2) 
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worin  /2  (y)  wiederum  eine  rationale  algebraische  Funktion  von  y 
bezeichnet,  und  die  neuen  Coefficienten  a2 , ßx , , £\ , £2 , aus 

den  früheren  Coefficienten  a,  ß,  y,  6',  £,  £,  sowie  aus  p und  zu- 
sammengesetzt sind.  Wählt  man  p und  q so,  dass  sie  den  beiden 
Gleichungen  /3A  = 0 und  £2  = 0 genügen,  was  übrigens  immer 
möglich  ist,  so  enthält  das  Radikal  nur  gerade  Potenzen  von  y,  und 
es  kommt  also  nunmehr  darauf  an,  die  Integration: 

10)  / _ My)dy 


-fr. 


b y2  "h  cyA 

auszuführen.  Die  rationale  Funktion  /2(y)  steht  im  Allgemeinen  un- 
ter der  Form : 

B0-\-Bly-]rB2y2-\-B3y9 


A (y)  = 


Q)  -|-  Cj  y -f-  C2  y2  -f-  C3  y3  -)-  . . . 

Bq  -(-  B2  y2  -(- . . . -f-  (#1  -)-  B3  y 2 -|- . . .)  y 


A(y) 


£o  Q y2  “h  * • • (Q  “h  Q y 2 • • *)  y * 

wofür  wir  kurz  schreiben: 

_ S+Ty 
U+Vy  ’ 

hier  sind  5,  rl\  U,  V rationale  Funktionen  von  y2,  sogenannte  gerade 
Funktionen.  Multiplizirt  man  Zähler  und  Nenner  des  für  /2  (y)  an- 
gebenen  Bruches  mit  U — Fy,  so  wird: 

/i  (y)  ^72 y%y2  T~  jp yiyi  y M-\-  Ny, 

wo  M und  N als  abkürzende  Bezeichnungen  für  gerade  Funktionen 
dienen.  Das  unter  Nro.  10)  verzeichnete  Integral  gestaltet  sich  jetzt 
folgendermaßen : 

Mdy  , C Nydy 

Ml*  J 


y /v7 


Vra  + 6y2+cy4 


V a-\-  by2-\-cy* 

Das  zweite  dieser  Integrale  ist  algebraischer  Natur  ; denn  bezeich- 
nen wir  N durch  i^(y2),  so  wird  für  y2  = z: 


A 


Nydy 


-■/ 


y>(z)  dz 


V^ct-\-by2-\- cy*  ' J V a-\-bz-\-c  z2* 
und  hier  ist  die  Integration  mittelst  der  Formeln  des  Cap.  XII.  aus- 
führbar; hinsichtlich  des  noch  restirenden  ersten  Integrales: 

io  / — ^ 


A 


V~  a- f-  b y2  — cy4 

bemerken  wir  Folgendes.  Der  unter  dem  Wurzelzeichen  stehende 
Ausdruck : 
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a + by-  + c,j'  ==  («i  + ri</)  (öi  + 

lässt  sich  jederzeit  auf  eine  der  folgenden  Formen  bringen: 


r2  (1 
r2  (I 


*V)  (1  - tKr*)  , 
«2y2)  0 + t-f-) , 


r2(l  + s2y2)  (y2  — «2), 
r2(l  — s2y2)  (1  — <2y2), 
r-  ( s2 y 2 - 1)  (<2y2  — 1)  , r2(i2  — y2)  (y2  — <2), 

indem  man  die  verschiedenen  möglichen  Vorzeichen  von 
fi  betrachtet;  je  nachdem  nun  der  eine  oder  andere  dieser  Fälle 
stattfindet;  benutze  man  die  Substitutionen: 


1 

V = — cos  cp 


t 


y — 
y = 
y — 
y — 


COS  9 

ton  cp 
s 

sin  cp 
s 

1 . 

t sin  cp 

P 


^ 1 — fc 2 sin 3 gp1 

und  man  erhält: 


fc2  = 
fc2  s= 
fc2  = 
fc  ==■ 
fc  = 
fc2  — 


s2-f  t2’ 

1 

1-f  s2 t2’ 

s2 t2 

s2 

t 

s 

t 

s 

s2  — - t2 


SJ 


S 

s 

s > t, 
s ^ 


V a -(-  6^2  -)-  c y4  Vl  — &3 «h2  cp 

wo  <7  ein  constanter  Faktor  und  fc  ein  echter  Bruch  ist.  Bei  allen 
diesen  Substitutionen  tritt  an  die  Stelle  von  y 2 ein  Ausdruck , der  im 
Allgemeinen  unter  der  Form: 


d cp 


X- 

- X sin 2 cp 

- v sin 2 gp 

steht;  die  Funktion  M,  welche  nur  gerade  Potenzen  von  y enthält, 
verwandelt  sich  daher  in  eine  rationale  Funktion  von  sin2  cp,  und  das 
Integral  in  1 1)  reduzirt  sich , abgesehen  von  dem  constanten  Faktor 
<7,  auf: 

f(sin2  cp)  d cp  p /( sin 2 cp)  d cp 

J VI- k*  sin 2 9 ~ j 4(<p) 

Vermöge  der  Bedeutung  von  f (sin2  cp)  hat  man  eine  Gleichung  von 
der  Form : 

f(sin^w)  — ffo  + ß-i^y  + ^s»»4  ?>  + ••• 

J 1J„  Jf2  sm2  cp  -|-  //4  sm<  ’ 


12) 
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v Gq -\- G<2  z -\- G A z* 

JKZ) ~ Ho  + HtZ+Htzt-i-...' 
und  um  ganz  allgemein  zu  sein,  wollen  wir  /(z)  als  unechtgebro- 
chene Funktion  ansehen.  Denken  wir  uns  dieselbe  in  ihren  ganzen 
Theil  und  in  den  echtgebrochenen  Theil,  letzteren  aber  gleich  in 
Partialbrüche  zerlegt,  so  besteht  /(z)  aus  zwei  Reihen ; in  der  ersten 

Reihe  ist  jedes  Glied  von  der  Form  ATzn,  in  der  zweiten  von  der 
Form : 


L 

(1  +Äz)w’ 

mithin  setzt  sich  f (sin2  cp)  aus  Gliedern  von  den  Formen: 


Ksir?n  cp  und 


(1  — }—  Ä sin2cp)in 

zusammen.  Die  Bestandteile  des  Integrales  12)  sind  also  Inte- 
grale von  den  zwei  verschiedenen  Gestalten: 

™ r d cp 


/ 


sin  cp 
z/(<p) 


d.  cp  und 


/■ 


(1  -\-h  sin2  cp)m  zl  (cp) 


und  stimmen  mit  den  in  I.  und  II.  behandelten  Integralen  überein;  das 
ursprüngliche  durch  X bezeichnete  Integral  reduzirt  sich  also  auf 
einen  algebraischen  Theil  und  auf  elliptische  Integrale  aller  drei 
Gattungen. 


/ 


Cap.  XVIII. 

Die  mehrfachen  bestimmten  Integrale. 


§.  91. 

Die  Doppelintegrale  und  ihre  Anwendung  zur  Cu- 

batur  begrenzter  Räume. 


Wenn  eine  Funktion  zweier  Variabelen  x,  y zuerst  in  Bezie- 
hung auf  y bei  constant  bleibendem  x integrirt  und  das  Resultat  die- 
ser Integration  einer  neuen  auf  x bezüglichen  Integration  unterwor- 
fen wird,  so  entsteht  ein  Doppelintegral,  welches  man  auf  folgende 

• iv?  > vT  * W ■ 

Weise  bezeichnet: 


1) 


wobei  die  Anordnung  der  beiden  Integrationen  von  der  Rechten  zur 
Linken  zu  lesen  ist.  Der  eigentliche  Sinn  einer  solchen  doppelten 
Integration  ergiebt  sich  augenblicklich,  sobald  die  Definition  des 
einfachen  Integrales  zweimal  nach  einander  auf  den  obigen  Ausdruck 


angewendet  wird.  Setzen  wir  nämlich  — — = s , indem  wir  un- 

n 

ter  n eine  unendlich  wachsende  Zahl  verstehen,  so  bedeutet  die  erste 
Integration  den  Grenzwerth  von: 

£ {f(x  > Vo)  > Vo  0 “h /(*  iyo  2 s)  -f- .... 

welcher  für  den  Augenblick  F(x)  heissen  möge;  die  zweite  Inte- 
gration ist  nun  der  Grenzwerth  des  Ausdruckes: 

ö { F(x0)  -j-  F(x0  -|-  ö)  -j-  F(x o — f—  2 <5)  — }— . . — j—  F(xQ  -(-  m — 1 d} 
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*1 


— 


und  m eine  unendlich  wachsende  Zahl  ist. 


Durch 


m 

Substitution  der  Bedeutung  von  F(x)  folgt  jetzt,  dass  das  genannte 
Doppelintegral  den  Grenzwerth  der  folgenden  Doppelsumme  bildet: 


2)  d £ [f(x0  ,2/o)+/(*^o  ^ ~ f~ £) ~f~ ~ /(^o ^ yo ~ 71  ““  1 f) 

“b/Ofy  H“  2 d , y0)  -|-/(.r0  - j-  2 d , y0  -f-  £)-f-..-|-/(^o  2 n — 1 0 


+/O o+w—  i äiyo)+/(*o+™  — i ä,yo  + *)  + --- 


. . . -|-/(.r0  -j-  m — 1 d , y0  -f-  n — 1 £)] , 

in  welcher  die  Variabelen  x und  y alle  Werthepaare  erhalten  haben, 
die  sich  aus  den  Intervallen  x = x0  bis  x = X\  und  y = y0  bis 
y = y1  herausgreifen  lassen.  Zugleich  erhellt , dass  es , wenn  auch 
umständlich,  doch  jederzeit  möglich  wäre,  den  Werth  eines  Doppel- 
integrales direkt  mit  jeder  beliebigen  Genauigkeit  zu  berechnen. 

Der  soeben  erörterten  Bedeutung  eines  Doppelintegrales  lässt 
sich  leicht  ein  geometrischer  Sinn  unterlegen.  In  Fig.  50  mögen 

Fig.  50.  0M  = x'>  MN=y 

und  NP  = z die 

rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  Punktes 
bedeuten,  der  einer 
durch  die  Gleichung 
z = /(#,!/)  bestimm- 
ten Fläche  angchört; 
es  seien  ferner  in  den 
Entfernungen  0 jl/0 
= .z0  und  O Mi  = xx 
zwei  Gerade  parallel 
zur  Achse  der  y ge- 
zogen, endlich  noch 
in  der  Coordinaten- 
ebene  xy  zwei  beliebige  Curven  construirt,  deren  zu  x gehörige  Co- 
ordinaten  M N0  = y0  und  MNi  = yx  vorstellen  mögen.  Jene  Ge- 
raden und  diese  Curven  schneiden  sich  im  Allgemeinen  und  bilden 
ein  theil weise  krummlinig  begrenztes  in  der  Ebene  xy  liegendes 
Viereck,  welches  als  Horizontalprojektion  eines  entsprechenden  auf 
der  krummen  Fläche  befindlichen  Viereckes  angesehen  werden  kann. 
Zwischen  beiden  Vierecken  und  den  projizirenden  Geraden  ist  ein 
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körperlicher  Raum  eingeschlossen,  dessen  Grösse  V heissen  möge. 
Aendern  wir  x und  y um  in  dx  und  dy , construireu  wir  ferner  das 
Rechteck  aus  dx , dy  und  lassen  von  allen  Punkten  der  Peripherie 
desselben  Gerade  | \OZ  bis  zur  Fläche  aufsteigen,  so  entsteht  einPa- 
rallelepiped  von  der  endlichen  Höhe  z und  der  unendlich  kleinen 
Grundfläche  dx  dy ; das  Volumen  desselben  ist  z dx  dy  =f(x,y)dx  dy. 
Das  gesuchte  Volumen  Fbildet  die  Summe  einer  unendlichen  Menge 
solcher  unendlich  dünner  Parallelepipede,  und  man  hat  daher: 


dx  dy , 


wobei  sich  die  Anwendung  doppelter  Summenzeichen  durch  den 
Umstand  rechtfertigt,  d^ss  die  Summe  aller  Parallelepipede  nur 
dann  vollständig  zu  erhalten  ist,  wenn  letztere  nach  den  beiden  Rich- 
tungen der  y und  der  x zusammengezählt  werden.  Vereinigen  wir 
zuerst  die  zu  einem  und  demselben  x aber  zu  den  verschiedenen  y 
von  y = yo  bis  y = yx  gehörenden  Parallelepipede,  so  bedeutet  der 


Ausdruck 


y i p 

J f(x,y)dx  dy  = dxj  f(x,y)dy 

y<y  .Vo 

eine  Schicht,  welche  der  Coordinatenebene  yz  parallel  steht  und  die 
Dicke  dx  besitzt.  Vereinigen  wir  noch  alle  solche  Schichten  von 
x = xQ  bis  x = xx , so  erhalten  wir  das  ganze  Volumen,  nämlich: 


3) 


y o 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch, 


Satze  ausgeht,  dass 


wenn  man  von  dem 


4)  V = f Qxdx 

X\) 

ist,  wo  Qx  die  Fläche  des  durch  parallel  zur  yz  Ebene  ge- 

legten Querschnittes  von  V bezeichnet ; Q>x  bestimmt  sich  nämlich 


mittelst  der  Formel: 


Vo 

indem  man  y als  Abscisse,  z als  Ordinate  und  x dabei  als  constant 
ansieht;  durch  Substitution  in  Nro.  4)  wird  nun: 
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yi 

*i  y0  % x°  Vo 

was  mit  dem  Früheren  einerlei  ist. 


Als  Beispiel  einer  solchen  Cubatur  mittelst  eines  Doppelinte- 
grales diene  Folgendes ; die  oberhalb  begrenzende  Fläche  sei  ein 
elliptisches  Paraboloid  (Fig.  51)  also: 


z 


— + 

2 p ' % 9 


die  Basis  des  Volumens^ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den  Kathe- 
ten OA  = a , OB  = b , so  sind  die  Integrationsgrenzen : 

#o  = 0,  #!  = a,  t/o  = 0,  yx  =6(1  — 


mithin : 


Denkt  man  sich  den 
Punkt  D der  Fläche 
aufgesucht , dessen 
Coordinaten  OA=a, 
AC—b  und  CD=c 
sind,  so  sagt  die  vo- 
rige Gleichung,  dass 
V der  zwölfte  Theil 
des  aus  den  Kanten 
a,  6,  c construirten 
Parallelepipedes  ist. 
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§.  92. 


Die  Umkehrung  der  Integrationsordnung. 


i 

In  dem  Vongen  befolgten  wir  bei  der  Summirung  der  unend- 
lich dünnen  Parallelepipede,  d.  h.  bei  der  Integration  von /( x , y)  dx  dy 
immer  die  Reihenfolge,  dass  sich  die  erste  Summirung  auf  y bei  con- 
stantem  x bezog  und  nachher  die  zweite  Summirung  an  die  Reihe 
kam;  es  wäre  aber  denkbar,  dass  sich  unter  Umständen  diese  An- 
ordnung umkehren  Hesse.  In  der  That  ist  dies  der  Fall,  wenn  die 
auf  y bezüglichen  Integrationsgrenzen  y0  ufrd  yY  constant  sind , und 
ausserdem  die  Funktion  f(x,y)  innerhalb  der  beiden  Integrations- 
intervalle endlich  und  stetig  bleibt.  Ein  Integral  nämlich  von  der 
Form : 


«i  ßx 

1)  V=  J J f(x,y)dx  dy 

®o 

würde  geometrisch  ein  Volumen  bedeuten,  dessen  BasU  ein  Recht- 
eck ist,  entstanden  aus  dem  Durchschnitt  von  vier  Geraden,  deren 
zwei  in  den  Entfernungen  a0  und  «r  parallel  zur  Achse  der  y,  und 
von  denen  zwei  andere  in  den  Entfernungen  ß0  und  ßx  parallel  zur 
x Achse  gezogen  sind ; zugleich  giebt  die  Anordnung  der  Integra- 
tionen in  Nro.  1)  zu  erkennen,  dass  zuerst  Schichten  parallel  zur 
yz  Ebene  gebildet  worden  sind,  aus  deren  Vereinigung  nachher  das 
Volumen  entstand.  Summirt  man  aber  die  Elementarparallelepipede 
fix  ,y)dx  dy  zuerst  in  der  Richtung  der  x , so  erhält  man  eine 
Schicht : 


If{x' 


y)  dy  dx  — dy 


f fix, y)dx 


parallel  zur  yx  Ebene  und  von  der  Dicke  dy\  die  Vereinigung  aller 
. solchen  Schichten  von  y = ß0  bis  y = ß\  liefert,  wie  die  unmittel- 
bare Anschauung  lehrt,  dasselbe  Volumen,  und  man  hat  daher: 

ßx  ßi 

ff  f{x  ,y)dx  dy  — J J fix,y)dy  dx. 

«0  ßo  Po  «0 

Man  überzeugt  sich  hiervon  auch  analytisch  leicht;  aus  der 
Gleichung  : 


2) 
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d 

T = / — 

y 


1 J F(x ,y)dx  ^ 

^ = pF^dx, 

dy  J 3.1/ 


((n 


folgt  nämlich  durch  Integration: 


J F(x,y)dx  = J* dy  J ^ ^ ^ ? ^ d.r  -)-  Const., 


«. 1 


und  durch  Einführung  der  Grenzen  y = ßi  , y = ß0 : 

«i  «i  * 

^ F&^^dx  — J%F(x,ß0)dx  =:  J.dy  dx, 

«o  «0  ?0  «• 


d.  i. : 


J Ar | *•(«,/»,)  — F(.n,/j0)|  = jdy  j-F±’Jl  dx. 

«n  8,  «o 


Ä>  «0 

Bezeichnen  wir  weiter  den  in  Beziehung  auf  y partiell  genommenen 
Differenzialquotienten  von  F(x,y)  mit  /(#,y),  so  finden  die  Glei- 
chungen statt: 

4)  a y"—  = /0,y)  ; F(x , y)  = f ' f(x , y)  dy  + C, 

c'j  J 

und  zwar  ist  in  der  zweiten  Gleichung  x als  constant  zu  betrachten, 
weil  die  Differenziation  sich  nur  auf  y bezog,  also  auch  die  Integra- 
tion nur  y betreffen  kann;  es  folgt  jetzt: 

r 

5)  F(x,ßi)  — F(x , ß„)  = J f(x,y)dy , 

ft« 

ferner  durch  Substitution  in  die  Gleichung  3): 


ßi 


6) 


f dx  / f(n,y)dy  = J dy  J f(x ,y)  dx, 

«0  ft.  fta  «« 

und  es  stimmt  dieses  Resultat  mit  der  Formel  2)  überein ; hierbei 
ist  jedoch  nicht  zu  übersehen , dass  in  der  gegebenen  analytischen 
Ableitung  das  bestimmte  Integral  als  Differenz  zweier  Spezialwerthe 
des  unbestimmten  Integrales  betrachtet  wurde,  was  bekanntlich  nicht 
immer  gilt;  daher  kann  man  auch  von  den  Gleichungen  4)  nicht 
unter  allen  Umständen  zu  der  Gleichung  5)  übergehen  und  nament- 

Schlö milch,  Analysis.  26  * 
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lieh  würde  der  Fall  eine  Ausnahme  begründen,  wo  f(x,y)  innerhalb 
des  Integrationsintervalles  y — ßn  bis  y = eine  Unterbrechung 
der  Continuität  erleidet.  Man  hat  dann  auf  die  Modifikation  Rück- 
sicht zu  nehmen,  welche  bereits  in  §.70  erwähnt  wurde,  wie  wir 
nachher  an  einem  Beispiele  zeigen  wollen. 


Die  Formeln  2)  oder  6)  bieten  ein  Mittel,  um  zwei  Integra- 
tionen, die,  in  der  einen  Reihenfolge  ausgeführt,  umständliche  Aus- 
drücke ergeben  würden,  in  einer  anderen  Form  darzustellen,  unter 
welcher  oft  beide  Integrationen  sehr  leicht  bewerkstelligt  werden 
können.  So  z.  B.  würde  die  Integration: 

oo  ß 

V — J dx  J e~X)J  ly  dy 
0 1 

in  der  vorstehenden  Ordnung  auf  einen  Integrallogarithmus  führen; 
umgekehrt  ist  dagegen: 

ß CO  ß OO 

V — J dy  f e~xV ly  dx  — J ' ly  dy  J* e~Jy dx 


1 0 
ß 


0 


1 


= J h dy—  = WW- 

Nicht  selten  trifft  es  sich,  dass  bei  der  ersten  Anordnung  des 
Doppelintegrales  nur  eine  Integration,  bei  der  zweiten  Anordnung 
aber  jede  Integration  ausführbar  ist;  man  gelangt  dann  zu  einer 
Gleichung,  welche  den  Werth  eines  einfachen  bestimmten  Integrales 
kennen  lehrt.  So  z.  B.  ist  einerseits : 

OO  00 

V=  J* dx  f 2y  cos  2bxe~ 


0 0 
oo 


oo  oo 

=r  J* cos'2bx  dx  f e~~  x ^ y*2  y dy , 

0 0 
oo 

j ° 


= J cos  2b  x dx 
0 


wie  man  sogleich  findet,  wenn  y 2 einer  neuen  Variabelen  gleichge- 
setzt wird ; andererseits  hat  man : 
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oo  oo 

V=  J dy  J 2y  cos’lbx  «~(°*  “I“  **)y* dx. 


0 0 
cc 


— Je  a ' y*  2 y dij  J e y*  x* C08%bx  dx, 

0 0 

d.  i.  wenn  man  von  der  Formel  19)  in  §.  84  Gebrauch  macht: 

oo  _ , / h ' « 


r=  fe-«' 9' tg  dg  y^-e  (y\ 


0 


1/—  r — [«*  y'  + (— ) ] . 

==  Vn  le'  v-v' 

0 ' 

hier  lässt  sich  der  in  §.  71  bewiesene  allgemeine  Satz: 

00  OO 

f <p(<*V  + ^)dJ/  = -y  J <p(2ab-\-t*)dt, 

o , 0 ' 


•Ui;  i : . ' 

J ! ' = fh  i > 


in  Anwendung  bringen  und  man  erhält  dadurch: 

Vn 


. V^—f«r~^ah+t^dt=—e-2ah\Vli. 

a J a 2 

9 r 

Aus  der  Vergleichung  der  beiden  für  V gefundenen  Werthe  ergiebt 
sich : 

.oo 


J ci — j~~  x^  2 ci 


0 


oder  wenn  b für  2 b gesetzt  wird : 

7) 


ft 

.00 


Pjosb^  _ n e_ab 

J a?-\-x  - 2 a 

0 


Aus  diesem  interessanten  Resultate  folgt  durch  Differenziation  in 


Beziehung  auf  b : 


8) 


J (x-  -)-  x2  1 2 


0 


und  zwar  wird  man  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  Differenziation 
nur  dieses  eine  Mal,  aber  nicht  weiter  erlaubt  ist.  Dagegen  könnte 
man  beliebig  viele  Male  in  Beziehung  auf  a differenziren. 

Um  endlich  einen  Fall  zu  betrachten,  in  welchem  die  Umkeh* 
rung  der  Integrationsordnung  nicht  ohne  Weiteres  erlaubt  ist,  sei: 

2G* 
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1 

9)  ^ ‘ 

0 

das  gegebene  Integral.  In  der  vorgesehriehenea  Ordnung  ansge- 
fuhrt.  g-rben  die  Integrationen : 


r=  f-fwff?"’ 


n 


10) 


J 


— I Jr  — - — 2 Arctan a , 

J 1 


-rr 


wobei  von  der  Formel: 


/ ; 


dr  — 


— O nsL 


(fcs  — z*)*  ~ ' **-f-r* 

Gebrauch  gemacht  worden  ist.  Die  Umkehrung  der  Integration»- 
Ordnung  liefert  dagegen  das  Resultat: 

1 


'O 

1 « 


f*’fß TÄ"  = - 


— — 2 Arctan  — = — *2  (!  * — Breton  ct) , 

a 

welches  von  dem  vorigen  um  :r  verschieden  ist.  Der  Grund  dieser 
Differenz  liegt  darin,  dass  die  für  x = 0 and  y = 0 eintretende 
Discontinnität  des  Ausdruckes 

jr jf* 


U*  +y*y 

übersehen  wurde,  welche  Discontinnität  sogleich  erhellt,  wenn  man 
erst  y = 0,  x = ö un«l  nachträglich  6 = 0 setzt.  Betrachten  wir 
überhaupt  das  Integral: 

"i  ßi 

11)  V = f dx  j f{x,y)dy 


a 


?« 


unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion  f(x,y)  innerhalb  der  In- 
tegrationsintervalle für  x = 2j  und  y = tj  eine  Unterbrechung  der 
Continuität  erleide,  so  darf  die  Identität  der  beiden  Ausdrücke: 

ßi  Jfi  . fji 

^ djr  J f{x,y)dy  und  ^ J f(*,’j)dx 


if  , 


>»ü  «0 


'o  A 

nicht  mehr  behauptet  werden,  und  es  entspringt  daraas  die  Aufgabe, 
die  Differenz  derselben  zu  berechnen.  Dies  geschieht  dadurch,  dass 
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mau  die  Gleichung  11)  in  der  Form: 

* ßi  "i  ßi 

V = Lim  | dx  j f(x,y)dy  + J dx  J ' f(x,y)  <*y\ 

a0  A ßo 

darstellt,  wobei  d und  6 verschwindende  Grössen  bezeichnen.  Da 
die  Discontinuität  von  f(x,y)  nur  dann  eintritt,  wenn  y = r\  und  zu- 
gleich x = £ wird,  so  ist  in  jedem  der  vorstehenden  Doppelinte- 
grale, für  sich  genommen,  /(#,#)  stetig,  weil  im  ersten  x £ — £7 
im  zweiten  x £ -j-  ö bleibt;  man  darf  daher  in  jedem  einzelnen 
Doppelintegrale  die  Anordnung  der  Integrationen  umkehren,  und 
diese  giebt: 

ßi  5-«  ßi  «1 

V — Lim  1 / dy  J f(x,y)dx  -j-  J dy  J f (x ,y) d xj. 

/*„  “0  A H-<f 

Setzen  wir  weiter: 


12) 


f /( *,y)dx  — <p(x,y)  + Const. 


und  beachten,  dass  /(x^y),  als  Funktion  von  x betrachtet,  continuir- 
lich  bleibt  innerhalb  der  Grenzen  x = or0  bis  x = £ — £ und 
x = £ -)-  ö bis  x = al9  so  ist: 

ßi  A 

V—Lim\j  rfi/[qp(|— £,>/)— J dy[rp(,auy)— 9(|-f  tf,y)]j , 


/ 0 


A 


r /• 


A A 

hier  bedeutet  das  erste  Integral  soviel  wie: 

ßi 


/ dy  f f(x,y)dx, 

ßo  uo 


wenn  man  sich  die  Integrationen  in  der  Ordnung  x,y  ohne  Weiteres 
ausgeführt  denkt;  setzt  man  dies  ein  und  restituirt  den  ursprüng- 
lichen Werth  von  F,  so  folgt  jetzt: 

"1  ßt  ßi  «1 

I dx  f f{x,y)dy—  J dy  J'f(x,y)dx, 

((o  ßo  ßo  "0 

ßi 

— — Lim  J^{(p(£-\-d,y)—cp(£  — 

ßo 


y)}  dy. 


13) 
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und  damit  ist  die  Differenz  zwischen  den  beiden  Werthen  bestimmt, 
welche  das  Doppelintegral  bei  verschiedenen  Anordnungen  der  In- 
tegration annimmt.  — Erleidet  f(x,y)  innerhalb  der  Integrationsin- 
tervalle mehrere  Unterbrechungen  der  Continuität,  so  würde  man 
das  obige  Verfahren  leicht  dahin  modifiziren,  dass  man  F,  statt  in 
zwei,  in  mehrere  Integrale  zerlegt,  in  welchen  /(.r,^)  jedesmal  ste- 
tig bleibt. 


§.  93. 

Die  Fourier’schen  Do p pel  i ntegrale. 


So  lange  die  Constante  h positiv  und  von  Null  verschieden  ist, 

gilt  bekanntlich  die  Gleichung: 

00 

1)  J Sin^ °}  da  = (S.  Nro.  3,  §.  74.) 

0 


für  h = 0 dagegen  würde  der  Werth  des  Integrales  = 0 und  für 
negative  h würde  er  — \n  sein.  Betrachten  wir  das  allgemeinere 
Integi  al : 

c 00 


sinma  cos  na 

a 


da , 


o 


so  sind,  behufs  der  Anwendung  der  Formel  1),  die  Fälle  m n, 
m = w,  m n zu  unterscheiden;  im  ersten  Falle  ersetzen  wir 
sin  m a cos  na  durch  | sin  (m  -J-  n)  a -j-  I sin  (m  — ri)a  und  erhal- 
ten durch  Integration  der  einzelnen  Theile  S = \ 7t  \tc  = \it» 
Im  zweiten  Falle  wird  sinma  cos  na  = \sin<ia.  folglich  & = 
im  dritten  Falle  ist  sin  m a cos  n a = \ sin  (n  -J-  in)  a — — m)ö, 

mithin  S = \it  — = 0,  und  demnach  lautet  das  Gesammtre- 

sultat : 


00 

für 

m 

> 

«i 

/ sinma  cos  na  , 

\ 

2) 

/ da  — 

J'  a 

j i* 

m 

* 

", 

0 

( 0 

ii 

m 

< 

n. 

Man  kann  dieses  wiederum  benutzen,  um  den  Werth  des  Doppelinte 


3) 


V 


U 


= fdaf 


b 

cos  s a 


a 


F(&)  sin  a ft  d 0* 


-/ 


a 
oo 

cos  s a 


a 


c 

/ 


dco  / F(  9 ) si?i  a&  d & 


o 


a 


\ 
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zu  ermitteln,  in  welchem  F(fr)  eine  von  0 = a bis  fr  = b con- 
tinuirlich  bleibende  Funktion,  5 eine  willkürliche  jedoch  positive 
Constante  bezeichnen  möge.  Da  unter  diesen  Voraussetzungen  der 
Ausdruck 


cos  s a sin  a # 
o 


F{&) 


innerhalb  der  lntegrationsgrenzen  keine  Unterbrechung  der  Conti- 
nuität  erleidet,  so  ist  die  Umkehrung  der  Integrationenfolge  erlaubt 
und  giebt 

b oo 

U = J d»J~^F(»)sinto9da, 

a 0 

b oo 

7*  ,rv  sin  fr  (O  cos  sco  _ 

5 *»• 

a 0 


Um  hier  die  Ergebnisse  von  Nro.  9)  anwenden  zu  können,  bedarf 
es  der  Unterscheidung  der  drei  Fälle  s^>b,  b^>  s^>  a,  a^>s^>  0. 
Im  ersten  Falle  ist  um  so  mehr  s fr,  weil  vermöge  der  für  O1 
geltenden  Integrationsgrenzen  b fr  sein  muss;  für  fr  s ver- 
schwindet aber  das  auf  a bezügliche  Integral  und  daher  wird 

U = 0 , wenn  s b. 

Im  zweiten  Falle  kann  das  mit  U bezeichnete  Integral  auf  folgende 
Weise  zerlegt  werden: 


S CO 

/_  ^ (‘sinfrco  cossco  , 
F(fr)dfr  / da 

a 0 

b oo 

. ~ (*  sinfracossa  _ 

4-  J F(fr)dfr  J da, 

s 0 


und  dann  ist  im  ersten  Integrale  s fr  a oder  fr  s,  mithin 
der  Werth  des  auf  a bezüglichen  Integrales  der  Null  gleich;  im 
zweiten  Theile  dagegen  ist  b -0*  s,  also: 


b 


$ 


Im  dritten  Falle  a s hat  man  um  so  mehr  # }>  s,  folglich 
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b 


u — JF(ß)d».\n. 


a 


Alles  zusammen  giebt  dies  folgenden  Satz:  jenachdem  $ b, 
b^>s^>a,a^>$^>  0 ist,  hat  das  Integral: 

or>  b 


4) 


/ COS  S CO  / 1 

~-dco  I F(fr)smcö&dd' 


0 


a 


sin  cu  -01  d& 


die  Werthe: 

.v  b 

5)  0 , J F(P)d* , }2jc  j F{ft)dft. 

a a 

Nennen  wir  /(ff)  das  unbestimmte  Integral  von  ir('0‘)d'ö‘,  so  dass 
also  Ffö)  = f* ('9’)  ist,  so  giebt  die  theilweise  Integration: 

J F(9)  sin  oft  d»  — f /'(tf) 

— /(&)  sin  M tt  — 0) J f(&)co$co&  d '0, 

und  daraus  folgt  durch  Einführung  der  Grenzen  -fr  — b,  & = a: 

b 

1'  X'fr)  sin  co  & d& 
a h 

• = /GO  sin  bco  — / (a)sinaco  — co  J ° f(ß ) cos  ad"  d th 


V 

f 


a 


Das  oben  an  die  Ausdrücke  in  4)  und  5)  geknüpfte  Theorem  lautet 
dann : 


00 

/“>/- 

0 


sin  b cd  cos  s cd 


Cd 


dcd  — f{a) 


oo 

/sina 

— 


Cd  COS  SCO 


dco 


Cd 


0 


oo 

Jcossadcof/W  COSCD&dd ’, 


0 a 

— 0 , \x  {/(«)—/(<*)  j.  , \n  f (a)}, 

s > b , b s a , a s 0. 

Die  Werthe  der  mit  f(b ) und  f(a ) multiplizirten  Integrale  lassen 
sich  wiederum  mittelst  der  Formel  2)  bestimmen,  indem  man  auf 
die  Unterscheidung  der  bemerkten  drei  Fälle  eingeht;  man  gelangt 
hierdurch  auf  der  Stelle  zu  dem  folgenden  merkwürdigen  Satze: 
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„Der  Werth  des  bestimmten  Doppelintegrales: 


cos  sco  d co 


b 


cos  co  D d& 


0 a 

ist  }}7tf(s)  oder  Null,  jenachdem  die  positive  willkürliche  Con- 
stante  $ innerhalb  oder  ausserhalb  des  Intervalles  a bis  b liegt.“ 
Geht  man  von  dem  analog  zu  Z7  gebildeten  Integrale: 


F(&)cos  (D&  d& 


0 a 

aus,  so  sind  die  vorigen  Zerlegungen  und  Substitutionen  fast  wört- 
lich wiederum  anwendbar  und  führen  zu  dem  Cörrelate  des  vorigen 
Satzes ; es  lautet : 


„Der  Werth  des  bestimmten  Doppelintegrales: 


siiicod'  dfr 


ist  \ nf{s)  oder  Null,  jenachdem  s innerhalb  oder  ausserhalb 
des  Intervalles  a bis  b liegt.“ 

Den  grössten  Spielraum  erhält  s für  a = 0 und  b — oo  ; die  Fälle 
s>  £ und  a s 0 können  dann  nicht  Vorkommen  und  man 
hat: 


6) 

7) 


oo  oo 

» JT/O)  = / cos  s co  d co  ftm  cos  C0&  dd' 


o 


0 


oo  oo 

Ijr/O)  — j sin  s co  d co  Jm  sin  coftdft 
0 0 


oo  s 0, 


wobei  man  sich  leicht  davon  überzeugen  kann,  das3  die  erste  Glei- 
chung  auch  noch  für  s = 0 richtig  bleibt , während  dies  bei  der 
zweiten  Gleichung  im  Allgemeinen  nicht,  sondern  nur  dann  statt- 
findet , wenn  zufällig  /(O)  = 0 ist.  Für  negative  s gilt  keine  der 
obigen  Formeln  mehr ; besässe  aber  /($)  zufälligerweise  die  Eigen- 
schaft /( — $)  = /(s),  so  würden  die  Cosinusformeln  ihre  Richtig- 
keit auch  bei  negativen  s behalten,  ebenso  die  Sinusformeln  in  dem 
analogen  Falle,  wenn  /( — s ) = — f(s)  wäre. 

Als  Beispiel  für  die  Formeln  6)  und  7)  diene  die  Annahme 
/('D)  —e  ; sie  giebt  die  Gleichungen: 


I 
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},7i  e k* 


3 

-/ 


cos s a da 


0 


x 

J nr  **  = / 


«n  s a da 


a 


o 


**+»*’ 


welche  mit  den  in  §.  92  verkommenden  Formeln  7)  und  8)  überein- 
stimmen. 

Die  vorhin  entwickelten  allgemeinen  Theoreme  lassen  noch 
eine  Combination  zu,  welche  in  einem  auch  für  negative  s gültigen 
Satze  besteht.  Setzen  wir  nämlich  a = 0,  und  in  der  Gleichung: 

r n • ( \*m  , b > * > 0, 

I co88  a da  I /(#) cos  ad1  d&  — < 

J ^ ) 0 ^ b. 


co8 s a da 
o o 

für  /(#)  die  neue  Funktion: 


/m 


yffi)  y( — fr) 

2 


welche  die  Eigenschaft  /( — s ) = /(s)  besitzt,  so  gilt  die  nunmeh- 
rige Gleichung: 

00  b <x>  b 

2 J co88ada J <p(fr)cos  fi}9,d0,-f- \ J cos s a da J^<p(—&)cosa&dd’ 
0 0 

<p0)  + 9(—  *) 


= I« 


0 


2 


o o 

für  b 8 — ft, 

für  s b und  für  — b s. 


Nun  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

ft  °, 

/ <p  ( — ft)  cos  a ft  d&  == J (p  («9-)  cos  co#  d ft , 

o — b 

mithin  durch  Substitution  dieses  Ausdruckes : 

*>  h 

8)  J cos  s ad  a J* cp(ft)cosaftdft  — für  £>s]>_ft 

o —b 

# 

= 0 , für  b<^s<^ — b. 

Ein  ähnliches  Theorem  ergiebt  sich,  wenn  man,  von  der  Glei- 
chung : 
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CO  b 


j sin  s w d w f f(fr)sincofrdfr  = < ^ 71  ’ 


0 0 
ausgehend,  die  Substitution: 


b>  s>  0, 


/(*►)  = 


<?(#)  — cp(— fr) 

2 


vornimmt,  wobei  f(s)  die  Eigenschaft  /( — s ) = — /(s)  bekommt. 
Man  findet  nämlich  nach  demselben  Verfahren: 

00  b 

9)  J , sin  s co dco  cp  (fr)  sin  cofr  dfr  = 7t  — — \ b^>s^>  — b , 

0 -& 

= 0,'  Z»<s<  — 

Durch  Addition  der  Gleichungen  8)  und  9)  folgt  jetzt: 

oo  b 

10)  dco  J* cp  (fr)cos  co(fr — s)dfr  = n cp  (s)  , b > s — b, 

0 — 6 — 0 , £ < s < — b, 

und  weil  das  Integral  für  negative  co  dasselbe  bleibt  wie  für 
positive  co : 

00  b \s  ' \ \ 

11)  J d co  J cp(fr)cosco(fr — s)dfr  — 2 7t  cp  (s)  , b s — b , 

— <*>  -b  — o , 6 < s < — b. 

Nimmt  man  spezieller  fr  = <x> , so  gilt  die  Gleichung : 

r r 

/ da  / cp  (fr)  cos  co(fr 8)  d fr  = 2 3t  9?  (s) 


12) 


00  — 00 


für  alle  reellen  s.  — Es  mag  übrigens  noch  bemerkt  werden,  dass 
die  Gleichung  11)  für  V — 1 = i auch  in  der  Form : 

oo  b • 

13)  f da >f  <p(9)e,0(a-,')id9  = 2®<pO)  , b > s > — b, 

— 00  ' = 0 , b < s < — i, 

dargestellt  werden  kann,  weil  der  imaginäre  Bestandtheil  des  Inte- 
grales verschwindet. 


,1  it  M >*?#*. 
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§.  94. 

Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen. 


I.  Wir  kehren  zur  Untersuchung  der  doppelten  Integrale  von 


der  allgemeinen  Form 


Vi 


1)  V ==  J dx  j j\x  ,y)dy 

*o  yo 

zurück,  um  den  zweiten  Fall  zu  betrachten,  in  welchem  y0  und  ^ 
nicht  constant,  sondern  Funktionen  von  x sind.  Begreiflicherweise 
ist  hier  .die  Umkehrung  der  Integrationsordnung  nicht  unmittelbar 
möglich,  was  auch  geometrisch  leicht  nachweisbar  wäre;  sie  wird 
es  aber,  wenn  man  dem  auf  y bezüglichen  Integrale  constante  Gren- 
zen verschafft.  Dies  gescliieht  mittelst  der  Substitution  y = yQ 
-J-  (iji  — y0)  wo  t die  neue  Variabele  bezeichnet;  man  erhält 
hierdurch  unmittelbar : 

Xi  yi  xl  1 

2)  fd,J  fi.x'>y)dy  = Oji—y0)dx  J /[a?,y0  + (yi  —yo)  d dt, 

Vo  • 0 

wo  nun  rechter  Hand  constante  Integrationsgrenzen  vorhanden  sind. 
Ein  Beispiel  hierzu  liefert  das  Integral: 

« X 1-hr* 

' V — fd*  / - — A ,J—  - 

J J V 

das  in  der  vorstehenden  Form  nicht  auf  ein  einfaches  Integral 
zuriickführbar  ist,  welches  dagegen  mittelst  der  Substitution 

y = V7qp’  t in  das  folgende  übergeht: 

00  1 


= J dxf 


dt 


VT +ts 


— («!:<;!+/9!(sr+/SW) 


0 0 

woraus  durch  Umkehrung  der  Integrationenfolge : 

\ 00 

V=J  -~=e-ßHlJ  «-( -Wi«, 
o * 1 > t2  0 


oder  endlich  bei  Ausführung  der  auf  x bezüglichen  Integration: 


Digitized  by  Google 


Cap.  XVIIT.  § 94.  Substitution  neuer  Variabelen  in  Doppelintegralen.  413 

1 


V = \V  7t 


d t 


0 


,-pn\ 


II.  Sowie  vorhin  eine  Variabele  ( y ) allein  durch  eine  neue 
Veränderliche  (£)  ersetzt  wurde,  so  kann  auch  für  beide  Variabele 
zugleich  eine  Substitution  vorgenommen  werden,  indem  man  etwa 
x = cp (5,0  und  y = ip  (s,t)  setzt.  Was  dies  heissen  soll,  wird  mit 
vollkommener  Klarheit  aus  der  geometrischen  Bedeutung  des  Dop- 
pelintegrales erhellen.  Dieser  zufolge  denken  wir  uns  nämlich  die 
Basis  des  Volumens  V in  unendlich  kleine  Rechtecke  zerlegt  und  V 
selbst  als  Summe  der  über  jenen  Rechtecken  construirten  Parallel- 
epipede.  Für  die  Grösse  des  V bleibt  es  aber  gleichgültig,  ob  seine  Ba- 
sis in  rechteckförmige  oder  in  andersgestaltete  Elemente  getheilt  wird, 
wenn  nur  diese  Elemente  die  Basis  und  die  über  den  Elementen  er- 
richteten Farallelepipede  das  gesuchte  Volumen  wirklich  ausfüllen. 
Eine  solche  neue  Zerlegung  ergiebt  sieh  von  selbst,  wenn  man  die 
Punkte  der  Coordinatenebene  xy  nicht  mehr  durch  die  rechtwinkli- 
gen Coordinaten  x und  y,  sondern  durch  irgend  welche  andere  Co- 
ordinaten  s und  t bestimmt,  wobei  wir  das  Wort  Coordinaten  in  sei- 
ner weitesten  Bedeutung  nehmen.  Die  Gleichungen  x = cp  (s , t) 
und  y •=  ip(s,t)  dienen  jetzt,  um  von  den  früheren  zu  den  neuen 
Coordinaten  überzugehen,  und  es  fragt  sich  nur  noch,  welche  Zer- 
legungsart der  Basis  von  V hieraus  entspringt.  So  wie  nun  das 
frühere  Element  ein  Viereck  war,  dessen  Ecken  durch  die  Coordi- 
naten x und  y,  x -j-  dx  und  y,  x und  y - {-  dy , endlich  x dx 

und  y -)-  dy  bestimmt  wurden,  so  können  wir  auch  bei  den  neuen 

Coordinaten  ein  Element  bilden,  dessen  vier  Ecken  die  Coordinaten 
s und  t,  s -f-  ds  und  t,  s und  t -f-  dt,  endlich  s -j-  ds  und  t-\-  dt 
besitzen.  Nennen  wir  N,  N\,  N2,  N3  die  soeben  bestimmten  vier 
Punkte,  Fig.  52,  so  kann  die  Berechnung  des  Flächenelementes  in 

der  Weise  geschehen,  dass  wir 
N,  Ni,  Na,  N,  als  das  Doppelte 
des  Dreieckes  N Nx  N2  betrach- 
ten und  die  Fläche  des  letzteren 
durch  die  Coordinaten  seiner 

Ecken  ausdrücken.  Wir  legen 

nämlich  durch  N ein  rechtwink- 
liges Coordinatensystem  parallel 
zu  dem  ursprünglichen,  bezeich- 
nen die  neuen  rechtwinkligen  Co- 


Fig. 


02. 
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ordinaten  von  N,  und  N2  mit  N L,  = , Lx  N,  — rj, , JN  L2  = 

L2  A72  = y]<i  und  benutzen  den  bekannten  Satz  der  analytischen  Geo- 
metrie, dass  die  Fläche  des  Dreieckes  NNXN2  = — £2*71) 

mithin  das  Flächenelement 


NN,  N3  N2  = & ??2  — - & t], 

ist.  Dabei  finden  weiter  die  Gleichungen  statt: 

£1  = *1  — *1  = y\  — y,  £2  — x2  — x,  vj2  z=  y2  — y, 

und  wenn  man  beachtet,  dass  N durch  alleinige  Aenderung  des  s 
in  Ni  überging , und  dass  ebenso  die  partielle  Aendenmg  des  t von 
N nach  N2  führte,  so  erhellt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Glei- 
chungen : 


+ 1^  x 
— d. 
ds 


1 ^ V » 

,Jl  = 9+J7ds' 


oder : 


■ d x 

x<>  = X -) r—dt , 

' lU  ’ 


v ^ X 1 , , 5.  0«?  , 

£l  — C?5,  T?,  f 2 = — dt,  T]2  = 

v $ c S 0 1 


1 ^2/  , 

2/2  — y + 


d X 


dt 


dt. 


Die  Substitution  dieser  Werthe  giebt  für  das  Flächenelement: 


NN,  Nj  N2 


(dx  dy 

Tä'T t 


Da:  dy 

dt  d S 


) 


ds  dt , 


und  wenn  man  sich  hierin  die  Werthe  von  x = cp(s,t)  und  y=xl>(s,t) 
eingesetzt  denkt,  so  ist  jetzt  das  Flächenelement  NN,N3N2  durch 
s und  t ausgedrückt.  Das  Produkt  z . N N,N3N2  stellt  nun  wieder- 
um ein  unendlich  dünnes  Parallelepiped  dar  und  die  Summe  aller 
dieser  Parallelepipede  giebt  V.  So  gelangen  wir  zu  der  Transfor- 
mation : 


wobei  wir  die  neuen  für  s und  t geltenden  Integrationsgrenzen 
deswegen  noch  nicht  hingesetzt  haben , weil  sie  in  jedem  speziellen 
Falle  besonders  zu  ermitteln  sind.  Die  folgenden  Beispiele  werden 
dies  zeigen. 

a.  Ein  sehr  einfaches  aus  einer  Geraden  und  einem  Winkel 
bestehendes  Coordinatensystem  wäre  folgendes,  Fig.  53.  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  N der  xy  Ebene  lege  man  eine  Ge- 
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% 

radeiVS,  welche  mit  der  x Achae  einen  halben  rechten  Winkel  bildet 
und  bezeichne  OS  mit  s;  man  ziehe  ferner  NT  ||  OX  und  die  Ge- 
rade !Ta$,  welche  mit  OS  den  Winkel  OST  = w bilden  möge. 


Fig.  53. 


riabele  angesehen  wird: 

x — s — s t , 


Das  neue  Flächenelement  der  xy 
pez  darstellt,  ist  demnach: 

7x  7y  7x  7y 

7)8  7t  7t  78 


Die  Lage  des  Punktes  N ist  nun 
bestimmt,  sobald  8 und  tu  gege- 
ben sind,  da  man  entweder  die 
Construktion  rückwärts  an  wenden 
oder  aus  8 und  tu  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  OM  = x und 
MN  = y ableiten  kann;  letztere 
.<ind 

x = s — s tan  tu, 
y = s tan  tu , 

oder,  wenn  zur  Abkürzung  tanw 
= t gesetzt  und  t als  neue  Va- 

y = st. 

Ebene,  welches  übrigens  ein  Tra- 
= s ds  dt, 


und  man  hat  daher  die  allgemeine  Formel: 

ff 

Wären  x = 0 und  x = OH  = ä,  sowie  y = 0 und  y = M Ni 
= h — x die  ursprünglichen  Integrationsgrenzen  für  x und  t/, 
so  würde  der  Punkt  N alle  innerhalb  des  gleichseitig  rechtwink- 
ligen Dreieckes  HOK  liegenden  Stellen  zu  betreten  haben;  dasselbe 
geschieht,  wenn  s von  0 bis  h und  tu  von  0 bis  \ n oder  t von  0 bis 
1 ausgedehnt  wird;  die  Formel  4)  geht  dann  in  die  speziellere  über: 


f(x,y)dx  dy  = J* J ° f(s — st,8t)sds  dt. 


h h — x 


h 1 


5)  J J f(x,y~ydx  dy=jj /(«  — 8t,sf)sds  dt , 

0 0 '00 


und  es  ist  hiermit  die  Umwandlung  des  ursprünglichen  Integrales 
in  ein  anderes  mit  constanten  Grenzen  erreicht.  Nehmen  wir  z.  B. 


/(« = xl  lym  l<p(*-\-y), 


90  giebt  die  Formel  5): 
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ff 

0 0 


‘y"'  ‘ <p  y)  dx  dy 


J — 1 ..m— 1 

h 1 


j fs‘+’n  1 <jp(s)(l — tf  ^f1  1 ds  dt 


0 0 

h 1 

— / s;+m—1  (p  (s)  ds  f (1  — £) 

0 . . . 0 . ' ' 
die  auf  t bezügliche  Integration  ist  sogleich  ausfülirbar  und  man  ge- 
langt zu  dem  eleganten  Resultate: 

6)  ff*!~l'fn~lv(x+^dx  (,y  = 

0 0 0 
Auf  das  linker  Iland  vorkommende  Integral  lässt  sich  noch  das  et- 
was allgemeinere  Integral: 


S 


. *[■-©] 

=f + -f)J‘ *> 


0 0 


zurückführen,  worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x und 

* y beziehen,  welche  der  Bedingung  1 ^ — -| — ^ 0 genügen. 

Für  x — a|  und  y — br\  erhält  man  nämlich: 

1 1-S 

: albm  J*  J £l~ + drj , 

0 0 * 


S 


wo  die  Gleichung  6)  anwendbar  ist;  es  wird  so: 

. *Nf)] 


7; 


ff* 
0 0 


l-  1 yVl 1 


* (t  + f)dx  dy 


= albm  T§fffsl+m  lWd>- 


ß.  Sehr  häufig  geht  man  von  den  ursprünglichen  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x und  y zu  Polarcoordinaten  s und  t über,  indem 
man  x = s cos  £ , y = s sin  t setzt , wo  s den  Radiusvector  und  t den 
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Winkel  zwischen  diesem  und  der  x Achse  bezeichnet.  Für  diesen 
Fall  findet  sich: 

d x 7 v d x d ?/ 

— = s ds  dt, 

7)s  St  St  Ss 

Fig.  54.  was  auch  geometrisch  aus  der  in  Fig.  54 

angegebenen  Form  des  neuen  Flächenele- 
mentes  leicht  nachweisbar  wäre,  und  es 
ist  folglich: 


8) 


ff 


y)dx  dy 


~Jj  f(scost  i ^ sint)sds  dt. 

• Besonderen  Vortheil  gewährt  die  Formel, 

wenn  die  Grenzen  für  x und  y folgende  sind:  

x = 0,  x = r,  y = 0,  y ==  V r* — .r2, 

womit  dem  Punkte  xy  die  Fläche  eines  mit  dem  Halbmesser  r be- 
schriebenen Kreisquadranten  als  Spielraum  angewiesen  ist.  Dieser 
Spielraum  bleibt  derselbe,  wenn  s von  0 bis  r und  t von  0 bis  1 7t 
ausgedehnt  wird,  und  es  ist  daher : 

r V"r*  — x*  r \ n 

ff A x,y)dx  dy  =fj  f(scost,s sin t) s d s dt. 


9) 


0 0 


0 0 


Handelt  es  sich  um  das  etwas  allgemeinere  Integral: 


r-ff  F(x,y)dx  dy, 

0 0 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x und  y beziehen, 
welche  der  Bedingung  1 = ^~ä~)  ^ ^ genügen,  so  setze 

man  zuerst  x — a£,  y = bvj,  wodurch: 

1 Vl-*Ä 

V = ab  J f F(a%,bri)dl~  di] 

0 0 

wird,  und  wende  nun  die  Formel  9)  an;  dies  giebt: 

. ‘V7"7©'  . S, 

“>//  F{x,y)dx  dy  = ab  ff  F(a scost,b s sint) s ds  dt. 

0 0 0 0 


Sc  hl  ö milch,  Analysis. 
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Ein  Beispiel  von  dem  vortheilhaften  Gebrauche  dieser  Transforma- 
tion giebt  der  nächste  Paragraph. 


§.  95. 

Die  Complanation  der  Flächen. 

Die  Gleichung  einer  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezogenen 
Fläche  sei  wie  früher  z -=  f(x,y)  und  die  Aufgabe  gestellt,  die 
Grösse  eines  bestimmten  Stückes  der  Fläche  zu  ermitteln.  Dieses 
Stück  bestimmen  wir  durch  seine  Projektion  auf  die  Coordinaten- 
ebene  xy , und  zwar  begrenzen  wir  jene  Projektion  durch  zwei  Ge- 
rade, die  in  den  Entfernungen  0 M0  = #0,  0 Mi  = parallel  zur 
y Achse  gelegt  sind  (Fig.  55)  und  durch  zwei  Curven,  in  denen  der 
Abscisse  x die  Coordinaten  y0  und  yi  entsprechen  mögen.  Lassen 

wir  x um  dx , y um  * 
d y wachsen  und  bil- 
den das  Rechteck 
dx  dy , so  kann  dieses 
als  Horizontalprojek- 
tion eines  unendlich 
kleinen  Flächenstü- 
ckes G)  gelten;  letz- 
teres ist  ein  krumm- 
linig begrenztes  Vier- 
eck , dessen  Ecken 
nicht  in  einer  Ebene 
liegen.  Wegen  der 
unendlichen  Abnahme 
des  G)  kann  aber  dieses  Flächenelement  als  zusammenfallend  ange- 
sehen werden  mit  der  durch  den  Punkt  xy  z gelegten  Tangential- 
ebene der  Fläche,  und  zwar  beträgt  der  dabei  begangene  Fehler  nur 
unendliche  kleine  Grössen  höherer  Ordnungen.  Nennen  wir  für  den 
Augenblick  N den  Neigungswinkel  der  Tangentialebene  (oder  der 
Ebene  des  o)  gegen  die  xy  Ebene,  so  haben  wir: 

dx 

cos  N' 

Der  Winkel  zwischen  zwei  Ebenen  ist  aber  einerlei  mit  dem  Win- 
kel, den  die  Senkrechten  auf  jenen  Ebenen  einschliessen,  in  unserem 
Falle  ist  daher  N der  Winkel,  welchen  die  im  Punkte  xyz  errichtete 


a .cos  N = dx  dy  oder  o = 
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Normale  der  Fläche  mit  der  Achse  der  z bildet,  also  mit  Beziehung 
auf  die  Formeln  10)  des  §.  22  (S.  89): 

cosN  = cos  y = 


y< 

Das  Flächenelement  cd  wird  daher  durch  den  Ausdruck : 


dy  \A+(f^)s + (|£)- 


y 

dargestellt  und  die  Summe  aller  dieser  Flächenelemente  giebt  die 
ganze  Fläche,  deren  Grösse  heissen  möge.  Bilden  wir  zunächst 
die  Summe  aller  von  y = yQ  bis  y — yx  liegenden  Elemente,  indem 
wir  x constant  lassen,  so  bedeutet  das  Integral 
V\ 


J dx  a*V  i+(i9 '+(!£) 

I/o 


geometrisch  einen  bandförmigen  Streifen  der  Fläche,  dessen  Hori- 
zontalprojektion das  Rechteck  aus  den  Seiten  dx  nml  N0  i\rL  =yi — y0 
ist;  die  Summe  aller  derartigen  von  x = tv0  bis  x = ,r,  liegenden 
Streifen  giebt  nun  die  ganze  Fläche: 


1) 


5 — Jj  dx  d’j\/  + (ly)  • 


X*  'Jo 
Fig.  5G. 


Beispiele  für  diese  Complanations- 
formel  sind  folgende. 

a.  Der  elliptische  Kegel. 
In  Fig.  56  sei  OC—c  die  Höhe  eines 
elliptischen  Kegels , A CB  seine  el- 
liptische Basis  mit  den  Halbachsen 
iC'=  a,  BC  — l>;  die  Coordina- 
tenebene  xy  möge  parallel  zur  Ebene 
ACB  durch  die  Spitze  0 gehen. 
Die  Gleichung  des  Kegels  ist  dann : 

■ = • V (t)’ + (t)’ 


mithin 


• + + m - 


a 


1 A2_(_C2  fy 


a- 


■& 

:f)’ + w 


G> 
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wobei,  um  abzukürzen,  die  Bezeichnungen: 


,,  VaH-C*  - V bl+rß 

2)  «=—7-,  ß=~b  ' 

eintreten  mögen.  Die  Horizontalprojektion  des  Mantels  AOBA  ist 
die  Ellipse  A'OB1  mit  den  Halbachsen  a und  £>,  folglich  .r0  = 0, 


Durch  Anwendung  der  Formel  10)  des  vorigen  Paragraphen  gestal- 
tet sich  dieses  Integral  wie  folgt: 


1 \n 


S 


= ab  J* J* s ds  dtV~a2cos2t-\- ß2sin2t, 


0 0 


wo  man  wegen  der  constanten  Grenzen  die  Anordnung  der  Integra- 
tionen umkehren  und  die  auf  s bezügliche  Integration  sogleich  aus- 
führen kann;  dies  giebt: 


\n 


3) 


S = \ ab  J dtV^a2 cos 2 1- \-ß 

: i 0 


2 sin 2 1. 


Das  Integral  erhält  eine  geometrische  Bedeutung , wenn  man , die 
ganze  Mantelfläche  mit  M bezeichnend , folgendermassen  schreibt: 

1 


M — * V^b.i  f dt  Va  2 ab  cos 2 1-\-  ß2  ab sin2t ; 

0 


es  liegt  nämlich  darin  der  Satz,  dass  der  Kegelmantel  gleich  dem 
Mantel  eines  Cylinders  ist,  dessen  Höhe  ab  beträgt  und  dessen 

Basis  eine  aus  den  Halbachsen  ax  = a ab  und  \ ==  ß V~ ab  con- 
struirte  Ellipse  ist.  — Will  man  auf  elliptische  Funktionen  zurück- 
gehen, so  beachte  man,  dass  aus  a b folgt  a /?,  die  Formel 
3)  giebt  dann : 


Digitized  by  Google 


421 


Cap.  XVIII.  §.  95.  Die  Complanation  der  Flächen. 

1 _ 


Ä = 


\ah  ßj  dt  i 


a* 


ß! 


COS2  t 




= lal>  ß J d<py  i — — 

o 


2 — a 2 


ß‘‘ 


sin 2 (p 


von  der  Substitution  t = \tc  — cp  Gebrauch  gemacht  wurde 
Setzt  man  endlich  noch  für  « und  ß ihre  Werthe,  so  ist: 

4) 


5 = \a  Vv+72  Et  ( c Vai-b2\ 

\a  V b2-]-c2 ) 

1 • « • M _ _ . _ r 


ß.  Das  dreiachsige  Ellipsoid.  Die  Halbachsen  der 
Fläche  mögen  a,  &,  c heissen,  es  sei  zugleich  a y>  b c,  und  zur 
Abkürzung : 

V a2— c2  ~\f  b2  - — c2 

5)  = a,  - — : — ß. 


a 1 b 

Aus  der  bekannten  Gleichung  der  Fläche,  nämlich: 


( « ) +(l)  +(f)2  = 1 oder  * = cV/l-(f)-(y)2 

findet  man  jetzt  vermöge  der  Bedeutungen  von  cc  und  ß : 

i + (>±y  , (i±y  = ~ ßi  (ir)  - 

v*/  ' \byj  ' 

Handelt  es  sich  um  die  Fläche  des  achten  Theilcs  von  dem  Ellip- 
soid, so  sind  x0  = 0,  = a,  y0  = 0,  = b 1/  1 — (— Y 

die  Integrationsgrenzcn,  und  demnach  ist  ' \ a / 

a bV  f j _„/^y  _ ß(jLy 

6)  S=  f dx  du  \ PA±Z 
°°  . . 

Hier  Hesse  sich  wiederum  die  Formel  10)  des  vorigen  Para- 
graphen anwenden , doch  wird  die  nachherige  weitere  Rechnung 
nicht  ohne  einige  Kunstgriffe  ausführbar;  wir  gehen  daher  einen 
anderen  W eg,  der  zugleich  die  grossen  Vortheile  einer  geometrischen 
Auffassung  doppelter  Integrale  in  helles  Licht  setzt.  Aus  der  Glei- 
chung 6)  leitet  man  für  x=  ag,  ij  = brj  sehr  leicht  die  folgende  ab: 

7>  i = .» ff dt  ä,  yrf^=££, 

- 0 0 * 
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und  wenn  dabei 


Flachen. 


s> 


. V l—a'-?—ß*rt- 

* * 1-r—n1 


gesetzt  wird.  so  stimme  das  in  Nro  7)  vorkommende  Doppelintegral 
von  J dt  iij  mit  der  Cnbatorformei  überein:  betrachten  wir  daher 
£.  »J-  £ als  rechtwinklige  Coordmaten  eintrs  Punktes,  so  bedeutet  in 


den  Gleichungen 


\ I— ~ 


0) 


S = ab  V, 


V 


-ff* 


5 di  dl j 


0 


V ein  Volumen,  dessen  Horizontalprojektion  oder  Basis  ein  mit  dem 
Pi  r 5-  Halbmesser  1 beschriebener  Kreis  ist,  wie 

man  aus  den  Integrationsgrenzen  sogleich 
ersieht,  und  das  oberhalb  durch  die  mit- 
telst der  Gleichung  8)  charakterisirte 
Flache  begrenzt  wird.  Um  von  der  Ge- 
stalt der  letzteren  eine  Vorstellung  zu  er- 
halten, betrachten  wir  die  Schnitte,  welche 
die  Fläche  mit  den  Coordinatenebenen 
1 5 und  ij  5 bildet ; ans  den  Gleichungen 
dieser  Schnitte 

t=VW’  «=VW 

geht  hervor,  dass  die  Curven  vertikal  stehende  Asymptoten  in  den 
Entfernungen  0 D = OE  = 1 (Fig.  57)  besitzen,  dass  also  die 
Fläche  ins  Unendliche  geht.  Legen  wir  ferner  einen  horizontalen 
Querschnitt  in  der  Hohe  OQ  = J durch  dieselbe,  so  bleibt  £ in 
Nro.  8)  constant  and  es  ist  aus  der  nunmehrigen  Gleichung: 

£2 — a 2 £* — ß2 

10>  $=r  «*  + 1^=7-  ’J1  = 1 

ersichtlich,  dass  jener  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

\[  S-  — 1 \f £*— 1 

V £*— a2’  V 

bildet,  welche  für  £ = 1 = OF  in  einen  Punkt  übergeht  und  sich 
für  unendlich  wachsende  £ mehr  und  mehr  dem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  1 nähert.  Die  Gestalt  des  Volumens  V ähnelt  demnach 
der  eines  unendlichen , trichterförmig  ausgehöhlten  Kreiscylinders 
und  der  Querschnitt  des  V ist  ein  Ringqnadrant  mit  der  Fläche 


* 4 V g!  — V p — ß? 
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welche  Q»  heissen  möge.  Der  günstige  Umstand,  dass  diese  Quer- 
schnittsfläche  so  leicht  zu  bestimmen  war,  erlaubt  nun  eine  andere 
Berechnung  des  F,  indem  man  beachtet,  dass  F aus  zwei  Theilen 
besteht,  deren  erster  ein  Kreiscylinder  von  der  Höhe  OF=  1 ist 

und  deren  zweiter  durch  das  Integral  J ° d£  ausgedrückt  wird, 

wenn  § von  1 bis  oo  geht;  zufolge  dieser  Bemerkung  ist: 

oder  für  z = — , und  wenn  Sl  die  Oberfläche  des  ganzen  Ellip- 

u 

soides  bezeichnet : 

11)  ß = fV-TT  — 141- 

L J ( V(l— aV>)(l— ß2u*)]  m2J 

Sind  a und  (S  sehr  klein,  so  würde  man  für  den  eingeklammer- 
ten Ausdruck  leicht  eine  rasch  convergirende  Reihe  aufstellen  kön- 
nen; im  Gegenfalle  ist  es  vortheilhafter , auf  elliptische  Funktionen 

« 

zurückzugehen.  Dies  geschieht  mittelst  der  Substitution  u — ; 

cc 

o 

wegen  a b ist  dann  auch  a ß,  mithin  — ein  echter  Bruch, 

welcher  x heissen  möge;  dem  Werthe  u — 0 entspricht  cp  — 0,  für 
« = 1 erhält  <p  einen  Werth  9?!  der  Art,  dass  sincpi  = a.  Dem- 
nach ist: 

. Wi 

cc2  — 5m2  cp  ) dcp  1 

VT— *2*mV  sin2(Pl 


& = 2 nab 


, V; 

[1  + ir/  t 


a 2 cos  cp 


0 

Vi 


= '27tab  f 1 — f- « f\coscp  — ■ . -1  ==r j — (——2^  (x, 

L 7 I T V 1— xW<p's™2<P V T J 

Die  noch  übrige  Integration  lässt  sich  mittels  <Jgr  Bemerkung 
ausführen,  dass 

d\ cot<p  ■*■*— — 

' V 1 — x2  sin2  9 sin2  cp  V 1 — x2sm2qp 

lst,  woraus  man  umgekehrt  erhält 

_ r dcp  * ^ ^ _ 

7 sin2cpVri — x2sin2cp  ^ ^ J V~  1 — x2sin2(p 

Vereinigt  man  diese  Gleichung  mit  der  folgenden: 


cotcpV^  1 — %2sin2cp  — x2  f 

J V 1— x2.«V 
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I, 


cos  cp 


dq p = 


so  ergiebt  sich: 


f\ 


cos  cp  — 


sm  2 cp 
1 i dqp 


Vl—X1  sin1  <p 1 sin1  Cp 


stn  cp 

cos  (pV^  1 — x2  sin 2 cp  — 1 
sin  cp 

X2  f sin2 V 

J V 1 — x2  sin-  cp 


Für  cp  = <jp|  wird  nun  sin  cp  { = a,  coscpi  — v~^ 
x sincpi  = ß ; für  cp  = 0 erhält  der  vom  Integralzeichen  freie 

Ausdruck  die  Form  deren  wahrer  Werth  in  diesem  Falle  die 

Null  ist;  daher  bleibt: 

<7>i 

j cos  (p  

0 


/ 


1 


dqp 


VT 

Vi— «-  V i—ß!—  1 


a 


Vl-a'2Vl—ß-—l 


a 


— K'-Sitfcp  ’ smZ(P 

Vx 

_ x,  f sin<1<P  d(P  ' 

J V 1 — X-  Si»2  <p 

+ £(x,  9),)  — ^(x,^). 


und  es  ist  nach  diesen  Bemerkungen  zusammen: 

& = iitab  [V(l  — «*)(1  — ß*)  + aE  (x,  9>i)  + (■£  — «)  F(%,  <p> ) j, 

oder  endlich,  wenn  a und  ß durch  a,  b und  c ausgedrückt  werden: 

12)  & — 2?tc2-f-  J(a2  — c2)  E (x,  cpx)  -|-  c2F(x, 

V a2 — c2  ( ’ 


,-1/a  (62-c2) 

V b(a2  — c2Y 


suiqp!  — 


V~  a2 — o‘j 


cos  Opi  = 

a 


(a2  — c2)  ' • a 

y.  Für  ein  elliptisches  Paraboloid,  dessen  Parameter  2 a und 
2 b sein  mögen,  dessen  Gleichung  also 


x2 


1 y‘ 

z ~~  Ta~T~  Ti 

lauten  würde,  ist  die  allgemeine  Complanationsformel : 


13) 


s = f fdxd,JVl+i+ik' 


*0  ?/o 


Ohne  diese  Integration  auszuführen,  kann  man  auf  der  Stelle 
eine  Vergleichung  der  Fläche  /$  mit  dem  Volumen  vornehmen,  wel- 
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chcs  die  Horizontalprojektion  von  & zur  Basis  hat  und  oberhalb  durch 
ein  getheiltes  Hyperboloid  begrenzt  wird.  Die  Gleichung  der  letz- 
teren Fläche  ist  nämlich: 


x2  ' y2  . z2 

— ~T  — TTi 7 = 1 oder  2 

a 2 b 2 c 2 


~Vh? 


+ 


r 

b 2’ 


mithin : 


• v=c  f J dxd,jV  +& 

*0  Vit 

und  wenn  man  dies  mit  S vergleicht,  .so  folgt  die  elegante  Bezie- 
hung V = CaS,  die  sich  leicht  in  Worte  kleiden  Hesse. 


§.  96. 

Complanationsformcl  für  Polarcoordinaten. 


Nicht  selten  bedient  man  sich  statt  der  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  OM  r=  x , MN  = y,  NP  =.  z,  der  sogenannten  räumlichen 
Fig.  58.  Polarcoordinaten,  indem  man  den  Iia- 

diusvector  OP=r , den  Winkel  MOP 
=■  u und  de,n  Neigungswinkel  N MP 
der  Ebenen  MOP  und  MO  Y in  Rech- 
nung bringt ; die  Formeln  dazu  sind : 

1 ) x — r cos  u , 

y = r sinu  cost , 
z = r sin  u sin  t. 

Denkt  man  sich  diese  Werthe  in 
die  Gleichung  der  Fläche  eingesetzt,  so 
lässt  sich  dieselbe  auf  r reduziren  und 
auf  die  Form  r = G>(u,  t ) bringen, 
wobei  r als  abhängige  Variabele  erscheint.  Um  nun  die  Formel: 


2) 


J J S 0>y)  dx  dy 

r Cs,  . \ x d y ^ x ^y\ 

— / / / 0’ 008  wi  r 8m u cos  0 \ > — > — ) du  dt 

J J * \bu  ot  dt  du  / 


zuin  Uebergange  von  dem  einen  zum  anderen  Coordinatensysteme 
benutzen  zu  können,  ist  es  vor  Allem  nöthig,  aus  der  Funktion 

3)  /<*»*>  = IA+Gi)  + fö) 
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die  partiellen  Differenzialquotienten  von  z zu  entfernen  und  da- 
für die  partiellen  Differenzialquotienten  der  neuen  abhängigen  Va- 
riabel en  einzuführen,  was  auf  folgende  Weise  geschieht.  Da  z eine 
Funktion  von  x und  y war,  mithin  auch  von  u und  t abhängt,  so  ist: 

dz  dz  da;  . dz  d y 

du  da;  * dll  2)y  ’ du  1 

dz  dz  da;  dz  d y 

d t d X * d t d y dt* 

Eliminirt  man  hieraus  und  — — indem  man  zur  Abkürzung  setzt: 

ox 


d?/ 


4) 


**  1 
1 

d Z 

du 

’ dt 

dt  * 

du 

dz 

da; 

dz 

dy 

dt 

* du 

du  * 

dt 

da; 

dy 

d X 

dy 

du 

* dt 

dt  * 

dll 

dz 

3/ 

= 

iV  ’ 

N 

M, 

iV, 


so  findet  sich: 
dz_ 
da; 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  Nro  3)  und  2)  giebt,  wenn  man 
beachtet,  dass  auf  der  rechten  Seiten  von  Nro.  2)  der  Faktor  N 
gleichfalls  vorkommt: 


5) 


5 = I fdx  ^V1  + (lf)2  + \tv 

= J J du  dtVTJ+W+ ü*. 


Y 

iyj 


Die  Differenziation  der  Gleichungen  1)  liefert  nun  folgende  Werthe: 

da?  dr 

du  du 

da;  dr 


= — cosu — rsinu^ 


dt 

l y_ 

du 

dt 

dz 

du 

dz 

Tt 


dt 


cos  u , 


r cos  u 


( 


) cost, 


d r 

d7 


/3r  • I 

I — sin  u -+- 
\du 

jt  — rrsm  sinu, 

(*r  . , \ . . 

I - — sinu-\-rcosu  ] smt, 

' / 

/*r  • # i A • 

I yy  sm  t — 7’  cos  tj  sin  u , 
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und  man  erhält  aus  denselben  für  L,  M,  N die  Ausdrücke: 

r {*r  • i \ • 

L = — r — — sin  u -4-  r cos  u ) sin  n, 

\ou  / 

M — r ( — cos  u — r sm  u 1 sin  u cos  t — r - — sin  t , 

\}>u  J 2>t 

,T  /Dr  \ . ?r 

Jy  = — r — — cos u — r sin u ) sin u smt — r - — cos  t , 

\ 3 u / ? t 

endlich  nach  leichter  Reduktion: 


+ m + N*  = >'2  [j’"J  + (10  jsi«2“ + (ly)2]- 

Die  allgemeine  Complanationsformel  nimmt  vermöge  dieser 
Substitution  die  folgende  Gestalt  an: 

6)  ,s= ffr du  dt  V\  r'! + (li)*  1 sm2  u + (lf)J 

und  man  wird  sich  derselben  in  allen  den  Fällen  bedienen,  wo  die 
Gleichung  der  Fläche  bei  Polarcoordinaten  wesentlich  einfacher  als 
bei  rechtwinkligen  Coordinaten  ist. 


§.  97. 

Die  drei-  und  mehrfachen  Integrale. 


Sowie  wir  das  Doppelintegral  als  Grenzwerth  einer  Doppel- 
summe betrachteten,  so  sehen  wir  auch  das  dreifache  Integral: 

*i  V\  *i 

1)  W = fff  F(ß,y,z)  die  dy  dz 

z0  Z/o  20 

als  Grenzwerth  der  dreifachen  Summe  an,  welche  entsteht,  wenn 
man  in  dem  Ausdrucke  f(x,y,z)  d x /ly  dz,  den  unabhängigen 
Variabelen  x,  y,  z alle  Werthe  ertheilt,.  welche  sich  aus  den  Inter- 
vallen x — x0  bis  x = Xi , y — y0  bis  y = yx  und  z = z0  bis 
z = zl  herausgreifen  lassen.  Nicht  selten  gestattet  auch  dieser  Pro- 
cess  eine  geometrische  Auffassung.  Sehen  wir  z.  B.  in  dem  Inte- 
grale : 

Xi  ?i  PZi 

2)  \V  — j j J dx  dy  dz 

*0  Z/o  *0 

x ,y,z  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  würde  das 
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Produkt  dx  dy  dz  das  Volumen  eines  Parallelepipedes  bedeuten, 
dessen  drei  in  einer  Ecke  znsammenstossende  Kanten  dx,  dy  und 
dz  sind;  W ist  demnach  die  Summe  einer  unendlichen  Menge  sol- 

pj<r  59  eher  Volumenelemente,  mit- 

hin selbst  ein  Volumen, 
welches  auf  folgende  W eise 
zu  Stande  kommt.  AVir  den- 
ken uns  zwei  Flächen  con- 
struirt,  deren  Gleichungen 
-i  =f\  fo  ’j)  und  Zq  =/0(.r^) 
sein  mögen,  imd  summiren 
zunächst  alle  von  z = z0 
bis  z = Zi  vertikal  anein- 
ander gereihten  Elemente; 
der  Ausdruck: 


* i 

/ 


de  dy  dz  = dx  dy  (z1  — zd) 


u 

bedeutet  jetzt  ein  Farallelepiped , dessen  Höhe  z±  — z0  von  end- 
licher Länge,  dessen  Querschnitt  dx  dy  aber  unendlich  klein  ist; 
mail  hat  nun  weiter: 


yx  yx  xi  yx 

W=  J J Gi  — Zi,)dx  dy  = J j Zi  dx  dy  — J J z0dx  dy , 


*u  y. 


y o 


*o  Vo 


und  hier  können  die  Betrachtungen  des  §.91  angewendet  werden; 
sie  zeigen,  däss  W ein  Volumen  bedeutet,  welches  dieselbe  Ilorizon- 
talprojcktion  wie  das  in  §.  91  betrachtete  hat,  und  das  ausserdem 
zwischen  den  zwei  durch  Zj  = f\(x,y)  und  z0  = f0(x,y)  repräsen- 
tirten  Flächen  liegt  (Fig.  59).  — Eine  ähnliche  Anschauungsweise 
gestattet  das  allgemeinere  Integral  1),  nur  muss  man  sich  jedes  Vo. 
lumeuelement  dx  dy  dz  erst  mit  einem  Faktor  Jr(x,y,z)  multiplizirt 
denken,  bevor  zur  Summirung  geschritten  wird.  Noch  klarer  wird 
dies,  venn  man  die  mechanischen  Begriffe  der  Masse  und  Dich- 
tigkeit zu  Hülfe  nimmt.  Ist  nämlich  ein  Körper  durchaus  homo- 
gen, so  gilt  bekanntlich  die  Regel,  dass  die  Masse  das  Produkt  aus 
seiner  Dichtigkeit  und  seinem  Volumen  ist;  ändert  sich  aber  die 
Dichtigkeit  von  Punkt  zu  Punkt,'  betrachtet  man  sie  demnach  als 
Funktion  der  drei  rechtwinkligen  Coordinatcn  eines  Punktes,  so  darf 
jene  Regel  nicht  mehr  für  irgend  ein  endliches  Stück  des  Körpers 
angewendet  werden,  wohl  aber  für  ein  unendlich  kleines.  Bezeich- 
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nen  wir  demnach  mit  F(x,y,z)  die  im  Punkte  xyz  stattfindehde 
Dichtigkeit,  so  ist  F(x,y,z)  dx  dy  dz  die  Masse  des  in  dem- 
selben Punkte  vorhandenen  Körperelementes,  d.  h.  kurz  das  Massen- 
element;  die  Summe  aller  nach  den  drei  Dimensionen  des  Raumes 
hin  vcrtheilten  Massenelemente  giebt  die  Gesammtmasse  des  Körpers 
und  diese  ist  die  Bedeutung  von  W.  Dividirt  man  endlich  W durch 
das  Volumen  V desselben  Körpers,  so  erhält  man  die  mittlere 
Dichtigkeit  desselben. 

In  allen  den  Fällen,  wo  die  erste,  auf  z bezügliche  Integration 
unmittelbar  ausführbar  ist,  wie  in  dem  speziellen  Beispiele  2),  redu- 
zirt  sich  das  dreifache  Integral  1)  von  selbst  auf  ein  doppeltes,  des- 
sen weitere  Behandlung  den  bereits  entwickelten  Regeln  unterliegt; 
ist  aber  die  erste  Integration  ohne  Weitläufigkeiten  nicht  zu  bewir- 
ken, so  kann  man  zwei  verschiedene  Wege  einschlagen,  die  im  Fol- 
genden bestehen. 


I*  Das  dreifache  Integral  W lässt  sich  ansehen  als  zusammen- 
gesetzt aus  einem  Doppelintegrale  (in  Beziehung  auf  z und  y)  und 
aus  einem  nachherigen  einfachen ; reduzirt  man  zunächst  nach  irgend 
einer  der  früheren  Methoden  das  Doppelintegral  zu  einem  einfachen 
Integrale , so  giebt  dieses  mit  der  letzten  Integration  zusammen  wie- 
der ein  Doppelintegral,  dessen  Reduktion  dann  von  Neuem  zu  ver- 
suchen ist.  So  z.  B.  kann  man  aus  dem  dreifachen  Integrale: 

h h — x h — x—y 

T=JJ  f x^lym~lzn~lf{x-{-y-\-z)dx  dydz 


3) 


0 0 
h 


0 


h — x h — x—y 

— J* xl~~l  dx  J J ym~~1zn~1f(x-\-y-{~z)dydz 


0 


0 


zuerst  die  doppelte  auf  z und  y bezügliche  Integration  herausheben 
und  zur  Abkürzung  h — x — k und  f(x-\-y-\-  z)  — (p  (y-\-z)  set- 
zen; der  Werth  dieses  Doppelintegrales  ist  dann  nach  Formel  6) 
in  §.  94  zu  finden,  nämlich: 

k k—y  k 

f S t dy  dz  = 

0 0 ' V 


mithin  durch  Substitution  in  3)  und  wenn  man  wieder  k h — x 
und  <p(s)  = /(#-(- s)  einsetzt: 
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h h — x 

P(m ) ro 


Tr=z 


P(m  -(-  n ) 


jy  jx’—'dx  f 


0 0 
h h—x 


r(m ) T(n) 

w) 


//* 


/ — — 1 


0 0 


Die  Formel  G)  in  §.  94  kann  hier  wiederum  angewendet  werden 
und  giebt: 

h 

rr> r(m)T(n)  r(l)r(?n4-n ) f ^ , , 

T ~F7  I \ ,Tv71 i — 7 / lf(8)ä8 ; 

i (;/i-j-n)  i (/-(-m-j-n) o/ 

0 

hält  man  dies  mit  3)  zusammen,  so  gelangt  man  zu  einer  Gleichung 
welche  sieh  zu  folgendem  Theoreme  formuliren  lässt : 

Wenn  sich  die  in  der  Gleichung 


ly»  Un  z)  dx  dy  dz 


postuürten  Integrationen  auf  alle  positiven  x , y und  z beziehen, 
welche  der  Bedingung: 

h^x-\-y-\-z^0 

genügen,  so  ist  der  Werth  der  dreifachen  Integrales: 

h 


Aorwrw  Cj+m+n-i 


f(s)  ds. 


0 


In  dem  speziellen  Falle  h = 1,  f(s ) = 1 kann  auch  die  auf  s be- 
zügliche Integration  ausgeführt  werden  und  giebt  wegen  fiTip) 
— r(l-f  die  Formel: 

i\[)  r(ni)  r(n) 


4) 


IIP 


dx  dy  dz 


.Ff  1 — j—  l — |—  w.  n) 
wobei  die  Integration  auf  alle  positiven  der  Bedingung  1 .r  -} - y 
-j-  z ^ 0 genügenden  x,y,z  ausgedehnt  sind.  Setzt  man: 

-(#  * = (-f)'- 


m 


fl  v 

P <1  ~~  r ’ 

und  schreibt  am  Ende  wieder  «r,  »/,  z für  £,  r\ , J,  so  gelangt  man  zu 
dem  allgemeineren  Theoreme : 
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5) 


y-v-1 


pqr 


worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x,  y,  z beziehen, 
welche  der  Bedingung : 


genügen. — Die  Formel  5)  dient  zur  Auflösung  vieler  geometrischer 
Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  Volumina,  sowie  mechanischer 
Probleme  die  Ermittelung  von  Massen,  Schwerpunkten  und  Träg- 
heitsmomenten betreffend;  nimmt  man  z.  B.  h = p,  = v = 1 und 
p = q = r = 2,  so  wird  T das  Volumen  vom  achten  Theile  eines 
dreiachsigen  Ellipsoides,  nämlich  T=.\itabc ; für  p — q ~ r = 4 
würde  man  den  achten  Theil  des  Volumens  erhalten,  welches  von 
der  Fläche : 

(f y + (ty + (ty  - ■ 

eingeschlossen  wird. 


II.  Das  zweite  Verfahren  zur  Reduktion  dreifacher  Integrale 
besteht  darin,  dass  man  an  die  Stelle  der  ursprünglichen  unabhän- 
gigen Variabelen  x,  y,  z drei  neue  Variabele,  etwa  r,  s,  t einführt, 
welche  mit  jenen  durch  Gleichungen  von  der  Form  x = <p  (r,  s,  t), 
y = ^ (r , s , <),  z = % (r,  s,  t ) verbunden  sind.  Geometrisch  ist  dies 
derUebergang  von  einem  Coordinatensysteme  zum  anderen  und  wird 
auf  folgende  Weise  bewerkstelligt.  Das  Integral  sei: 


7) ' 


W = ,z)dx  dy  dz. 


so  verwandelt  sich  F{x,y,z)  mittelst  jener  Substitution  in  eine  Funk- 
tion von  r , s,  t , welche  <£(?•,  s,  t)  heissen  möge,  also: 

8)  - ty(r,s,t),  *(>,«, 0]  = &(r,s,t ), 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  das  neue  Volumenelement  zu  finden, 
welches  an  die  Stelle  des  früheren  dx  dy  dz  tritt.  Letzteres  war 
ein  Parallelepiped , dessen  acht  Ecken  folgende  Coordinaten  hatten: 

x,  y,  z\  x-\~dx,  y,  z;  x,  y-f-dy,  z;  x,  y , z-j-dz; 
x-j-dx,y-f-dy,z;  x-{-dx,y,z-\-dz ; x,y-\-dy,z-\~dz; 

x-\-dx,  y-\-dy , z + rfz; 

in  gleicher  Weise  ist  das  neue  Volumenelement  ein  schiefes  Paral- 
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lelepiped,  dessen  Ecken  P,  1\,  P2,  Pa  u.s.w.  die  neuen  Coordinaten: 


r,  s,  t ; r-f- dr,  s,  i;  r,  s-|-ds,  i ; r,  5,  i-[~di  u.  8.  w. 
besitzen  und  dessen  Inhalt,  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  der 
Dimensionen,  gleich  dem  Sechsfachen  der  schiefen  Pyramide  PP\  P2  -^3 
ist.  Legen  wir  durch  P ein  Coordinatensystem  parallel  dem  ersten 
und  bezeichnen  wir  die  rechtwinkligen  neuen  Coordinaten  von  p i, 
P-2,  Pt  mit  £i  r\ i gr,  |2  >h  5-2 1 fe)  % so  wird  der  sechsfache 
Inhalt  der  Pyramide  P Px  P2  Pg , also  das  Yolumenelement,  durch 
den  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  Ausdruck : 

£i  C*?2  £3  — V3  £2)  ~f~  Vi  (£2  £3  — £3  £2)  “f“  £1  (£2  V3  — £3 
dargestellt;  dabei  ist  in  Beziehung  auf  das  ursprüngliche^  rechtyrink- 
lige  Coordinatensystem : 


£x  = #1  — X = <ir)  — a?=-^  dr, 

<)  r er 


d?/  , , dz  _ 

ebenso  sind  f2,  if2 , £2  die  partiell  in  Beziehung  aufs,  und  £3,  ^3, 
£3  die  partiell  in  Beziehung  auf  i genommenen  Differenziale  von  x , 
y,  z.  In  den  neuen  Coordinaten  r,  5,  i ausgedrückt,  ist  also  das 
Y olumenelement : 


da?  /dy  dz 
d r \ d s d i 


dy  dz\  , d?/  /3z.  da? 

d7*  d7/  57"\d7’’d7 

J dz  /da?  dy 

+ 77  Vd7*"d7 


dz  da?\ 
di ’ ds/ 

)] 


d 5? 

77 


2v 

da 


dr  Js  dt. 


Setzen  wir  zur  Abkürzung: 
dr\ds  di 


dy  dz\  . dff  /dz  da?  dz  da?\ 

d t * d * / ' d 7’  \ d S ’ d i di  * d S / 

z/da?  dy  da?  d^\ 
r \ d 5 di"  di  d S / 


+ 


so  erhalten  wir  die  Transformation  des  dreifachen  Integrales: 

10)  fff  F(x ,y ,z)dx  dy  dz  — fff*  (r,s,i).£ldr  ds  dt. 


Als  Anwendung  derselben  wählen  wir  den  Uebergang  von  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  räumlichen  Polarcoordinaten ; hier  ist, 
wenn  u für  8 gesetzt  wird: 

a?  = rcosu , y rsinucost , z = rsinusint , 

und  man  findet  mittelst  der  Formel  9): 

Sl  — r2sinu\ 
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die  Umwandlung  ist  demnach 

11)  f f f F(x,y,z)  dx  dy  dz 

rccJJJ 

= / / / F(y  cos  u , r sin  u cos  t , r sin  u sin  t ) r 2 sin  n d r d u d t. 

Man  kann  dieselbe  auch  leicht  direkt  erhalten,  wenn  man  r.  u,  t uni 
ihre  Differenziale  zunehmen  lässt  und  bemerkt,  dass  das  entste- 
hende Volumenelement  die  Form  eines  einem  Kugelgewölbe  ent- 
nommenen Gewölbsteines  besitzt;  es  ist  nämlich  für  OP=r,  /~MOP 

Fig.  CO.  = «i  L NMP  = t (Fig. 

60),  das  Volumenelement 
= P 1\  ,PP2  . PP3,  dabei 
PPX  = dr,  PP2  = r du, 
ferner  MP=r  sin  u,  [_  PMP% 
— dt , mithin  PP3  — r sin  u dt, 
woraus  für  das  Volumenele- 
ment der  Werth 

r^sinudr  du  dt 
wie  oben  folgt. 

Als  Beispiel  fiir  den 
Gebrauch  der  Formel  11) 
diene  die  Reduktion  des 
dreifachen  Integrales : 
dy  dz 


P=  f f f dx  dy 
\J  i / ^ / x ® — |—  y 


~\~y7~\~z2 

worin  sich  die  Integrationen  auf  alle  positiven  x,  y,  z beziehen  mö- 
gen, welche  die  Bedingung: 


1 


2 (*)’  + (f )'  + (f )’  2 « 


befriedigen;  die  geometrische  Bedeutung  von  P ist  dann  die  Masse 
des  Octanten  eines  mit  den  Halbachsen  a,  b,  c beschriebenen  Ellip- 
soides,  in  welchem  die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyz  durch 

1 1_ 

V*>+j /2-fz2  r 

ausgedrückt  wird,  das  also  aus  einer  stetigen  Folge  homogener  con- 
centrischer  Kugelschaalen  besteht.  Mittelst  der  Polarcoordinaten 
wird: 

'S  ff  rsinu  dr  du  dt, 

wo  noch  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind.  Integriren  wir 

28 
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zuerst  in  Beziehung  auf  r,  d.  h.  summiren  wir  alle  in  gerader  Li- 
nie vom  Mittelpunkte  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoides  liegenden 
Masseneieinente , so  fangt  r mit  r = 0 an  und  hört  bei  einem  der 
Oberfläche  des  Ellipsoides  zugehörigen  Wertlie  r = rx  auf;  dieses 
rx  findet  sich,  indem  man  die  Gleichung  der  Fläche  in  Polarcoordi- 
naten  umsetzt,  sie  lautet  dann: 

>j  sin 


( rx  cos  u\ 2 . /rt  sin  ucost\ 2 . / rj  sin  u sin  t\ 2 

+\— — ) +v — c — ; =1’ 


oder : 


rii  = 


■ ■— 


/ cos  u\ 2 ( sin  u cos  i\2  , f sin  u sin  t\ 2 ’ 

\~/  1 V b / ' V c / 


ferner  müssen,  um  den  Octanten  des  Körpers  zu  erhalten,  u sowohl 
als  t von  0 bis  \it  ausgedehnt  werden  und  es  ist  daher: 


1 i„  _ 

2 71  2 71  f/i 


' - fff  rsinu  du  dt  dr , 


v 


0 0 0 

oder  wenn  die  auf  r bezügliche  Integration  ausgefiihrt  und  fiir  rj2 
sein  Werth  substituirt  wird: 


i l 

§ 71  2 n 

z=.  \ I sinu  du  / 

J J (cosu 

0 0 l 


dt 


J /cosu\ 2 . /sinu  cos  t\2  , / sinu  sint\ 2 * 

\ a / ' \ b / ' \ c ) 

Der  hier  vorkommende  Nenner  kann  auch  in  der  Form: 

(cos2 u . sin2u\  , / cos2 u , sin2u\  . . 

{—  + -jr  )' tos" * + + —) sml  1 

r • 

dargestellt  werden,  wofür  kurz  m cos2 1 n sin2 1 geschrieben  werden 
möge.  Die  auf  t bezügliche  Integration  ist  dann  leicht  zu  bewerk- 
stelligen, nämlich: 


/ 

0 


1 

2 71 


dt 


mcos2t-\-nsin2t 


Tt 


"V mn 


und  wenn  man  die  Werthe  von  m und  n wieder  einsetzt,  so  erhält 
man  jetzt  Folgendes  einfache  Integral: 


= 1*/ 


ln 


sinu  du 


' Ji,  l — — ■ ■ ■ ■ 

1 / (cos2u  | sin2u\/cos2u  . 5m2«\ 

V \ a 2 ' b2  ) \ a2  "i™  c2 ) 
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oder  fiir  cosu  = q , also  sinu  du  — — dq  und  sm2u  = 1 — q2: 


Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral , wenn  die  Excentricitäten 
des  Ellipsoides  in  Rechnung  gebracht  werden ; setzen  wir  nämlich 
a b c voraus  und  bezeichnen  wie  folgt: 


VV  — T2 


a 


ß. 


Va2  — C'2 


a 


so  erhält  P die  Form: 

P — 


'“‘/Vc — 


= wo  ß < y, 


dq 


V"(l  — /»»?*)(!  -/*?*)  ' 


Will  man  endlich  auf  elliptische  Integrale  zurückgehen,  so  setzt  man 
yqz=sm(p , y = sw  und  es  wird : 


Fi 


mithin  die  ganze  Masse  des  fraglichen  Ellipsoides: 

M = i%~  f(£-,  cpX  cos 9,  = A ' 

/ \ y / ® » 1*  Si 

woraus  sich  durch  Division  mit  V — ~ sr  a & c die  mittlere  Dichtig- 
keit desselben  ableiten  Hesse. 

Die  hier  auseinandergesetzten  Methoden  sind  auch  auf  mehr 
als  dreifache  Integrale  anwendbar,  doch  können  wir  uns  tieferer 
Untersuchungen  darüber  um  so  eher  enthalten,  als  solche  mehr- 
fache Integrale  seiten  Vorkommen,  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde, 
wöil  sie  keine  geometrische  oder  mechanische,  sondern  nur  eine  rein 
analytische  Bedeutung  haben. 
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Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Variabelen. 


§.  98. 

* r • 

Grundbegriffe;  Trennung  der  Variabelen. 

Die  bisherigen  Integrationen,  sie  mochten  nun  ein-  oder  mehr- 
fache sein,  bezogen  sich  immer  auf  entwickelte  Differenziale,  d.  h. 
auf  gegebene  Funktionen  der  vorhandenen  Vjyiabelen;  es  kann 
aber  dagegen  der  Fall  Vorkommen,  dass  von  einer  Funktion  der 
Differenzialquotient  nicht  unmittelbar  bekannt  ist,  sondern  nur  eine 
Beziehung  zwischen  ihm  und  der  ursprünglichen  Funktion  vorliegt 
und  dass  hieraus  die  Natur  der  Funktion  bestimmt  werden  soll.  So 
könnte  z.  B.  nach  der  Funktion  y von  x gefragt  werden,  welche 

dy 

ihrem  Differenzialquotienten  gleich,  fiir  die  also  = y ist ; eben- 
so liesse  sich  die  Frage  nach  der  Curve  Stellen,  deren  Subtangente 

gleich  der  doppelten  Abscisse,  d.  h.  = ~~  wäre  u.  s.  w. , und 

dx  *L  x 

es  würde  bei  solchen  Problemen  immer  darauf  ankommen,  aus  der 
gegebenen  zwischen  x , y,  dx  und  dy  stattfindenden  Relation  eine 
neue  von  dx  und  dy  freie  Gleichung  abzuleiten,  mittelst  deren  sich 
schliesslich  y durch  x ausdrücken  liesse.  Alle  jene  Gleichungen , in 
denen  sich  eine  Beziehung  zwischen  einer  noch  unbekannten  Funk- 
tion und  einem  oder  mehreren  ihrer  Differenzialquotienten  aus- 
spricht, heissen  Differenzialgleichungen;  die  Aufgabe  ist,  sie 
ntegrir en,  d.  h.  aus  der  Differenzialgleichung  eine  weitere 
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Gleichung,  die  sogenannte  Integralgleichung  abzuleiten,  in 
der  keine  Differenziale,  sondern  nur  die  ursprünglichen  Variabelen 
und  etwaige  Constanten  Vorkommen.  Gewöhnlich  classifizirt  man 
die  Differenzialgleichungen  nach  der  Ordnung  des  höchsten  vorkom- 
menden Differenzialquotienten,  indem  man  sagt:  dass  die  Differen- 
zialgleichung von  der  raten  Ordnung  sei,  wenn  der  höchste  in  ihr 
enthaltene  Differenzialquotient  von  der  raten  Ordnung  ist.  Das  all- 
gemeine Schema  der  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabelen  x und  y ist  demnach: 

.)  =0, 


dv 

und  wenn  man  sich  die  Gleichung  auf  — - reduzirt  denkt: 

CL  CC 


2>  <dx  = ~~  oder  (p^x->y)dxJr^^x^dy  = °* 

Bevor  wir  die  Integration  der  Differenzialgleichungen  näher  be- 
trachten, wollen  wir  erst  einen  Blick  auf  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Operation  werfen.  Sehen  wir  in  einer  Gleichung  von 
der  Form: 

i 

3)  df  = 1 ■ 

x und  y als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  an,  so  ist  zwar 
die  Natur  der  Curve  noch  nicht  bekannt,  auf  welcher  sich  derselbe 
befindet,  man  kennt  aber  die  Richtung  der  Tangente  an  dieser  . 
Linie;  denn  die  Gleichung  3)  giebt  tan  x — r,y),  wo  t 

den  Winkel  zwischen  der  Abscissenachse  und  der  Tangente  am 
Punkte  xy  bezeichnet.  Geben  wir  dem  x und  y zwei  willkür- 
liche Anfangswerthe  x = x0  und  y = y0  , so  lässt  sich  die 
Tangente  vermöge  der  Gleichung  tant0  — %(x0,yQ)  construiren; 
auf  dieser  nehmen  wir  nahe  an  x0y0  einen  zweiten  Punkt  xxyi  und 
betrachten  das  zwischen  x0y0  und  x1  yx  liegende  Stück  der  Tangente, 
welches  t$  heissen  möge , als  näherungsweisc  zusammenfallend  mit 
der  Curve.  Von  diesem  zweiten  Curvenpunkte  xxyx  ausgehend,  kön- 
nen wir  die  vorige  Construktion  wiederholen,  also  tanX\  =■  %(xi^/i) 
bestimmen,  die  Tangente  ziehen,  auf  ihr  ein  Stück  ^ abschneiden 
und  damit  zu  einem  dritten  Punkte  x2y2  gelangen  u.  s.  f.  Das  so 
construirte  Polygon  schliesst  sich  der  gesuchten  Curve  offenbar  um 
so  genauer  an,  je  kleiner  seine  Seiten  1 1 , etc.  sind,  und  man 

ersieht  hieraus  die  Möglichkeit  einer  zwar  näherungsweisen  aber  bis 
zu  jedem  beliebigen  Genauigkeitsgrade  verfolgbaren  Integration 
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gegebenen  Differenzialgleichung.  Man  bemerkt  zugleich  eine  ge- 
wisse Unbestimmtheit,  welche  in  der  Lösung  der  Aufgabe  liegt. 
Da  nämlich  der  erste  Punkt  x0y0  willkürlich  bleibt,  so  giebt  es  nicht 
eine,  sondern  unendlich  viele  Curven  mit  der  in  Nro.  3)  verlangten 
Eigenschaft;  diese  Curven  sind  im  Allgemeinen  von  derselben  Na- 
tur und  nur  verschieden  in  der  Lage  oder  in  den  Dimensionen.  So 

dy  y 

z.  B.  genügt  der  anfangs  erwähnten  Differenzialgleichung  — - = ■— 

(IX  L X 

jede  Gleichung  von  der  Form  y =r  Ylclc,  wo  k beliebig  bleibt,  d.h. 
in  j e d e r Parabel  ist  die  Subtangente  der  doppelten  Abscisse  gleich. 
Auch  analytisch  begreift  sich  das  Vorkommen  einer  willkürlichen 
Constante  leicht,  wenn  man  die  Differenzialgleichung  entstehen  lässt; 
differenzirt  man  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form  F(x,y , fc) 
= 0,  worin  k eine  Constante  bezeichnet,  so  folgt: 

- — dx  - h - — d y = 0, 
dx  ' dy 

und  wenn  k aus  beiden  Gleichungen  eliminirt  wird,  so  entsteht  eine 
neue  Gleichung  zwischen  x , y und  d.  h.  eine  Differenzialglei- 

(X  cc 

chung,  und  letztere  bleibt  dieselbe,  welchen  Werth  man  auch  dem 
k ertheilt  haben  möge.  Umgekehrt  ist  Z'\#,2/,&)==0  die  zu  Grunde 
liegende  Integralgleichung ; soll  dieselbe  allgemein  sein,  so  muss 
darin , wie  vorher , die  willkürliche  Constante  k Vorkommen ; 
ausserdem  würde  man  nur  eine  spezielle  oder,  wie  man  zu  sagen 
pflegt,  eine  partikuläre  Auflösung  der  Differenzialgleichung 
haben. 

Die  Integration  einer  Differenzialgleichung  gelingt  immer,  wenn 
sich  eine  Trennung  der  Variabelen  vornehmen  lässt,  d.  h. 
wenn  man  die  Differenzialgleichung  auf  die  Form: 

4)  Xdx  —J“  Ydy  0 

t | f ^ 

bringen  kann,  wo  X eine  Funktion  von  x allein  und  Y eine  Funk- 
tion von  y allein  bedeutet.  Das  allgemeine  Integral  wird  nämlich 
in  diesem  Falle: 

5)  ) y X d x -f-  I Y dy  — Const.  — 0 ; 


j;M 


T 


man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht,  wenn  man  die  linke  Seite 

rT  ■ i jt  ,i.  • ° 7 

einstweilen  mit  f(x,y)  bezeichnet  und  den  in  §,  8 bewiesenen  Satz: 


i 1L 

d x ?>y  d x 


0 
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v 


V 


in  Anwendung  bringt;  es  ist  dann  — = X,  y—  = Y,  weil  inNro. 

5)  die  Integrationen  so  geschehen , als  wären  x und  y von  einander 

dy 

unabhängige  Variabele;  man  erhält  folglich  X Y = 0,  was 

mit  der  Gleichung  4)  übereinstimmt.  — Etwas  ^allgemeiner  als  die 
Differenzialgleichung  4)  würde  die  folgende  sein: 

6)  Xl  y2  dx  + X2  Yi  dy  = 0, 

in  welcher  und  X2  von  Y,  Y!  und  Y2  von  x frei  sein  mögen; 
durch  Division  mit  X2  Y2  wird  daraus : 

Xx  , . Yi  ‘ 

— dx  + -y  dy  = 0, 

Ai  i2 

mithin  durch  Integration: 


7) 


J~r  dx  + dy  = Const. 


L2 

Als  geometrische  Anwendung  hiervon  behandeln  wir  das  Pro- 
blem, die  Curve  zu  finden,  in  welcher  die  Subtangente  eine  gege- 
bene Funktion  cp(x)  der  Abscisse  ist.  Wir  haben  in  diesem  Falle 
die  Differenzialgleichung: 

dy 

y-Tx  = (p^' 

oder  nach  Trennung  der  Variabelen: 


dy 

y 


dx 


, <p(*y 

mithin  durch  Integration: 

. P dx 

du  = Const.  4-  / — — . 

J ^ J <P  O) 

Um  auf  y zu  reduziren,  setzen  wir  e — C,  wo  C eine 
neue  willkürliche  Constante  bezeichnet  und  erhalten  so: 


/ 


dx 

<P(.x) 


y = C e 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve.  — In  ganz  ähnlicher  Weise 
lässt  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die  Curven  zu  finden,  bei  denen 

cp  ( x') 

die  Subtangente  von  der  Form  ;■  ist;  man  erhält  als  Integral- 

t(y) 

gleichung : 

f^jrr  = Const.  ‘ 

J y*l>(y)  J 9>W 
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U eberhaupt.  bieten  die  Subtangenten  und  Subnonnalen  der  Curven, 
als  Funktionen  der  Abscissen  oder  Ordinaten  betrachtet,  eine  ziem- 
liche Auswahl  solcher  leicht  zu  integrirendcr  Differenzialgleichungen 
dar. 


§.  99. 


Substitution  neuer  Variabelen. 


Wenn  sich  die  Trennung  der  Veränderlichen  unmittelbar  nicht 
bewirken  lässt,  so  ist  es  nicht  selten  von  Vortheil,  statt  der  ursprüng- 
lichen Variabelen  neue  Variabelen  durch  Substitution  einzulührcn 
und  damit  die  gegebene  Differenzialgleichung  in  eine  andere  zu 
translbrmiren , welche  jene  Sonderung  gestattet.  Das  Technische 
des  Verfahrens  wird  man  aus  folgenden  Beispielen  ersehen. 

I.  Es  werde  die  Curve  gesucht,  in  welcher  der  Winkel,  den 
die  Tangente  im  Punkte  xy  mit  der  Abscissenachse  macht,  eine  ge- 
gebene Funktion  des  Winkels 
zwischen  Radiusvector  und  Ab- 
scissenachse ist,  d.  h.  t=/(m), 
wenn  in  Fig.  61  XS P=t 
und  XO  P =.  u . Da  in 
diesem  Falle  auch  tanz  eine 
Funktion  von  fcmw,  etwa  tanz 
= Cp  {tan  u)  sein  muss,  so  hat 
man  unter  Voraussetzung  recht- 


Fig.  Gl. 


ferenzialglcichung : 

1) 


winkliger  Coordinaten  dieDif- 


in  welcher  die  Variabelen  im  Allgemeinen  nicht,  sondern  nur  in 
dem  speziellen  Falle  trennbar  sind,  wenn  cp  ^ eine  Potenz  von 


'J 


a y 

— — ist.  netzt  man  dagegen  — = $,  wo  t eine  neue  abhängige 


x 


x 


Variabele  bezeichnet,  so  wird: 

% 

du  dt  . 

y — x t , — — x - 

d x dx 


und  die  Differenzialgleichung  1)  erhält  die  Form: 

dt  dx 

(p{t)  — t x 1 


dt 

x7l  = v(t) 


t oder 


t 
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in  welcher  die  Variabelen  gesondert  sind.  Die  Integration  liefert 
jetzteine  Gleichung  von  der  Gestalt  i p(t)  = Ix  -}-  Const.,  und  wenn 

man  statt  t seinen  Werth  — wieder  einsetzt,  so  ist  ip  = Ix 

-|-  ConsL  das  Integral  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 

Soll  z.  B.  r = 2 m sein,  so  folgt: 

! Itanu 

tanz  = — , 

1 — tan 2 u 

und  durch  Vergleichung  mit  tan  r = qp {tarnt)  ergiebt  sich,  dass 
liier  * 

2 1 l-M 

<p(0  = ti  und  9(0  — * = 1 

ist;  daraus  folgt  weiter: 


n>(t) 


= f\L 

J ty{t)—t  J ( t 


2 1 l 


dt 


' 1 + t2) 

— lt  — 1(1 

und  die  Integralgleichung  lautet  demnach  für  Const.  = 
d.  h. 

2Cy  = x2  y*,  y = C±  VC2  — xK 

Öie  gesuchte  Curve  ist  folglich  ein  Kreis  mit  dem  willkürlichen 
Halbmesser  C;  der  Kreis  berührt  die  Abscissenachse  und  der  Be- 
rührungspunkt ist  der  Anfang  der  Coordinaten. 

Die  Gleichung  1)  bildet  das  Schema  der  sogenannten  ho- 
mogenen, d.  h.  aller  der  Differenzialgleichungen  (erster  Ordnung), 
ln  denen  eine  Beziehung  zwischen  zwei  gleichartigen  Grössen,  wie 
dort  zwischen  den  Tangenten  zweier  Winkel,  ausgesprochen  ist.  Ein 
paar  Beispiele  Solcher  Differenzialgleichungen  sind  noch  folgende. 

Fig.  G2.  Für  eine  auf  rechtwinklige  Co- 

ordinaten bezogene  Curve  sei  OM 
= x,  MP  = y (Fig.62),  MR  senk- 
recht auf  dem  Radiusvector  OP,  RS 
senkrecht  auf  OM  und  die  Gerade 
£ P die  Tangente  im  Punkte  P,  also : 
Xi—ycotz  = xcos2u , 

wenn  r = /~M S P und  u—  /_ MO P. 
Die  Differenzialgleichung  der  Curve 
lautet  dann: 


•4-12 


fap.  XIX.  §.  99.  Safaatitnrion  neuer  Variabelexx. 
d x ( x 

x — u ~r  = x\  7 — 

dy  \ ]/ xiJ^yj2J 

oder,  wenn  sie  auf  die  in  Nro.  I)  betrachtete  Form  gebracht  wird: 

dl! ^-^.y3 1 y 

•ix  xy  ij  x 

x 

Die  Substitution  y = x t giebt  weiter: 

tdt  = ^j,  P = I(*2)+  Cf 

nnd  die  Gleichung  der  Curve  ist  daher,  wenn  noch,  der  Gleichför- 
migkeit wegen  C = — i (a~)  gesetzt  wird: 


#=xV 


Frlr  x aUt  y imaginär,  für  x = a wird  y = 0.  and  von  hier 
ab  wachsen  die  Ordinaten  in.«  Unendliche.  Die  C’nrve  besitzt  vier 
Wendepunkte  an  den  Stellen  x=y=± 

Fig.  OZ.  Für  eine  zweite  Cnrve  gehe  folgende 

| Tangentenconstruktion.  Man  ziehe  (Fig.63) 
]von  dem  Endpunkte  M der  Abscisse  des 
IC'urvenpunktes  P eine  Senkrechte  auf  den 
Kadiosvector  bis  sie  *lie  Ordinatenachse 
I in  T schneidet  und  dann  TP,  welches  die 
Tangente  sein  soll,  so  ist  die  Differenzial- 
gleichung der  krummen  Linie: 
äy y- — *- y . 1 

dx  xy  x y 

x 

Mittelst  der  Substitution  y — xt  wird  hieraus: 

t dt  = — — , P = C — /(. r*), 

X 

und  mithin  ist  für  C = l(a- ) : 


—Vfö 


die  Gleichung  der  Curve.  Letztere  besitzt  eine  schleifenformige 
Gestalt,  ähnlich  jener  der  Lemniscate. 

II.  Die  Trennung  dter  Variabelen  gelingt  auch  bei  der  fol- 
genden Gleichung: 

3>  T*  + X!/  = X" 


Digitized  by  Google 


« 


Cap.  XIX.  §;  99.  Substitution  neuer  Variabelen.  443 

worin  X und  Xx  Funktionen  von  x allein  bezeichnen.  Denken  wir 
uns  nämlich  y als  Produkt  zweier  neuen  Variabelen  u und  v,  setzen 
also : 

dy  du  . dv 

y dx  dx  dx 

so  geht  die  Gleichung  3)  in  die  folgende  über : 

” + Xu)  + (“£  ~ Xi)  = °- 
Diese  ist  offenbar  erfüllt,  wenn  die  noch  unbekannten  Funktionen  u 
und  v den  Bedingungen : 

d n 

- Xx  = 0 


du  . dv 

— + X«=  0,  H — 


genügen.  Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir  durch 
Trennung  der  Variabelen  und  nachherige  Integration: 


d u 

— = — Xdx, 
u 


l 


“ ~ c +/■ 


X dx, 


C/ 

oder  wenn  e = k gesetzt  wird: 


u 


— ke~fXdx. 


Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  unter  Benutzung  des  für  u gefun- 
denen Werthes: 

= ~X,  e+f*dx 

dx  u k 

v = Const.  -J-  jf  Xte+fXdxdx. 

Vermöge  der  Gleichung  y — uv  wird  nun  fiir  k.  Const.  — K : 

0 y = (e~fXdx)  -(K+f  X e+fXdxdx), 

Wo  es  nicht  nöthig  ist,  den  angedeuteten  Integrationen  Constanten 
beizugeben,  weil  letztere  in  K vereinigt  sind. 

Beispielsweise  betrachten  wir  die  Curve,  deren  Tangente  im  Punkte. 
xy  von  der  Ordinatenachse  ein  Stück  abschneidet,  das  aus  der  vierten 

1 roportionale  zu  a,  x,  y und  aus  einer  Linie  b besteht,  wobei  a und 
6 gegebene  Geraden  bezeichnen.  Die  Differenzialgleichung  ist  dann : 

du  xy  : , 

9 ~ x d*  ~ ~ + b" 

f'der,  wenn  sie  ani  die  Komi  der  Gleichung  3)  gebracht  wird: 
dy  J_  / 1 1 \ b 

Tx  + W - T>  = - — 


X 
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Cap.  XIX.  39.  Sofcstrcmäßii 
man  hat  weiter : 

X=  — — . / Xix  /x,  X,  = — , 

a x J a x 

and  folglich  nach  Nro.  4): 


J =r  X« 


Uro  die  noch  übrige  Integration  aaäzmuhren,  sei  x = at;  es  wird 


daun  bei  theüweiser  Integration: 


= \\  -Wt"4 

=Tl~T/  + ,,(/)i- 


Daran-  er  «riebt  «ich,  wenn  der  Werth  von  t — restituirt  wird: 

c a 


ab  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

III-  Zn  bemerken  ist  endlich  noch,  dass  auch  die  allgemei 
nere  Gleichung: 

5)  f (3)£  + Xf(3)  = Xu 


worin  f(y ) eine  Funktion  von  y allein  und  /'  (y)  ihre  Derivirte  be- 
deutet, mittelst  der  vorigen  Formeln  integrirt  werden  kann.  Für 
f(y)  = z , also  f'(y)dy  = dz  wird  nämlich  aus  5): 


dl  + Xz  = 

dx  ^ 


diese  Gleichung  stimmt  mit  Nro.  3)  überein,  man  findet  daher  z 
nach  Formel  4),  und  weil  z— f(y)  war,  so  ist  die  Integralgleichung : 

6)  /(y)  = (e-fXd*)  . (k  + J Xt'+f^dx), 

woraus  y entwickelt  werden  kann,  wenn  es  nöthig  sein  sollte. 
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§.  100. 

.Vom  integrirenden  Faktor.. 

V , 

I.  Ausser  dem  Falle,  wo  die  Trennung  der  Variabelen  zu  er- 
reichen ist,  giebt  es  noch  einen  zweiten,  in  welchem  eine  Differen- 

"W“»  * * 

zialgleichung  von  der  Form: 

1)  <p(x,y)dx-\-i!)(jc,y)dy  = 0 

allgemein  integrirt  werden  kann.  Erkennt  man  nämlich  in  der  lin- 
ken Seite,  für  sich  allein  betrachtet,  das  totale  Differenzial  einer 
Funktion  /(#,?/),  ist  also: 

■\  f y.  f 

y(jß,y)dx+T\>(x,y)dy=z  dx  + -p dy  = df, 

so  kann  die  Gleichung  1)  nur  dann  bestehen,  wenn  /(#,y)  ==  Const. 
ist,  und  damit  hat  man  unmittelbar  die  gesuchte  Integralgleichung. 

So  z.  B.  wird  man  der  Differenzialgleichung: 

x dx  -|-  y dy  = 0 

auf  der  Stelle  ansehen,  dass  sie  mit  der  Gleichung  d(xy ) =0 
einerlei  und  folglich  xy  = Const.  ihr  Integral  ist.  — Soll  aber  die- 
ses Verfahren  einen  wissenschaftlicheren  Werth  als  den  eines  blossen 
ctperqu  erhalten,  so  sind  offenbar  zwei  Aufgaben  zu  lösen;  man  muss 
erstlich  ein  Kriterium  angeben,  mittelst  dessen  sich  entscheiden 
lässt,  ob  die  linke  Seite  der  Gleichung  1)  ein  vollständiges  Diffe- 
renzial ist  oder  nicht,  und  man  hat  zweitens,  wenn  das  Letztere  der 
Fall  sein  sollte,  die  zu  Grunde  liegende  Funktion  f(x,y ) und  damit 
die  Integralgleichung  selbst  zu  entwickeln.  Zur  Lösung  dieser  Auf- 
gaben dienen  folgende  Erörterungen: 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  oder  kurz  der  Ausdruck: 

(p . dx  -j-  ^ . dy 

ist  mit  dem  totalen  Differenziale  von  /,  d.  h.  mit 

•'  V „ , V j 

tp  + y 

jedenfalls  identisch,  wenn  die  Gleichungen: 

V y 

17  = *’  = * 

stattfinden;  differenzirt  man  die  erste  derselben  partiell  in  Bezie- 
hung auf  y und  die  zweite  partiell  in  Beziehung  auf  x , so  entstehen 
die  neuen  Gleichungen: 

l*f  32/  30 

t)y  ^x  3 y 9 7)y?)x  ?)x^ 

deren  linke  Seiten  identisch  sind  (Formel  3 in  §.13);  es  muss  daher  f. 

7 


Digltized  by  Google 


44G 


Cap.  XIX.  §.  100.  Vom  integrirenden  Faktor. 

ajp  = 3* 
cy  ox 

sein,  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  bildet  <p . dx  .dy 
das  vollständige  Differenzial  von  /.  Um  die  letztere  Funktion  zube- 

stimmen,  erinnern  wir  an  die  Gleichung  — — =<p,  aus  welcher  folgt: 

C X 

f — f <P- dx  + *£, 

wo  sich  die  Integration  auf  x allein  (bei  constant  gelassenem  y ) be- 
zieht und  K eine  Constante  bezeichnet,  die  von  x frei  ist,  demohn- 
geachtet  aber  y enthalten,  also  eine  Funktion  von  y sein  kann.  Sie  be- 
stimmt sich , wenn  man  die  Gleichung  partiell  in  Beziehung  auf  y 
differenzirt,  wodurch: 

dy  J Zy  ' Zy 

entsteht;  dies  muss  mit  ^ einerlei  sein  und  man  hat  daher: 

— - = 1p  / - dt, 

dy  . J <>y 

folglich : 


= C -\-Ji\).dy  —J dy  J 


d(p 

*y 


dx. 


In  den  früheren  Werth  von  / substituirt , giebt  dies  die  Integral- 
gleichung / = 0,  nämlich : 


3) 


c + J y.dx+j'  Il>.dy  J ° dy  f-  jfdx  = 0' 


worin  die  angedeuteten  Integrationen  jederzeit  partiell  auf  die  Va- 
riabele  zu  beziehen  sind,  deren  Differenzial  unter  dem  Integral- 
zeichen vorkommt. 

So  ist  z.  B.  die  in  Nro  2)  angegebene  Bedingung  bei  der  fol- 
genden Differenzialgleichung  erfüllt: 

(■xmJry')dx-\-(ynjrx)dy  = 

nämlich: 

3<p  3#  • 

2>y  ~~  ~~  tx\  . ... 

die  Ausführung  der  in  Nro.  3)  angedeuteten  Integrationen  giebt: 

xm+l 


r r 

J cp.dx  =J  (xm  + y)dx  = + xy, 

J q.dx  == J iyn  + x)dy  — 

f dlJ  f~Zydxz=zfdy  I dx  = yx’> 


und  daher  ist  die  gesuchte  Integralgleichung: 
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i T ' i i xy  = 0. 

m- fl  1 n+1  1 * 

II.  Es  kann  auch  der  Fall  Vorkommen,  dass  eine  Differen- 
zialgleichung zwar  durch  Differenziation  einer  Gleichung  von  der 
Form  f(x,y ) = Const.  entstanden  ist,  dass  aber  gleichwohl  die  Be- 
dingung in  2)  unerfüllt  bleibt.^  Stellt  sich  nämlich  das  Differenzial 
der  Gleichung  / = Const.  unter  die  Form : 

4)  (?)  .dx-\-  = 0, 

wo  <p,  ip  und  x Funktionen  von  x und  y bezeichnen,  so  wird  man 
den  gemeinschaftlichen  Faktor  x weglassen,  weil  die  linke  Seite 
= 0 , x aber  von  Null  verschieden  ist ; in  der  nunmehrigen  Glei- 
chung (p.dx  -)-  rp.dy  = rO  bildet  die  linke  Seite  kein  vollständiges 
Differenzial  mehr  und  daher  findet  die  Gleichung  2)  nicht  statt.  Aus 

der  Gleichung  — = Const.  z.  B.  folgt 

y 

— dx TdV  — ~TÜ  dx  — x dy ] = 0, 

y y 2 y2 

oder: 

y dx  — x dy  = 0; 

in  der  ersten  Form  hat  man  linker  Hand  ein  vollständiges  Differen- 
zial und  in  der  That  ist  auch 


(t)  *(-v) 


1L  — 

2\y  S x y 

in  der  zweiten  Form,  dagegen  ist  die  linke  Seite  durch  Verlust  des 

1 

gemeinschaftlichen  Faktors  —zu  einem  unvollständigen  Differenzial 

y2 

geworden  und  die  Gleichung  2)  trifft  nicht  mehr  zu.  Wenn  nun 
überhaupt  die  in  der  Differenzialgleichung: 

5)  cp.dx  -f-  ty.dy  = 0 


l cp 


c>  iff 


vorkommenden  Funktionen  der  Bedingung  — — = — — nicht  genii- 

o y a x 

gen,  so  würde  die  vorige  Integrationsmethode  immer  noch  anwend- 
bar sein,  sobald  sich  der  sogenannte  integrirende  Faktor  x finden 
Hesse,  nach  dessen  Zusatz  die  Gleichung  5)  in  Nro.  4),  d.  h.  in 
ein  vollständiges  Differenzial  überginge ; man  könnte  nämlich  cp . x 
= yi,  cp.X  — ^i  setzen  und  dann  mit  (pi  und  l/q  ebenso  wie  vorhin 
mit  cp  und  ^ operiren.  Der  Faktor  ^ muss  aber  so  beschaffen  sein,  dass 

3(<P  ’l)  __  *($•%) 

()y  7)x 

ist;  entwickelt  mzpi  diese  partiellen  Differenzialquotienten,  so  wird: 
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9 17  ~ * 77  + (jT  “ 17)  1 = °‘ 


Die  Aufsuchung  des  integrirenden  Faktors  erheischt  demnach  selbst 

wieder  die  Integration  einer  Differenzialgleichung,  und  da  letztere 

meistenteils  verwickelter  als  die  ursprüngliche  Differenzialgleichung 

ist,  so  hat  man  im  Allgemeinen  keinen  sonderlichen  Gewinn  von  die- 

# 

sem  Verfahren,  doch  schliesst  dies  nicht  aus,  dass  in  speziellen 
Fällen  die  Kenntniss  der  Gleichung  6)  von  Nutzen  sein  kann.  Wäre 
z.  B.  die  gegebene  Differenzialgleichung : 

7)  (Xy  — Xx)d*  + dy  = 0, 

wo  X und  X\  Funktionen  von  x allein  bezeichnen,  so  ist  die  Glei- 
chung 6): 


(Xy  — X i) 


+ X%  = 0-, 


= Xdx, 
fXdx 


dy  dx 

man  kann  ihr  dadurch  genügen,  dass  man  sich  % als  Funktion  von 

d y 

x allein  denkt,  wodurch  = 0 und: 

_Ul  + Xx  = o,  Ul 

l X = J Xdx  , X = e 
wird.  Die  nunmehrige  Differenzialgleichung: 

fXdx  f Xdx 

(Xy  — Xx)e  clx  -f-  e dy  = 0 

erfüllt  in  der  That  die  Bedingung  der  Integrabilität  (Nro.  2),  wenn 

fXdx  [Xdx 

<P  = (Xy  — Xx)e  , x p — e 

gesetzt  wird;  zugleich  ist: 

n n J Xdx  n JXdx 

] (p  . dx  = y I Xe  dx  — / Xxe  dx , 

J Xdx 

Tp  .dy  — e y, 


J'Xdx 


f 

fdyfi^dx  = yfXe  dx' 

und  so  ergiebt  sich  als  Integralgleichung  von  Nro.  7): 

J'Xdx  n f Xdx 

8)  C ye  — IX \e  dx  = 0, 

sie  ist  dieselbe,  welche  auf  anderem  Wege  in  §.  99,  II.  gefunden 
wurde. 
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§.  101. 


Differenzialgleichungen  verschiedener  Grade. 


I.  Wir  haben  bisher  solche  Differenzialgleichungen  erster  Ord- 

. dy 

nung  behandelt,  in  denen  nur  die  ersten  Potenzen  von  ?/  und  — —vor" 

dx 

kamen,  welche  also  rücksichtlich  dieser  Ausdrücke  vom  ersten  Grade, 
oder,  wie  man  häufig  sagt,  linear  waren;  es  könnte  aber  der  Fall 
eintreten,  dass  die  gegebene  Differenzialgleichung  höhere  Potenzen 
dy 

VOn  ~dx  en^e^e’  und  würde  das  Schema  einer  Differenzialglei- 
chung erster  Ordnung  und  nten  Grades  folgendes  sein : 

Ivorin  Fx , 2^ , . . . , Fn  Funktionen  von  x und  y bezeichnen. 

Das  zunächst  sich  darbietende  Verfahren  zur  Integration  einer  der- 
artigen Differenzialgleichung  besteht  darin , dass  man  die  Gleichung 

d v 

in  Beziehung  auf  — - — als  Unbekannte  auflöst,  wodurch  man  im  All- 

dx 

gemeinen  n verschiedene  Werthe  /i,/2,.../n,  sämmtlich  Funktionen 
von  x und  erhält  und  nachher  die  n Differenzialgleichungen: 


2) 


dy 

dx' 


— /n 


dy 

dx 


— h i • • • * * _ — fn 


dy  _ 
dx 


einzeln  nach  den  vorigen  Methoden  integrirt.  Nennen  wir: 

(p\  (x , y , 0\ ) ' — 0 , cp2  (jv^y  = 0, .. . cpn(x ^y , Cn)  0 

die  Integralgleichungen  jener  n Differenzialgleichungen,  so  ist  jede 
von  ihnen  auch  eine  Auflösung  der  ursprünglichen  Differenzialglei- 
chung; die  allgemeinste  Lösung  derselben  entsteht  nun  durch  das 
Produkt: 

4)  9i(*,y,  CO- ?,<?„)  = °; 

die  Allgemeinheit  dieser  Gleichung  wird  übrigens  nicht  beeinträch- 
tigt, wenn  man  C\  — C2 . . . = Cn  — C nimmt;  denn  setzt  man  der 

Reihe  nach  jeden  einzelnen  Faktor  des  obigen  Ausdruckes  = 0 und 
giebt  dem  C alle  möglichen  Werthe,  so  erhält  C unter  Anderem 
auch  die  Werthe  (\  , C2,  ...  Cn  wieder. 

Beispielsweise  sei  die  gegebene  Differenzialgleichung : 
Schlömileh,  Analysis.  29 
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» (4y 

Die  beiden  einzelnen  daraus  entspringenden  Differenzialgleichungen 
sind  in  diesem  Falle: 

V xy 


dy 


= o, 


dx  a d x 

und  die  Integralgleichungen  derselben: 


a 


0, 


y 


ä i " 4"  Ci  — .'/  + l TT—  + 


3 Vä 

das  allgemeine  Integral  ist  folglich: 


l€V7 
"V  <j 


o, 


* + <4  — 1 y=  j (»  + 4 + 

oder  wenn  Ci  — = C genommen  wird : 

6)  (y  + O*  - l — = 0. 


, X V_X  \ 

) 


= o, 


a 


oder  x 


(»•*> 


II.  Das  beschriebene  Verfahren  verliert  seine  Brauchbarkeit, 
wenn  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sehr  verwickelte  Aus- 
drücke oder  gar  nicht  angebbar  sind;  es  ist  dann  häufig  vorteil- 
haft, die  Gleichung  1)  auf  y oder  auf  x zu  rcduziren,  d.  h.  ihr  eine 
der  folgenden  Formen  zu  verleihen: 

7)  , = • (..  ■£) 

• / 

dy 

wobei  — - — kurz  mit  y1  bezeichnet  werden  möge,  und  sie  in  der 
dx  u b ’ 

neuen  Gestalt  noch  einmal  zu  differenziren.  Aus  y = 0(x,y')  er- 

giebt  sich  auf  diese  Weise: 

, _ 3 $(.?,?/')  . 3 (~,r , y‘) 

S)  3 3x  ~'r  3 y>  ' dx ’ 

d.  h.  eine  Differenzialgleichung  zwischen  den  beiden  Variabelen  x 
und  y' ; durch  Integration  folgt  daraus  eine  Gleichung  von  der  Form 
/(a?,y,C)  = 0,  welche  mit  y — <!>(#, ?/')  verbunden  dienen  kann, 
um  durch  Elimination  von  y 1 zu  einer  Gleichung  zwischen  x und  y 
zu  gelangen.  — Ist  dagegen  die  gegebene  Differenzialgleichung  auf 
die  Form  x — *F(y,y')  gebracht,  so  wird: 


j , 3 W(ij,yr) 


S y 

oder  wenn  man  die  Beziehung: 


ty‘ 


dy1 

dx  1 
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dy1  dy1  d y dy( 


dx  dy 
in  Anwendung  bringt: 

10) 


dx 


dy 


Y 


, ^(yY)  i dy‘ 

l~y  ly"  Itf  "ST 

% 

Diese  Differenzialgleichung  enthält  nur  y und  y',  ihr  Integral  ist 
daher  von  der  Form  /(y,y',  C)  = 0,  und  wenn  man  zwischen  dieser 
und  der  vorigen  Gleichung  x = dieVariabele  y1  eliminirt, 

so  ergiebt  sich  das  Integral  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 

Beispiel.  Eine  Gerade  von  unveränderlicher  Länge  a bewege 
sich  so,  dass  der  eine  Endpunkt  auf  der  Abscissen-,  der  andere  auf 
der  Ordinatenachse  fortgleitet;  man  sucht  die  Curve,  welche  von 
jener  Geraden  während  der  ganzen  Bewegung  berührt  wird.  Nennen 

wir  x und  y die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes, 

* 

so  muss  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  an 
X1J  gelegten  Tangente  constant  = a sein;  diese  Bemerkung  liefert 
die  Differenzialgleichung : 

OY  — y)  T = 
y 

oder  auf  y reduzirt: 
il)  y = xy1 


ay ' 


Vl+tf* 

Die  Differenziation  dieser  Gleichung  giebt  nach  beiderseitiger  He- 


bung von  y‘: 

12) 


0 ==  ]x  — 


a 


und  daraus  folgt  entweder: 
dy*  _ 


V^i+y 


I dy' 

1 2 3 S dx  ’ 


13) 


0,  oder  x — 


a 


= 0. 


dx  ’7  " ~~  y 1_J -y'i* 

Die  erste  Gleichung  giebt  y1  = C und  durch  Substitution  in  Nro.  1 1) : 

y = Cx  — ' . a°  , 

V i+c> 

d*  h.  eine  Gerade,  was  in  der  That  richtig  ist,  da  alle  Tangenten 
an  einer  Geraden  mit  letzterer  zusammenfallen  und  im  vorliegenden 
balle  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende  Stück  der  Ge- 
rden r=r  a ist.  Die  zweite  Gleichung  in  13)  liefert: 

t/i  r 

V a‘i  — x* 

y‘  = i — . 

x7i 


29 : 
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mithin  durch  Substitution  in  Nro.  11): 

/ 2 |\3 

y — la,i J -2  . 

Die  beiden  Integrale  der  Differenzialgleichung  sind  daher: 

a C 


y — Cx  - j- 


Ä 2,2  2 
0 und  j?«  -J-  y*  — a*  = 0. 


14)  y 


in 


V i + c* 

III.  Auch  in  dem  Falle,  wo  die  gegebene  Differenzialgleichung 
auf  die  homogene  Form: 

•••  + = 0 

gebracht  werden  kann,  hat  die  Integration  meistens  keine  Schwie- 
le 

rigkeiten.  Es  liegt  nämlich  sehr  nahe,  — - ==  t zu  setzen , wodurch 

x 

die  Gleichung  sich  unter  die  allgemeine  Form: 

15)  /(y\Q  = 0 

stellt,  die  man  entweder  in  Beziehung  auf  y‘  oder,  wenn  dies  um- 
ständlich wäre,  nach  t auflösen  kann,  wodurch  man  entweder  y * 
=r  cp(t)  oder  t il>(y')  zum  Resultat  erhält.  Andererseits  ist  we- 
gen y = xt: 


= -i- 1 

dx  dx  ' ’ 


t 


t = X 


dt 

dx 


und 


dx 

x 


j 

• dt 


y*  — t 


Hat  man  y1  durch  t ausgedrückt,  so  enthält  die  rechte  Seite  nur  f, 
war  aber  t durch  y ausgedrückt,  so  kommt  rechter  Hand  nur  y 4 vor ; 
in  jedem  Falle  sind  die  Variabelen  gesondert  und  es  ist: 


16) 

oder  auch: 
17) 


Ix 


. . ix  = [Jl i_ 

J y'  — t' 

= -%■-.)  +fyHr,. 


und  man  wird  von  diesen  Gleichungen  die  erste  oder  die  zweite  be- 
nutzen, jenachdem  y1  durch  t oder  t durch  yf  ausgedrückt  ist.  Im 
ersten  Falle  giebt  die  Integration  ein  Resultat  von  der  Form  Ix  = 
X(f)  Const.  und  man  braucht  nur  für  t seinen  Werth  einzusetzen; 
im  zweiten  Falle  ist  dasErgebniss  von  der  Form  Z # = £($/')  - \- Const. 
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und  es  bedarf  noch  der  Elimination  von  y1  aus  der  vorstehenden 
und  der  ursprünglichen  Gleichung. 

Sucht  man  z.  B.  die  Curve,  deren  Bogen  s mit  den  rechtwink- 
ligen Coordinaten  x und  y des  Endpunktes  durch  die  Gleichung 

s = V \ txy , oder 

i -\~y12  dx  — VT,, 


verbunden  ist,  so  lautet  die  Differenzialgleichung: 


V l+a'2  = VT  y<  -)- 


V±r- 


für  y = xt  findet  sich  hieraus : 

, _ t+(i— t)Vu 

2t— 1 


'S 


, , (1—  t)VTT 

y~t  = VW—T' 


die  Gleichung  11)  wird  daher  im  «vorliegenden  Falle: 


Ix 


= f; 


Vu-  i 


.dt  = C—l{  1 — t) 


-f 


dt 


(i— t)VTT 


(i— 0 VTt 

Hier  ist  die  noch  übrige  Integration  durch  Wegsphaffung  des  Wur- 
zelzeichens ( t = w2)  leicht  auszufuhren  und  giebt: 


l 


X-C-K i 0-  yj 


in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  daher  für  t 
der  Curve: 


y_ 

X 


die  Gleichung 


x — y 


V7~ 


Y*  +Vy 


VI 


< » 


wobei  e+c  = k gesetzt  wurde.  Zur  Construktion  der  Curve  wür- 
den übrigens  Polarcoordinaten  bequemer  se.in. 


Für  ein  zweites  Beispiel  sei  s = V in ,r2-j-ny2,  also  durch  Dif- 
ferenziation : 

vt+7*  = 17-+7y'-, 

V mx2  -\-ny2 

und  vermöge  der  Substitution  y = xt: 

_ m + nt£ 

V +y  ~ Vm+nt*  ’ 

(m-(-nt2)(l  -\-yIT)  = ( m-\-nty #)2. 
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Diese  Gleichung  Dt  in  jedem  Falle  leicht  auf  y1  oder  t zu  reduziren; 
am  einfachsten  wird  die  Sache  für  n = 1 , man  findet  nämlich: 

— 1 -f- 12 


'/  — * ~ 

und  nach  Formel  IC): 

' . / r YjL  f 

- vpnv 

V 


V m 

VTT  C dt 


V>n-\-t 2’ 
lit+Vvi+t^  + c, 


Vm—  1 

oder  wenn  C Ca  gesetzt  wird,  wo  a eine  neue  willkürliche  Con- 
stantc  bezeichnet: 

V, m 

v^=r 


* __  (y~\~ 


es  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Gleichung  auf  y zu  reduziren;  für 
m = | z.  B.,  und  wenn  man  zur  Vereinfachung  fa  an  die  Stelle 
von  a treten  lässt , hat  man 

* = Y*x*-\-y*  , y rrr  — 1 j >7*7. 


§.  102. 

Die  singulären  Auflösungen  der  Differenzial 

gleic  liung  en. 


In  dem  Abschnitte  II.  des  vorigen  Paragraphen  begegneten 
wir  der  eigentlüimlichen  Erscheinung,  dass  eine  Differenzialglei- 
chung  zwei  Auflösungen  zuliess,  von  welchen  die  erste  eine  willkür- 
liche Constante  besass,  die  zweite  nicht;  aus 

ay‘ 


1)  y = xy‘ 

folgte  nämlich : 

2)  y — Cx  — 


V i+y'2 

a C 


Vl  + C2 


2 2 2 
und  auch  x 3 -)-  y ] = a3  ; 


da  nun  das  erste  Integral  insofern  das  allgemeinere  ist,  als  es  eine 
willkürliche  Constante  C enthält , so  sollte  man  erwarten , dass  das 
zweite  Integral  für  irgend  einen  speziellen  Werth  von  C aus  jenem 
hervorgehen  müsste;  dies  ist  aber  nicht  der  Fall  und  man  muss 
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( 

daher  die  zweite  Auflösung  als  eine  in  ihrer  Art  einzig  dastehende 
betrachten.  Wie  nun  eine  solche  besondere  oder  singuläre  Auflö- 
sung einer  Differenzialgleichung  mit  dem  allgemeinen  Integrale  zu- 
sammenhängt, wird  aus  folgenden  Bemerkungen  erhellen,  die  wir 
an  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  1)  anknüpfen.  Die 
Gleichung  einer  beliebigen  Geraden  ist  bekanntlich  von  der  Form 
y = Cx  -[-  c;  soll  das  zwischen  die  Coordinatenachsen  fallende 
Stück  derselben  die  Länge  a besitzen,  so  muss  aus  leicht  zu  über- 

a C 


sehenden  geometrischen  Gründen  c ■= 

aC 


3) 


<J  — Cx  + 


V\ 

= 0 


, mithin: 


V i-t-0 

die  Gleichung  der  Geraden  sein.  Eine  zweite  Gerade  der  Art 


wäre : 


4) 


y — (\  x -I-  ■ /-—^1 — = 0 ; 

^ V 1 +Ci2 


aus  beiden  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnittes der  zwei  Geraden  bestimmen,  welcher  der  Aufgabe  zufolge 
der  Durchschnitt  zweier  benachbarten  Tangenten  an  der  gesuchten 
krummen  Linie  ist.  Dieser  Tunkt  wird  selbst  zu  einem  Curven- 
punkte,  wenn  die  Tangenten  in  einander  fallen,  also  Q in  C über- 
geht ; dieser  Frocess  wird  aber  dadurch  angedeutet,  dass  man  C-\-  d C 
für  Cj  schreibt  und  sich  an  die  bekannte  Regel  f(C-\-dC ) =f(C) 
-J-  df(C ) erinnert;  demnach  ist  die  Gleichung  4): 

+viT^\ + diy  ~ c* + = °- 

Benutzt  man  hier  die  Gleichung  3),  dividirt  nachher  mit  dC  und  be- 
achtet, dass  es  sich  um  eine  partiell  auf  C bezügliche  Differenziation 
handelt,  so  kann  die  Gleichung  4)  durch  die  folgende  ersetzt  werden : 


5) 


7>C 


0. 


Die  Gleichungen  3)  und  5)  repräsentiren  jetzt  zwei  unendlich 
naheliegende  Tangenten  der  gesuchten  Curve ; man  findet  daraus : 

a aC3 

* = Vi+^*  ’ y-  Vi+c*3 

als  Coordinaten  ihres  Durchschnittes,  d.  h.  eines  Curvenpunktes ; die 
Elimination  von  C giebt  endlich  eine  Gleichung  zwischen  x und  y 
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selbst,  d.  h.  die  Gleichung  der  Cnrve: 

2 a ? 
x*  + y*  = a\ 

Kommt  es  nur  auf  die  letztere  an,  so  konnte  man  sich  die  Auf- 
suchung derWerthe  von  x und  y ersparen  und  die  willkürliche  Con- 
stante  C unmittelbar  aus  den  Gleichungen  3)  und  5)  eliminiren. 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  sind  leicht  auf  den  allgemeinen 
Fall  zu  übertragen  , wo  bei  der  Integration  einer  Differenzialglei- 
chung F(x,y,y ')  = 0 bereits  zu  einer  Integralgleichung : 


7) 


6)  f(x,y,C)  = 0 

gelangt  ist,  welche  eine  willkürliche  Constante  in  sich  enthält.  Wir 
denken  uns  nämlich  /(.r,t/,C)  — 0 als  Gleichung  einer  Curve  und 
den  beliebigen  Parameter  C als  stetig  veränderlich;  die  Gleichung 
/(.r,y,  C-\-dC)  = 0,  welche  mit  Nro.  6)  verbunden  in  der  Form: 

^f(ß*y  1 0 q 

2>C  ~ 

dargestellt  weiden  kann,  bedeutet  jetzt  eine  unendlich  naheliegende 
Curve  derselben  Art,  welche  gleichfalls  die  in  der  Differenzialglei- 
chung F(x,y  ,y')—  0 ausgesprochene  Eigenschaft  besitzt.  Dieselbe 
Eigenschaft  muss  auch  dem  Durchschnitte  der  beiden  Curven  6)  und 

7)  zukommen,  also  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  aus  den 

Gleichungen  6)  und  7)  entwickelt  und  unter  den  Formen  x — cp  (C), 
y = ip  (C)  dargestellt  werden  könnten.  Was  von  einem  solchen 
Punkte  gilt,  gilt  von  allen  den  Punkten,  welche  entstehen,  wenn 
man  sich  die  ganze  Schaar  der  gleichartigen  Curven  von  stetig  ver- 
änderlichen Parametern  aufgezeichnet  und  die  Durchschnitte  je  zweier 
Nachbarcurven  constmirt  denkt.  Alle  diese  Durchschnitte  bilden  in 
continuirlicher  Folge  eine  neue  krumme  Linie,  die  sogenannte  Um- 
hüllungscurve  jener  Schaar;  ihre  Gleichung  findet  sich,  indem 
man  C aus  den  Gleichungen  x ==  (p  (C)  und  y = (0),  oder  kürzer 

aus  den  Gleichungen  / — 0 und  — = 0 eliminirt;  sie  enthält  C 

c C 


nicht  mehr  und  ist  eine  singuläre  Curve  mit  der  durch  F(x  , y , y1) 
= 0 charakterisirten  Eigenschaft. 

Als  Beispiel  diene  folgende  Aufgabe.  Man  sucht  eine  krumme 
Linie,  deren  Normale  die  mittlere  geometrische  Proportionale  ist 
zwischen  dem  Stücke , welches  sie  selbst  von  der  Abscissenachse 
abschneidet,  und  zwischen  einer  gegebenen  Geraden  a.  Die  Diffe- 
renzialgleichung der  Curve  lautet: 

8)  y V 1-fy'2  — + 
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zu  ihrer  Integration  empfiehlt  sich  das  im  vorigen  Paragraphen  un- 
ter Nro.  II.  beschriebene  Verfahren  und  zwar  ist  es  am  vortheil- 
haftesten,  auf  x zu  reduziren,  weil  die  Entwickelung  von  y eine 
quadratische  Gleichung  geben  würde.  Man  hat  nun: 

9)  • y2(i-\-y'2)  — ayy‘  — ax, 

und  hieraus  folgt  durch  Differenziation,  indem  man  von  den  Glei- 
chungen : 


dy  , 


*£  _ , 
dx  J dy 


Gebrauch  macht: 

(üyy'  — a)  jyy  l-)-^)|  = 0. 

Diese  Gleichung  zerfallt  in  die  zwei  nachstehenden : 

10) 


yy‘  ^ — — (i  +y'2)>  'lyy‘  = 


welche  durch  Trennung  der  Variabelen  integrirt  werden  können. 
Die  erste  Gleichung  giebt:  * 

f y'dy1  _ __  f dy. 

J 1 -\-y'2  J y ’ 1 

oder  \l  (1  -{-y12)  = — ly  - f-  Const. , d.  i.  wenn  Const.  - 
wird : . 


Ik  gesetzt 


k 


V i +y'2  = — , y‘  = 


Vk2— 


y ‘ 


y 


das  Integral  ist  demnach,  wenn  die  vorstehenden  "VVerthe  in  die 

Gleichung  9)  substituirt  werden:  

— a (x  - f-  V w —y'1) 

oder  für  k2  = öc,  wo  nun  c die  willkürliche  Constante  bezeichnet: 
11)  * ( x — c)2  y 2 — ac. 


Die  zweite  Gleichung  in  Nro  10)  liefert  y1  = -7-,  und  durch  Sub- 

2*/ 

stitution  in  Nro.  9): 

12)  y2  — ax  = \ a2. 

Hier  ist  das  erste  Integral  allgemein,  das  zweite  ein  singuläres, 
welches  man  nach  der  angezeigten  Methode  aus  jenem  ableiten  kann, 
indem  man: 

‘ f(*,y->c)  — O — c)2-\-y2 — ac  = 0 
setzt  und  c aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden 

^y  •> c) 


3c 


— 2(x  — c ) — a 


0 
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eliininirt ; die  letztere  Gleichung  giebt  c = x -f-  \a,  und  in  die  vo- 
rige Gleichung  eingesetzt: 

, Ja2  -f  y2  — aO-|-la)  = 0, 


was  mit  Nro.  12)  übereinstimmt.  Geometrisch  bedeutet  die  Glei- 
chung 11)  eine  Schaar  von  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ab- 
scissenachse  liegen  und  deren  Halbmesser  sich  in  der  Weise  ändern, 
dass , wenn  c der  Abstand  eines  Centrums  vom  Coordinatenanfange 

ist,  V ac  den  zugehörigen  Halbmesser  angiebt;  alle  diese  Kreise 
werden  von  der  durch  die  Gleichung  12)  charakterisirten  Parabel 
eingehüllt. 


Es  versteht  sich  übrigens  von  selbst,  dass  nicht  immer  eine 
singuläre  Lösung  vorhanden  zu  sein  braucht,  namentlich  fehlt  sie 

immer  dann,  wenn  die  aus  den  Gleichungen  / — 0 und  — j;  = 0ge- 

o C 


zogene  neue  Gleichung  nur  einen  speziellen  Fall  der  Gleichung  / 
= 0 darstellt. 


t 


§.  103. 


Integration  durch  Versuche. 


Die  bisher  auscinandergesetzten  Methoden  zur  Integration  der 
Differenzialgleichungen  zeichnen  sich  dadurch  aus,  dass  sie  der 
Willkür  nichts  überlassen  und  wenigstens  in  vielen  • Fällen  mit 
Sicherheit  zum  allgemeinen  und  dem  etwaigen  singulären  Integrale 
führen.  Will  aber  die  Integration  einer  Differenzialgleichung  trotz 
der  Anwendung  aller  bisherigen  Mittel  nicht  gelingen,  so  muss  inan 
zu  anderen  Methoden  greifen,  deren  gemeinschaftlicher  Charakter 
darin  besteht,  dass  die  Integralgleichung  hypothetisch  angenommen  und 
versucht  wird,  ob  sie  der  Differenzialgleichung  genügt ; Hauptsache 
dabei  ist,  die  richtige  F o r m des  Integrales  zu  treffen,  und  man  wird 
sich  bei  dieser  Wahl  am  besten  durch  Analogieen  leiten  lassen,  in- 
dem man  die  Differenzialgleichung  mit  solchen  Differenzialgleichungen 
vergleicht,  die  von  ähnlicher  Form  und  deren  Integrale  bekannt  sind, 
es  ist  dann  immer  zu  erwarten,  dass  auch  das  Integral  ungefähr 
dieselbe  Form  haben  werde,  wrie  jenes  bekannte  Integral. 


Dieses  indirekte  Verfahren  ist  z.  B.  anwendbar  auf  die  Diffe- 
renzialgleichung : 

dx  , dy 


1) 


==_| - 

V"  1 -f- ct  x2  — J-  b xA  1 by4 


= o, 
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in  welcher  zwar  die  Variabelen  gesondert  sind,  die  Integration  aber 
gleichwohl  insofern  umständlich  werden  würde , als  sie  mittelst  ellip- 
tischer Funktionen  ausgeführt  werden  müsste.  Um  eine  Andeutung 
über  die  Form  des  Integrales  zu  erhalten,  betrachten  wir  vorerst 
den  speziellen  Fall: 


2) 


dx 


hier  ist  die  Integration  sehr  leicht  und  giebt: 

3)  Arcsin  x -f-  Arcsin y = Const. 

Die  Gleichung  scheint  von  transcendenter  Form  zu  sein,  ist  es  aber 
in  der  That  nicht;  die  Summe  zweier  Bögen  macht  offenbar  wieder 
einen  Bogen  aus,  nennen'  wir  ft  dessen  Sinus,  so  kann  Const. 
z=  Arcsin {L  gesetzt  werden,  wo  ft  die  neue  willkürliche  Constante 
bezeichnet.  Statt  der  Gleichung  Arcsin  x -f-  Arcsin  y = Arcsin  ft 
kann  auch  die  folgende: 

sin  {Arcsin  x -f-  Arcsin  y)  ==  ft 

gesetzt  werden,  wo  man  linker  Hand  die  bekannte  Formel  für 
sin  (m  — J—  v ) in  Anwendung  bringen  und  die  Gleichungen  sinu  — „r, 

cos  u = l r 1 — .r2,  sinv  — ?/,  cosv  = \r  1 — y2  berücksichtigen  muss. 

Das  gesuchte  Integral  ist  demnach: 

Ä • • 

4)  x 1 —y2  -f-  y V"  1 — x2  — ft. 

Will  man  es  in  rationaler  Form,  wenigstens  in  Beziehung  auf  x und 
t/,  dargestellt  sehen,  so  kann  dies  durch  folgende  kleine  Rechnung 
bewerkstelligt  werden;  cs  ist: 

ft2  = x2  -j-  y2  — 2 x2 y2  -|-  2xy  V~  1 — x2  1 — y2, 

5)  ft2  — ( x2-\-y 2)  = 2 xy  { Vl  — x2  Vl  — y2  — xy). 
Ferner  hat  man  aus  der  ersten  Gleichung: 

1 — ft2  — (1  — x2) (1  — y2)  — 2 xyVl  — x2  Vl—y2  + x2?j2, 
wo  die  rechte  Seite  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  daher: 

Vi — ft2  = V 1 — x 2 V 1 — y2  — xy. 

Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  in  die  Gleichung  5)  wird 
letztere  rational,  nämlich: 

, x2  •-)-  y2  -f-  2 V 1 — ft2  xy  — ft2  — 0, 


oder  für  ft2  = — : 


6)  A(.r2-j- -y2)  2 — 1 )xy  — 1 =r  0. 

Das  Integral  der  Differenzialgleichung  2)  ist  demnach  eine  in  Be- 
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ziehung  auf  x und  y rationale  und  symmetrische  Funktion  zweiten 
Grades.  — Kehren  wir  nim  zu  der  allgemeineren  Gleichung  1)  zu- 
rück, so  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  ihr  Integral  eine  symme- 
trische Funktion  vierten  Grades  sein  werde,  also  von  der  Form: 

7)  /O^y)  = Ax'ty'*  -f-  £(tf2+y2)  + 2 Cxy  — 1 = 0, 

worin  die  Coefficienten  A,  B , C vor  der  Hand  noch  unbestimmt  blei- 
ben  mögen.  Um  zu  versuchen,  ob  die  vorstehende  Form  der  Diffe- 
renzialgleichung genügt,  geben  wir  f(x,y ) die  beiden  Gestalten: 

/=  (Ay*  + B)x*+2Cy.X+(Bys-l)  = y^  + 2-Y1x+  Y„ 
f=  (.Ax*+B)y*  + 2Cx.y  + (Bx‘‘—l)  = Xy*+2Xiy  + X2, 

worin  Y,  Vj , Y2 , AT,  Xx , X2  zur  Abkürzung  dienen , und  ent- 
wickeln die  beiden  partiellen  Differenzialquotienten: 

¥ = 2 ( Y*+  Y»)  , & = 2 (JYy+X,). 

o x oy 

Substituiren  wir  sie  in  die  aus  der  Gleichung  /(#,y)  = 0 folgende 
Differenzialgleichung : 

dx  + dy  = 0> 

c>  x c y 

so  wird : 

'(r*+  YOdx+^y+^dy  = 0, 

oder : 


8) 


dy 

ä+5 


Die  zweite  Form  / = Xy2  -(- 2X\  y 4”  X2  = 0 giebt  ferner,  wenn 
man  sie  als  quadratische  Gleichung  behandelt: 

Xy  + X,  = M X^— XX., 
ebenso  die  erste  Form : 


Y«  -f  Ya  = V Y,2  — YYj, 

und  indem  man  diese  Werthe  in  Nro.  8)  substituirt,  erhält  man: 

9)  dx  4-  dy  = 0 

V^2  — XX,  V Y,2  — YY2 

als  die  Differenzialgleichung,  welcher  die  in  Nro.  7)  gemachte  An- 
nahme genügt.  Die  Gleichung  7)  würde  nun  das  Integral  der  ur- 
sprünglichen Differenzialgleichung  sein,  wenn  die  Gleichungen  1) 
und  9)  identisch  wären.  Vermöge  der  Werthe  von  AT,  JEi,  X2 , Y, 
Yi,  Y2  hat  man  statt  Nro.  9)  zu  setzen: 
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< > 


V'+i=T±Z~ 


4- 


Ax4 


A—B*+&  . , , 

i + — ß !/7—Ay4 


4G1 


= 0, 


♦woraus  durch  Vergleichung  mit  der  Differenzialgleichung : 

dx  , dy 


10) 


+ 


= 0 


V 1 -\-ax2-\-bx4  V \-\-ay2  -\-by4 

folgende  Bedingungen  hervorgehen: 

11)  A — B2  + C2  = Ba  , A = — b. 

Hier  lassen  sich  zwei  der  Coefficienten  bestimmen,  etwa  A = — b, 

C = V B2-\-  Ba-\-b , der  dritte  ( B ) bleibt  unbestimmt  und  ist  die 
Integrationsconstante.  Diese  Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  That 
die  Gleichung: 

12)  Ax2y 2 -f-  J5(x2-f-y2)  -f-  '2Cxy  — 1 = 0 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  10)  darstellt,  so- 
bald die  Coefficienten  A,  2?,  C den  in  11)  ausgesprochenen  Bedin- 
gungen genügen;  letztere  sind  auch  jederzeit  erfüllbar,  da  man  z.B. 
B immer  so  gross  wählen  kann , dass  C reell  wird. 

Ausser  der  obigen  rationalen  Form  ist  nodi  die  irrationale 
Form  des  Integrales  von  Wichtigkeit;  man  erhält  sie  auf  folgendem 
Wege.  Sei  1 — (—  a?/2  — (—  6 ä?4  = fix),  so  hat  man  nach  dem  Früheren : 

Xy+Xi  = VX^—XXs  = V~B  i _|_  C‘  ^ - A^* 


oder  umgekehrt: 


= VjbV/(*), 


Vm  = und  V7(yj  = • 

Vermöge  der  Werthe  von  AT,  A^,  Y,  VJ  findet  man  hieraus  sehr 
leicht : 

*VW>  + y VW)  = ^A*y+B^+yty+c*y, 

d.  i.  wenn  man  nach  Nro.  12)  1 — Ax2y 2 für  B(x2-\-y2)  -(-  2 Cxy 
schreibt : 

tfVTÖÖ  + yV /(*)  — y 4 

oder  endlich,  weil  A — — b und  B eine  beliebige  Constante  war: 

xVf(y)  + y V /O)  __ 

1 — bx2y 2 


13) 


==  Const. 
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Diese  Integralgleichung  ist  für  die  Differenzialgleichung  10)  das- 
selbe, was  die  Gleichung  4)  in  Beziehung  auf  die  Differenzialglei- 
chung 2) ; in  der  That  werden  beide  lür  a = — 1,5  = 0 identisch. 

Die  Differenzialgleichung  10)  steht  in  genauem  Zusammenhänge 
mit  der  Theorie  elliptischer  Integrale ; betrachten  wir  nämlich  die 
Gleichung : 


14)  A(x)  = f dt  ■ 

J V(l  — <2)(1— Wt?) 

als  Definition  der  transcendenten  Funktion  A (.r) , und  verlangen  wir 
die  Angabe  der  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gleichung: 

15)  A(X)  -f  A(y)  = Ais) 

für  ein  gegebenes  constantes  s bestehen  kann,  so  giebt  die  Diffe- 
renziation : 


clx 

V(i—  .r2)(i—  fc2.*2) 


dy_ 

V(i— yJ)(i—  Wf) 


d.  h.  eine  Gleichung,  welche  mit  der  Differenzialgleichung  10)  über- 
einstimmt, sobal^l  a = — (l-j-&2),  b — k2: 

f(x)  ==  (1  — *2)(1  — k2x2) 
gesetzt  wird.  Das  Integral  derselben  ist  folglich: 


* V /(y)  4 - yV /O) 

1 — k2x2y2 


= Const. 


und  hier  bestimmt  sich  die  Constante  durch  die  Bemerkung,  dass 
für  y = 0,  .c  in  s übergeht;  dies  giebt  s = Const.,  also  mit  dem 
Vorigen : 


xV /(y)  + yV  f(.*) 

1 — k2x2y 2 


als  Bedingung  für  die  Existenz  der  Gleichung  15),  oder  der  mit  ihr 
identischen : 


17) 


Das  vorstehende  Resultat  ist  nichts  Anderes,  als  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Integrale  erster  Art;  für  x = sin  qp,  y = sin  i p, 
s = sin  03  wird  nämlich  V" = cos  cp  V 1 — k2  sin2  cp  = cos  cp . 
A(cp),  die  Gleichung  17)  geht  in  die  folgende  über: 

PW  + PW  = PW-, 

und  besteht  unter  der  Bedingung: 
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sin  cp  cos  iJj  d (ty) -f-  sin  cos  cp  d (cp) 

sin  ca  = ; ■ — ? 

v 1 — k2  sin 2 cp  sin 2 ip 

welche  mit  der  in  §.  86  entwickelten  Formel  15)  übereinstimmt. 

Dasselbe  indirekte  Verfahren  der  Integration  durch  Versuche 

ist  auch  auf  die  allgemeinere  Differenzialgleichung : 

d.v  , dy 

Voo + °i  + «2  *r2 + -{-<*4**  V ^+«1 y+°2  y2Jra s »/3+a  4 yA 

und  auf  manche  ihr  ähnliche  anwendbar,  doch  werden  die  Ent- 
wickelungen zu  weitläufig,  als  dass  sie  hier  Platz  finden  könnten. 


§.  104. 

Integration  durch  Reihen. 

Der  vorigen  Methode  insofern  ähnlich,  als  sie  gleichfalls  auf 
Voraussetzungen  beruht,  ist  die  Integration  durch  Reihen;  sie  grün- 
det sich  auf  die  einfache  Bemerkung,  dass  das  Integral  y = cp  (x) 
einer  Differenzialgleichung  F(jc,y,yl)  = 0 in  vielen  Fällen  eine 
mittelst  der  Theoreme  von  Taylor  oder  Mac  L a u r i n in  Potenzen- 
reihen verwandelbare  Funktion  sein  wird,  und  dass  es  daher  auch 
möglich  sein  muss,  von  der  Differenzialgleichung  aus  zu  derselben 
Reihe  zu  gelangen.  Dies  geschieht  auf  folgende  Weise.  Dem 
Theoreme  von  Taylor  zufolge  ist,  wenn  überhaupt  eine  Reihe  für 
cp(x ) existirt: 

1)  <JP  O)  = <p  Oo)  + 9>'  Oo)  — p5  + 9"  Oo)  + , 

1 

wo  x0  einen  beliebigen  Spezialwerth  von  x bezeichnet.  Denken  wir 
uns  die  Differenzialgleichung  F(x,y,y')  auf  y‘  = cp1  (x)  reduzirt,*  in- 
dem wir: 

y‘  — <p‘  O)  = f\(x,y) 

setzen,  so  würde  die  successive  Differenziation  dieser  Gleichung  zu 
Ausdrücken  von  folgender  Form  fuhren: 

9>"0 ) — fa  (x,y)  , <P'°  O)  = h 0,y)  ll-  s.  W., 

und  für  x = x0  würden  aus  den  bisherigen  Gleichungen  die  nach- 
stehenden werden: 

2)  <p'  Oo)  = fi  Oo  1 2/o)  * <P"  Oo)  = h Oo  ijfo)  n*  s.  w. , 

in  welchen  Iq  den  individuellen  Werth  des  y bezeichnet,  der  dem 
Werthe  x = x0  entspricht.  Durch  Substitution  der  unter  Nro.  2) 
bemerkten  Ausdrücke  in  Nro.  1)  folgt  nun: 
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O — x0y 


CC  -i 

y — yo  -\- f\  Cro  i2/o)  j -\-fa  (*ro  iyo) 


-f/aOo^o) 


1.2 

(* — jr0)3 


-|— . . . ., 


1.2.3 

**  i 

und  wenn  die  Reihe  rechter  Hand  convergirt,  so  ist  diese  Auflösung 
zulässig;  dagegen  würde  die  Divergenz  der  Reihe  ein  Zeichen  sein, 
dass  y einer  Potenzenreihe  nicht  gleich  sein  kann. 

Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei  z.  B. 

4)  <p‘(x)  — y1  = 1 + ^(y  — *)i 

so  ffiebt  die  successive  Differenziation : 

<p"(x)  = y " = Xiy1 — 1)  = A 2(y~— ff), 

(p'"(x)  = ym  = A2(y' — 1)  = A3(y — ff) 

u.  s.  w.,  * 

und  für  x = ff0,  y — yo: 

<P'(x o)  = i + *(yo  — #oX 

* ^"Oo)  = *2fyo  — *<>)» 

<jP'"  0ro)  = ^3(yo— -2?o) 
u.  s.  w.; 

mithin  ist  das  gesuchte  Integral: 


y = yo  + 


i+*(y<>— ^0) 


(x  - x0 ) + 


*2(yo— *o) 

1.2 


(tf *o)2 


oder  auch: 


11/  \j 1 i A (fl7-~.ro)  1 A2(a?  fl?o)2  j l 

y = a + öo  — *o)jH j 1 jt2 r--j- 


Die  eingeklammerte  Reihe  convergirt  immer  und  lässt  sich  leicht 
summiren,  dies  giebt: 

y — x + (yo  — = * + Öo  ~ ^o)«*“2*0 

d.  i.,  wenn  der  constante  Faktor  mit  C bezeichnet  wird: 

5)  y = x -(- 

was  man  auch  direkt  leicht  finden  könnte. 


Statt  der  Taylor’schen  Reihe  benutzt  man  häufig  den  Mac 
L au ri n’schen  Satz  (d.  h.  man  setzt  x0  ■—  0),  in  welchem  Falle  y 
die  Form  Aq-\-AiX  -(-  Ajjff2-}-  etc.' erhält;  die  Coefficienten  lassen 
sich  entweder  wie  vorhin  oder  kürzer  dadurch  bestimmen,  dass  man 
die  für  y angenommene  Form  in  die  gegebene  Gleichung  substi- 
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tuirt  und  wie  im  vorigen  Paragraphen  die  resultirende  Gleichung 
zu  einer  identischen  macht.  Sei  z.  ß. : 

6)  -f-  y2  — f(x ) 

«iie  gegebene  Differenzialgleichung  und  f(x)  eine  Funktion  von  der 
Form  a0  -I-  a]  x -f-  ax  x2  -)-  etc.,  so  giebt  die  Annahme: 

7)  y = A -(-  Ai  x -)-  A2  x2  -)-  A3x*  -{-  .... 
statt  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

1 A\  — }—  A 2— !—  (2  A2  2 A AG  x — j—  (3  A3  — {—  2 A A%  — }—  Aj 2) ,r2— . . . . 

~ a,)  — üfi  x — |—  q<2  ^ ~ j-  • « • • , 

# 

welche  offenbar  richtig  ist,  wenn  beiderseits  .r°,  .r1,  x2  u.  s.  w.  die- 
selben Coefficienten  besitzen ; man  findet  daraus  der  Reihe  nach : 

8)  Al  = at)  — A2,  A2  = J(cri  — 2 A 4-2  A8)  u.  s.  w., 

d.  h.  die  Werthe  aller  Coefficienten  mit  Ausnahme  von  A,  welcher 
unbestimmt  bleibt  und  die  Integrationsconstante  ist. 

Das  obige  Verfahren  beruht  auf  der  stillschweigenden  Voraus 
Setzung,  dass  die  der  Differenzialgleichung  F(x , y , y1)  — 0 genü- 
gende Funktion  y ■=  <p(x)  in  eine  Reihe  von  der  Form  A0  -j-  A\  x 
-(-  A2x2  -f-  etc.  verwandelbar  sei,  und  wird  daher  in  allen  den 
Fällen  unrichtig,  wo  jene  Voraussetzung  nicht  zutrifft.  Die  Rech- 
nung zeigt  dies  immer  von  selbst  an  und  nöthigt  dann  zu  einer  an- 
deren Annahme.  Ist  z.  B.: 

9)  y>  = 2 - -2- 

X 

die  gegebene  auf  gewöhnlichem  Wege  leicht  integrable  Differenzial- 
gleichung, so  würde  die  Supposition  y = A0  -\-  Aj  x -}-  A2  a?2  -j-  etc. 
zu  der  Gleichung : 

Ai  — |—  2 A2  x — J—  o A3  x2  — {—  .... 

— 2 — — Ai  — AcyX  — A3  x2  — .... 

• x 

führen,  welche  nur  durch  die  Werthe  A^  = 0,  At  = 1,  A2  = A3 
....  — 0 zu  befriedigen  ist.  Dies  gäbe  y =.  a?,  d.  h.  ein  partiku- 
läres Integral,  weil  keine  willkürliche  Constante  vorkommt.  Um 
das  allgemeine  Integral  zu  finden , machen  wir  die  allgemeinere 
Voraussetzung : 

10)  y — Axt*  - f-  Ai  x<u+l  + A2^+2  -f  . . . . , 
welche  die  folgende  Gleichung  liefert: 

Schlö  milch,  Analysis. 
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fiA* + (fi -f-  1)  Ajx?  4-  (n+i)  A?xu+l  4-  .... 

— 2 — .4xu_1  — Atx“  — — 

Dieser  kann  man  durch  fl  = — 1 genügen ; sie  wird  dann : 

r*  — -j—  2 A3  # — J—  2 A4  .r2  — J—  .... 

X“ 

A A 

= 2 — — — — — An  A3  X A4  X 2 . . . . , 

X1  X 

und  es  folgen  daraus  für  Af,  A2,  A3  etc.  die  Werthe: 

Aj  0 , Aj  1 7 A3  --  ^4  ...  3IZ  0, 


während  A unbestimmt  bleibt.  Das  gesuchte  Integral  ist  demnach: 

A , 

11)  y = — + x. 


Der  allgemeineren  Voraussetzung  10)  wird  man  sich  überhaupt  in 
vielen  der  Fälle  bedienen,  wo  die  erste  Form  der  Potenzenreihe  un- 
richtig wird. 


Weiter  noch  reicht  man  oft  mit  der  Annahme,  dass  y der  Quo- 
tient zweier  Reihen  von  der  Form  10)  sei,  und  es  kann  dabei  ein 
doppelter  Vortheil  gewonnen  werden.  Man  findet  nämlich  häufig, 
dass  eine  an  sich  noch  ziemlich  einfache  Funktion  bei  der  Verwand- 
lung in  eine  Reihe  sehr  zusammengesetzte  Coefficienten  liefert,  wäh- 
rend sie,  als  Quotient  zweier  Reihen  betrachtet,  viel  weniger  com- 
plicirt  erscheint.  So  sind  z.  B.  in  der  Gleichung : 


tanx  = Ai  x -j-  A3  x3  -f-  A5x5  -j-  . . . . 


die  Grössen  A1 , A3 , Ab , . . . . von  sehr  verwickelter  Zusammen- 
setzung, während  die  Coefficienten  in: 


8171 X 

tanx  = 

C08X 


bxx  — bs  x3  -f-  bb  xr°  — . . . . 
Oq  — a2x2-j-a4xi  — .... 


nach  einem  äusserst  einfachen  Gesetze  fortschreiten.  Dazu  kommt 
noch  der  wesentliche  Umstand,  dass  die  zweite  Form  von  tan  x für 
alle  x , die  erste  dagegen  nur  für  solche  x gilt,  welche  zwischen  — 
und  -)-  \it  liegen.  Um  das  in  solchen  Fällen  eingetretene  Verfah- 
ren an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wollen  wir  die  Differenzialglei- 
chung : 

12)  y'  + y*  = Xx 


behandeln,  welche  den  direkten  Methoden  Trotz  bieten  und,  auf  die- 
selbe Weise  wie  Nro.  6)  integrirt,  eine  Reihe  von  nicht  überseh- 
barem Bildungsgesetze  liefern  würde.  Bezeichnen  wir  mit  <p(# ) und 
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tp(x)  zwei  nach  Potenzen  von  .r  fortschreitende  Reihen  und  setzen: 

<P  O) 


13) 


y 


so  geht  die  Gleichung  12)  in  die  folgende  über: 

qp'O)  , (p(x)2—(p  (#)  tfr'Qg)  , 

^ (#)  ' (#)2 

und  diese  wird  sehr  einfach , wenn  wir  <p  (,tr)  ~ ip*  (,r)  setzen ; wir 

erhalten  nämlich : 

tb"  (x)  „ 

— — — hx  oder  (#)  = A x (x), 

ip(x) 

Die  weitere  Annahme: 

'ip  (.r)  = Aq  — j—  Ai  x — j—  A<>  x*  — }—  A3  x 3 — |—  .... 

giebt  nun  durch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung : 

1.2  A-2  —}~  2.3  A3  x — |—  3.4  A4  x 2 — |—  4.5  A5  x 3 — {—  .... 

Aq  /l  x — |—  Ai  A x 2 — A2  A x^  ■— |—  . * . . , 
und  daraus  folgen  für  die  Coefficienten  die  Werthe: 

A‘2  = A5  — A3  — An  ...  = 0, 


A3  — — ^ A0 , Ag  — 

A4  — — j Ai , A7  — 


A2 


2 . 3 . 5 . 6 

A2 


A9  = 

A10  — ' 


A3 


2. 3. 5. 6. 8. 9’ 

A3 


3.4. 6.7  "lü—  3.4.6.7.9.10’*,,‘ 

welche  nach  einem  leicht  zu  erkennenden  Gesetze  fortschreiten ; A0 

und  Ai  bleiben  vor  der  Hand  noch  unbestimmt.  Führen  wir  zur 

Abkürzung  folgende  Bezeichnung  ein: 

A t3  3 2 A3 

Y 1 I l A _ . ..  f A J L 

— ^ 2.3  ' 2.3.5. 6 ' 2. 3. 5. 6. 8. 9 ' *’**’ 

. A#4  A2#7  A3#10  , 

-*!=*  + ^“7  + 0 , ^ rr  + O Ya  H O io  + ••••» 


3.4  1 3. 4. 6. 7 1 3.4.6.7.9.10 

wo  A"0  und  Xi  die  Summen  zweier  jederzeit  eonvergirender  Reihen 
sind,  so  haben  wir: 

!/>(#)  A0Xq  -j-  Ai  Xd 
*'0)  = Aq  X*q  -f-  Ai  Xu 

und  der  Werth  von  y = cp  (x) : ip  (x)  ==  1 p1  (x) : (x)  ist: 

_ AqAT'q  + Ai  Xi 
Aq  Xq  -j-  Al  Xi  ’ 
oder  endlich,  wenn  der  Quotient  A1 : A0  mit  C bezeichnet  wird : 

30* 
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14) 


X0  + CX\ 
V X0  + CX i ' 


In  ähnlicher  vortheilhafter  Form  würde  sich  die  allgemeinere  soge- 
nannte Iiiccati’sche  Gleichung: 

y*  -}-  ax2  = bym 

integriren  lassen ; doch  verspareu  wir  weitere  Untersuchungen  hier- 
über bis  dahin,  wo  die  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen 
behandelt  worden  sind. 
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Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen  zwischen  zwei 

Variabelen. 

§.  105. 

Differenzialg  leichungen  zweiter  Ordnung;  ein- 
fachste Formen. 


Eine  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Va- 
riabelen x und  y hat  im  Allgemeinen  die  Form: 

'»  ’ 4;'-3l  •£)=«• 

oder,  auf  den  zweiten  Differcnzialquotienten  reduzirt, 

dx*  ~ dx)' 

und  die  Aufgabe  ist  wie  früher  y als  Funktion  von  x zu  bestimmen. 
Den  Sinn  dieses  Problemes  kann  man  sich  auf  ähnliche  Weise  ver- 
deutlichen, wie  es  in  §.  98  bei  den  Differenzialgleichungen  erster 
Ordnung  geschah.  Man  betrachte  nämlich  x und  y als  rechtwink- 

d u 

lige  Coordinaten  eines  Curvenpunktes,  mithin  -r-  als  die  Tangente 

(t  X 

des  Winkels,  welchen  das  Curvenelement  ds  mit  der  Abscissenachse 

(£2  y 

bildet,  und  beachte,  dass  mittelst  der  zweiten  Gleichung 


° dx* 


einen 


dy 


bestimmten  Werth  erhält,  sobald  x , y,  und  — gegeben  sind; 

d x 

die  Construktion  der  fraglichen  Curve  geschieht  dann  auf  folgende 
Weise.  Man  gehe  von  einem  beliebigen  Punkte  x^  y0  aus,  wähle  den 

dy 


entsprechenden  Werth  von 


dx 


:y‘  gleichfalls  willkürlich,  etwa“ 
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und  berechne  den 


zugehörigen  Werth  von 


dx 2 


welcher 


heissen  möge ; wäre  nun  y = <p(x)  die  Gleichung  der  gesuchten 
(Kurve,  so  würden  für  unendlich  kleine  d die  Beziehungen: 


qpQ-l-fl)  — <pQ) 
d 


= V (*), 


cp  (x  -f-  2 d)  — 2 qp  (j?-4-  fl)  4-  qp  (a?) 

fl* 


oder 

<p(.r-|-ö)  = 

cp(x-\-2d)  = 2 <5p  (^r  -f-  dj)  — <p  (x)  -|-  fl2  <p"  00 

stattfinden  und  dazu  dienen,  um  aus  <p(.r),  cp‘  (ß)  tpuO0  der  Reihe 
nach  cp  (x -)- fl)  und  <p(a?-|-  2 fl)  abzuleiten;  in  unserem  Falle  sind  für 
x = x0  jene  Werth e in  der  That  bekannt , man  kann  also,  von  dem 
Punkte  x0  y0  ausgehend,  zwei  neue  unendlich  naheliegende  Punkte 
xx  yx  und  .r2y2  bestimmen  und  zwar  wären  die  Abscissen  derselben: 

*\  = *ro  + A » ^2  = #o  + 2 A, 

und  die  Ordinaten: 

y\  — yo  + 2/2  = — yo  + 2^i  + 2/0"  A2- 

Betrachtet  man  jetzt  2?/2  alg  neuen  Ausgangspunkt , so  lassen  sich 
wiederum  zwei  neue  Punkte  y3 , .r4  y4  bestimmen  u.  s.  w.  Man 
ersieht  aus  dieser  (Konstruktion , dass  die  gegebene  Differenzialglei- 
chung das  gemeinschaftliche  Merkmal  einer  unendlichen  Menge  von 
gleichartigen  (Kurven  enthält;  sie  bestimmt  jede  dieser  (Kurven  voll- 
ständig, sobald  ein  Punkt  x0y0  der  letzteren  und  die  Richtung  der 
Tangente  in  diesem  Punkte,  d.  h.  y0f  gegeben  oder  willkürlich  an- 
genommen ist.  Im  Allgemeinen  bleiben  also  zwei  Grössen  in  der 
Bestimmung  von  y beliebig,  d.  h.  das  allgemeine  Integral  einer 
Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  enthält  zwei  Integrationscon- 
’ stanten.  Dies  ist  auch  analytisch  leicht  einzusehen.  Eine  Glei- 
chung zwischen  .r,  y,  y',  yn  würde  durch  einmalige  Integration  zu 
einer  Gleichung  zwischen  x,  y,  y1 , d.  h.  zu  einer  Differenzialglei- 
chung erster  Ordnung  werden,  welche  nach  den  früheren  Methoden 
zu  integriren  ist;  auf  jeden  Fall  bedarf  es  im  Ganzen  zweier  Inte- 
grationen, deren  jede  eine  willkürliche  (Konstante  mit  sich  bringt, 
und  demnach  muss  das  gesuchte  y von  der  Form  cp  (,r , C,  Q)  sein*). 


1 


*)  Eine  Ausnahme  würde  die  obige  Behauptung  in  dem  Falle  erleiden, 
wo  man  entweder  bei  der  ersten  oder  bei  der  zweiten  Integration  statt  des 
allgemeinen  Integrales  das  singuläre  Integral  nähme.  In  jedem  speziellen 
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Diese  Bemerkung  deutet  zugleich  den  Weg  an,  der  bei  der  Inte- 
gration der  Differenzialgleichungen  zweiter  Ordnung  meistentheils 
eingeschlagen  werden  muss,  wie  man  aus  den  nachherigen  Beispielen 
sehen  wird. 

Wir  betrachten  zuerst  die  einfachsten  Formen  der  Differenzial- 
gleichung 2),  bei  welchen  zugleich  die  Integration  vollständig  aus- 
führbar ist. 


Erste  Form.  Die  rechte  Seite  von  Nro.  2)  enthalte  x allein, 
sei  kurz  f(x)  = X \ mithin: 

cP  v 

3)  . ai  = x- 

cl  u* 

Die  Gleichung  ist  offenbar  identisch  mit  = X , woraus 

y‘  = äi=fXd*  + c 

folgt;  die  zweite  Integration  liefert  ebenso  leicht: 

>J  = J dx  J Xdx  -f  Cx  + C\. 

Eine  bequemere  Form  erhält  das  Integral  durch  die  Bemerkung,  dass 
bei  theilweiser  Integration : 

J ° x Xdx  = x J*  Xdx  — J ° dx  J'  Xdx 

ist,  mithin  das  Doppelintegral  als  Differenz  zweier  einfacheren  Aus- 
drücke angesehen  werden  kann;  dies  giebt: 


4) 


y = x J Xdx  — x Xdx  -)-  Cx  -)-  ( \ . 


Zweite  Form.  Der  zweite  Differenzialquotient  von  y sei  als 
Funktion  von  y allein  gegeben,  nämlich: 

d-y 


5) 


dx* 


= Y. 


Hier  kann  man  statt  der  linken  Seite  den  Ausdruck : 

dy‘ ' dy‘  . dy_  dy^  , 

dx  dy  dx  dy  ^ 

eintreten  lassen,  und  es  sind  in  der  nunmehrigen  Gleichung: 


Falle  lassen  sieh  die  so  entstehenden  singulären  Integrale  der  Differenzial- 
gleichung ohne  wesentliche  Schwierigkeit  entwickeln , indem  man  bei  der 
betreffenden  Integration  die  Lehren  des  §.  102  in  Anwendung  bringt;  eben- 
deswegen werden  wir  in  den  folgenden  Untersuchungen  den  singulären  In- 
tegralen keine  besondere  Aufmerksamkeit  mehr  widmen. 
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y‘  — }’  oder  y'dy'  = Ydy 

y 

die  Variabelen  gesondert.  Das  erste  Integral  der  Gleichung  5)  ist  daher: 

Coiist.  J'  Ydy  oder  y1  = V C'-j-  2 / Ydy. 
Vermöge  des  VVerthcs  von  y‘  erhält  man  daraus: 

_ dlJ 


\yhi 


d x 


Vt'+t  J Ydy 


und  durch  nochmalige  Integration : 


* = f ' d.y...  + c\. 

J V CA-  2/  Ydv 


6)  ~ , r 

VC+2J  Ydy 

Ein  für  spätere  Untersuchungen  nicht  unwichtiges  Beispiel  bildet  die 


Differenzialgleichung : 


7) 


d-y  ,2 
dx 2 


liier  ist  2 / Ydy  — k2y2^  mithin  das  vollständige  Integral: 

,r  = + Cl  = Tl0cy+  Vc+vy*)  + e, : 

um  auf  y zu  reduziren,  bilde  man  daraus  die  Gleichung: 

eh(x—C,)_k)J  _ y £>4-  ity, 

und  quadrire  dieselbe;  man  findet  sehr  leicht: 

y = l !«*(*— 

\ * 

d.  i.  wenn  man  zur  Abkürzung  die  constanten  Faktoren 

| e~k  — A , — J Cekc i — B 

setzt,  wo  nun  A und  B ebenso  willkürliche  Constanten  wie  früher 
C und  Ci  sind : 

8)  y — Ae*x  B e~~^x . 

Wäre  dagegen  die  Differenzialgleichung  gegeben: 

,, 

— — k‘y. 


9) 


dx2 


so  würde  man  2 J Ydy  = — k2y 2 erhalten  und  daraus: 

,=  + ci  = -h 

J V C—Wv*  h 


Arcsin  _—^=  -(-  Cj, 


Vc 


und  umgekehrt: 


VT 

* sink(x — 6\), 


k 
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oder  wenn  man  auflöst  und  die  Con.3tanten  ändert: 

10)  y = Alcoskx  -)-  Bisinkx. 

Dieses  Resultat  hätte  sich  übrigens  aus  den  vorigen  dadurch  herlei- 
ten lassen,  dass  man  k V — 1 = ki  an  die  Stelle  von  k treten  liess, 
die  Gleichung: 

e±  kxi  __  co5  ^ x _(_  2smkx 

benutzte  und  zuletzt  A -j-  B = Ax , (A  — B)i  ==  Bx  setzte*). 

Dritte  Form.  Die  Differenzialgleichung  enthalte  nur  den 
ersten  und  zweiten  Differenzialquotienten  der  Unbekannten,  es  sei 
also : 


11) 


d-y  ( dy 
dx*  ~~  * \dx. 


oder 


dy' 

dx 


f(y0- 


In  der  zweiten  Gestalt  sind  die  Variabelen  leicht  zu  trennen,  nämlich 
12)  dx  = — also  x — f + C. 

f(y)  J /(/)  ^ 

Um  ferner  y zu  finden,  hat  man: 


*)  Auf  das  obenentwickelte  Integral  der  Differenzialgleichung: 


diy  

dx* 


ay 


n = + h 


’.i. 


hisst  sich  das  der  folgenden  (nicht  zur  zweiten  Form  gehörenden)  Gleichung : 

(^AL  = ay  bx  -f-  c 
dx* 

zurückfiihren.  Giebt  man  ihr  nämlich  die  Gestalt : 


y " z=z  ay  - J-5.t-(-c 
und  differenzirt  zweimal,  so  wird: 

d*y" 


d x* 


=* a y 


n 


Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  ersten  überein  und  ihr  Integral  ist  bei  po- 
sitiven a — -f-  k*: 


y“  = Aekx-{-  Be~kx' 
und  bei  negativen  a — — k* : 

y“  — Ax  cos  kx  -f-  Bx  sin  kx. 

Andererseits  folgt  aus  y“  — ay  -|-  b x -f-  c umgekehrt: 

y _ y — bx—C 

a 

und  indem  man  den  Werth  von  yh  substituirt,  ergiebt  sich  y.  — Wäre  die 
Gleichung  allgemeiner  y‘*  — ay  - \-  ifs  (x),  so  würde  dieser  Kunstgriff  nichts 
helfen,  sondern  ein  anderes  Verfahren  eintreten  müssen,  welches  in  §.107 
auseinandergesetzt  ist. 
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13)  dy  = y‘dx  = y‘  folglich  y =J jyßy  + <\. 

Die  Integralformeln  in  12)  und  13)  geben  x und  y ausgedrückt  durch 
die  dritte  Variabele  y' ; eliminirt  man  sie  aus  beiden  Gleichungen, 
so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  .r,  y,  C,  C\  übrig,  welche  das 
allgemeine  Integral  ist. 

Auf  eine  Gleichung  von  der  Form  11)  führt  z.  B.  das  geome- 
trische Problem : aus  einer  gegebenen  Relation  zwischen  dem  Krüm- 
mungshalbmesser C eines  Curvenpunktes  xy  und  zwischen  dem  Win- 
kel gj,  welchen  dieser  Krümmungshalbmesser  mit  der  Ordinaten- 
aclise  bildet,  die  Gleichung  der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  abzuleiten.  Ist  nämlich  q — F(a ) die  gegebene  Beziehung, 
so  hat  man  vermöge  der  Bemerkung , dass  a = r,  tan  a = y1  und 

Q = (1  -f-  y/2)‘  : y " ist, 


q-h/'2)2 


y 


u 


— F(Arctany‘ ), 


oder  umgekehrt: 


y 


n 


(i  +y¥ 

F^Arctany'y 


mithin  nach  den  Formeln  12)  und  13): 


x 


f 'E^ndy,  + 


(i  +ynf 

y=  f y‘F^tanp  dy,  + q, 

(i  ~\~yl<2y 

Betrachtet  man  nicht  y1 , sondern  Arctan y*  = a als  unabhängige 
Variabele,  setzt  also  y1  — tan  ca,  so  gewinnen  die  obigen  Glei- 
chungen die  symmetrische  Gestalt: 


x ==  J F(a)  cos  a da  A, 
y — / F{a)  sin  a da  -)-  R, 


und  man  kann  am  Ende,  wenn  es  sonst  möglich  ist,  a eliminiren. 
Für  q = aseca  z.  B.  ergiebt  sich  x ==  aa  -(-  A,  y=  alseca-\-B 
oder: 

x — A 

y — B — al  sec 


a 


als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 
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Eine  ähnliche  geometrisch^  Aufgabe  ist:  die  Gleichung  einer 
krummen  Linie  in  rechtwinkligen  Coordinaten  auszudrücken,  wenn 
der  Bogen  s eine  gegebene  Funktion  des  Winkels  x sein  soll,  den 
die  Tangente  am  Endpunkte  des  Bogens  mit  der  Abscissenachse  ein- 
schliesst.  Aus  s = F(x)  folgt  hier : 


ds 


a s ■*  i ; d x 

- = VT+7’=Pm-, 


und  weil  r = Arctan  y1 : 

F‘  ( Arctan  y‘)  u n __  (1  + ff'2)2 

l_|_y/2  y ’ y F'^Arctany1') 

Benutzt  man  die  Gleichungen  12)  und  ld)  und  setzt  nachher  Arctany1 
= x wieder  ein,  so  findet  man  sehr  leicht: 


-/ 
v = f 

woraus  x zu  elirniniren  ist. 


F1  (r)  cos  x dx  -(-  A. 

P (r)  sin  x dx  B. 

So  erhält  man  z.  B.  für  s — ikcosx: 


x — A = k('lx  — sin  2 r), 
y — B — — kcos  2 r, 

und  wenn  man  2 x mit  einem  einzigen  Buchstaben  t bezeichnet, 
x — A = m,  y — B = v — k setzt,  so  lehrt  die  Vergleichung 
mit  den  Werthen  von  u und  v auf  S.  66,  dass  die  gesuchte  Curve 
eine  gewöhnliche  Cycloide  mit  k als  Halbmesser  des  erzeugenden 
Kreises  ist. 


§.  106. 

Fortsetzung  und  Schluss. 

Vierte  Form.  In  der  Differenzialgleichung  mögen  nur  x , 

~~  und  Vorkommen , sie  sei  also : 
dx  dx* 

i}  S = Kx'  ■£)  °der  y" = 

Giebt  man  ihr  die  Gestalt: 

2)  ~ = /(.<», y1), 

so  enthält  sie  nur  die  beiden  Variabelen  x und  y‘  und  ist  in  Bezie- 
hung auf  y1  eine  Differenzialgleichung  erster  Ordnung ; man  findet 
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daraus  y*  und  zwar  in  der  Form: 

3) 


y 1 = ~j~c=z  mithin  y = J ' • (p  (x)  dx-{-Const. 


Dieses  Verfahren  passt  z.  B.  auf  das  geometrische  Problem,  die 
Curve  zu  finden,  iu  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  vor- 
geschriebene Funktion  der  zugehörigen  Abscisse  ist,  etwa  Q = ip{x). 
Die  Difi’erenzialgleichung  lautet  hier: 


O +»'*)* 


y 


li 


— ^O), 


oder  auf  y 11  reduzirt: 

3 

dy1  _ (i+yO* 

dx  ip  (x)  \ 

was  mit  Nro.  1)  übereinstimmt.  Die  Trennung  der  Variabelen  giebt: 

dy 1 dx 


Durch  Integration  folgt  hieraus : 

vr+^=fih  + c=x+6’ 

wo  X zur  Abkürzung  cingeführt  ist ; man  hat  nun  weiter : 

, _dy_ X-\-C 


y 


dx 


Vi.—  (jr+C)*’ 


also  bei  nochmaliger  Integration : 

X+C 


y 


= 

J V i — 


V l—  Tx+cr 


-dx  — I—  Ct . 

o 1 x 


X 


So  würde  z.  B.  q = — folgende  Werthe  bringen: 


a 


a 


X=  - 


y 


— f Cx—a 

t/  — ( n.v  — 


.dx  — J— 


* ” J W — -(Cx  — ay 

die  noch  übrige  Integration  ist  leicht  auszuführen  und  giebt  ver- 
schiedene Curven,  jenachdem  man  die  willkürliche  Constante  der 
Einheit  gleich,  oder  kleiner  oder  grösser  wählt;  im  ersten  Falle  er- 
hält man  eine  algebraische  Curve,  nämlich: 


y 


= | O—  2 a)  y - + (\  ; 


im  zweiten  Falle  ist  die  Curve  iogarithmischcr  Natur,  im  letzten 
Falle  hängt  sie  von  der  Funktion  Arcsin  ab. 


Cap.  XX.  §.  106.  Fortsetzung  und  Schluss.  477 

Fünfte  Form.  Die  gegebene  Differenzialgleichung  enthalte 

dy  d2y  . 0 , 

nur  v,  — rS  -7—  nach  dem  Schema: 
dx  dx 2 

4)  S = /(» ’ S)’ o<icr  *" = ’ **>• 

Lässt  man,  wie  es  schon  früher  geschah, 

dy * __  dy*  dy_  __  , 

dx  dij  dx  dy 

an  die  Stelle  von  yn  treten,  so  nimmt  die  Gleichung  lolgende  Ge- 
stalt an : 

5) 


.und  ist  eine  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  den  bei 
den  Variabelen  y und  y' ; man  findet  daraus : 


6) 


= Ä = ^ 


mithin  bei  Trennung  der  Variabelen  und  Integration: 

7)  x = f —j- ~ -4-  Const. 

J <p(y ) 

Nach  dieser  Methode  lässt  sich  z.  E.  das  geometrische  Problem  lösen : 
die  Curve  zu  finden,  in  welcher  der  Krümmungshalbmesser  eine  ge- 
gebene Funktion  der  zugehörigen  Ordinate  ist,  etwa  q —ip  ( y ).  Die 
Differenzialgleichung  lautet  nämlich: 

(i + y12)2  ^ (tJ)  oder  y«  — 

y"  J J 

formell  übereinstimmend  mit  Nro.  4.  Nach  dem  angezeigten  Ver- 
fahren wird: 

y1  dy*  __  dy 

(i+y'2)* 

und  durch  Integration: 


i = r. 


dy 


+ C=r  Y+C, 


y i-j-y'2  J Il>(y) 

wo  Y zur  Abkürzung  dient.  Der  Werth  von  y1  ist  jetzt: 

. Vi-(y+o»  _ M 

J Y-\-C  dx 

mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 
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x 


Y-f-C 

1 — ( Y4-C)2 


dy  -f*  C\. 


Das  Resultat  hat  mit  dem  der  vorigen  geometrischen  Anfgabe  viel 
Aehnlichkeit;  in  der  That  sind  beide  Probleme  nicht  wesentlich  ver- 
schieden, da  man  nur  x mit  y und  entsprechend  X mit  Y zu  ver- 
tauschen braucht,  um  das  eine  aus  dem  anderen  abzuleiten. 

Als  zweite  geometrische  Anwendung  diene  die  Bestimmung  der 
Curven,  in  welchen  der  Krümmungshalbmesser  mit  der  zugehörigen 
Normale  in  gegebenem  constanten  Verhältnisse  steht.  Aus  der  ge- 
nannten Bedingung  folgt  unmittelbar,  wenn  1 : ft  jenes  Verhält- 
nis ist : 


oder : 


u 

I 


9" 


99"  = f*(i +y'2)- 


Die  Substitution  y"  = y'  —•  giebt  bei  Sonderung  der  Variabelen: 

ay 

9'  d9‘  _ „ jty 

1 +9‘2  M 9 ’ 

0 

ferner  durch  Integration,  wenn  die  Constante  mit  ft/ b bezeichnet 

wird : 

, , / u \ V „2/i  _ h1fx 

11(1+9”)  = y‘  =-  y 

endlich : 

J Vy^  — b2** 


V* 


— (1% 


Man  findet  mittelst  dieser  Formel  sehr  leicht,  dass  die  Curve  für  ft 
= — 1 ein  Kreis,  für  ft  =r  — {—  1 eine  Kettenlinie*),  für  ft  = — J 
eine  Cycloide  und  für  ft  = — J—  ^ eine  Parabel  ist. 

Als  letztes  Beispiel  für  dieses  Verfahren  diene  die  Behandlung 
der  Aufgabe:  die  Gleichung  der  Curve  zu  finden,  deren  Bögen  pro- 
portional den  an  die  Endpunkte  derselben  gelegten  Tangenten  sind. 


*)  Die  Gleichung  derselben  in  rechtwinkligen  Coordinaten  rj  ist : 

JL  _ JL 

n = V,*  ( ek  + e k ), 

wo  k die  im  Anfangspunkte  stehende  Ordinate , den  sogenannten  Parameter 
bezeichnet. 
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Rechnen  wir  den  Bogen  s von  einem  Funkte  aus,  dessen  Abscisse  a 
ist,  und  bezeichnen  wir  mit  1 : ft  das  Verhältniss  des  Bogens  zur 
Tangente,  so  lautet  die  Bedingungsgleichung: 

x 

ft  J"v  1+z/'2  dx  = - VT+y'2; 


a 


aus  ihr  folgt  durch  Differenziation  und  Reduktion  auf  y'1 : 

V'2(l4-y'2) 

yn  = (i — fO  y 

J 

und  mittelst  der  für  y u angegebenen  Substitution : 

^ = ( i-ft) y' (1+y,2). 

dy  y 

Die  Sonderung  der  Yariabelen  giebt  weiter: 

dn‘  ■_  _ a_U)  *1 

und  die  Integration  dieser  Gleichung,  wenn  die  Integrationscon- 
stante  mit  — (1  — ft)Z&  bezeichnet  wird: 

' n— ^ 


V-i*O+^  = (i-f0i(f)=*(f)1' 


oder: 


‘G&H  (i) 


2-2  u 


Der  Werth  von  y*,  durch  y ausgedrückt,  ist  demnach: 


y‘  — 


y 


1 -/* 


dy 

2—2u  dx 


mithin  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 


* =fdy  V (ir)^  2-1  +*• 


Die  Integrationsconstanten  h und  k bestimmen  sich  im  speziellen 
Falle  durch  die  zwei  Bedingungen,  dass  s = 0 werden  muss  für 
x = a,  und  dass  die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  x0y0  ge- 
hen soll.  Die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist  übrigens  für  ft 
= | algebraisch  und  zwar: 

(«-»)>  = iä=*£, 

in  allen  übrigen  Fällen  aber  transcendent. 
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§.  107. 

Die  linearen  Differenzialgleichungen  zweiter 

Ord  nun  g. 


Unter  einer  linearen  Differenzialgleichung  versteht  man  wie 
früher  eine  solche,  in  der  sowohl  y als  die  Differenzialquotienten 
dieser  Funktion  nur  in  der  ersten  Potenz  Vorkommen;  demnach  ist 
die  Gleichung: 


1) 


worin  X2  und  X als  Funktionen  von  x allein  angesehen  werden, 
das  allgemeine  Schema  einer  linearen  Differenzialgleichung  zweiter 
Ordnung. 


I.  Betrachten  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall,  wenn  nämlich 
X = 0,  Xx  und  X2  constant  sind,  so  lässt  die  Aehnlichkeit,  die 
zwischen  der  Gleichung: 


2) 


d2y 

dx'2 


+ a + h,J  — °’ 


und  der  in  §.  105  unter  Nro.  7)  betrachteten  Differenzialgleichung 
stattfindet,  auf  eine  ähnliche  exponentiale  Form  des  Integrales 

schliessen ; wir  setzen  daher  y = e*x , wo  X einen  vor  der  Hand 
noch  unbestimmten  Coefficienten  bedeutet.  Aus  der  Differenzial- 
gleichung 2)  wird  dann  die  algebraische  Gleichung: 

3)  X2  + aX  + b = 0, 

und  diese  ist  erfüllbar,  indem  man  X gleich  einer  von  den  beiden 
Wurzeln  dieser  Gleichung  nimmt.  Bezeichnen  wir  die  letzteren  mit 
Xi  und  A2,  so  genügt  jede  der  Funktionen : 

y — e^x  und  y = e^x 

der  aufgestellten  Differenzialgleichung.  Indessen  sind  sie  nur  parti- 
kuläre Integrale  derselben,  da  ihnen  willkürliche  Constanten  abge- 
hen. Man  sieht  aber  auf  der  Stelle,  dass  auch  die  allgemeineren 
Ausdrücke : 

C,  eX'x  und  O,  e1**, 

wo  C\  und  C2  beliebige  constante  Faktoren  sind,  die  Differenzial- 
gleichung befriedigen  und  man  kann  nun  leicht  das  allgemeine  In- 
tegral aus  den  obigen  Ausdrücken  zusammensetzen;  es  ist: 

I)  y ==■  Ci  e^x  -|-  C2  e^x , 
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was  man  ohne  Mühe  prüfen  wird.  Das  hiermit  gefundene  Integral 
bedarf  keiner  weiteren  Erörterung,  wenn  die  Wurzeln  und  X2 
der  quadratischen  Hülfsgleichung  3)  reell  und  verschieden,  wohl 
aber  für  die  Fälle,  wo  sie  gleich  (also  reell)  oder  imaginär  sind. 
Für  A2  = Ax  würde  die  Formel  4)  zur  folgenden  werden: 

y = (Ci-f-  C2)  e^x  = Const. 

und  nicht  mehr  das  allgemeine  Integral  der  ursprünglichen  Diffe- 
renzialgleichung darstellen;  man  erhält  dann  letzteres  auf  folgendem 
Wege.  Sei  <5  die  Differenz  zwischen  A2  und  Ax,  mithin  A2  = A1-j-$, 
so  ist  nach  Nro.  4),  indem  man  die  Exponentialreihe  benutzt: 

y = + 

rrr  e^lX  — |—  Cj— C$  Ö X — .), 

oder  wenn  C\-\-C3  = C und  C2  8 = C*  gesetzt  wird,  wo  nun  C und 
C*  ebenso  beliebig  sind  wie  früher  C\  und  C2 : 

Für  d = 0 werden  Xx  und  A2  gleich  und  es  ist  für  diesen  Fall 
5)  y ~ (C-\-C'x)eX'x 

das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  2).  Besitzt  die 
quadratische  Hülfsgleichung  imaginäre  Wurzeln,  etwa: 

= « — |—  /3 « , A2  = a — ßi, 
so  verwandelt  sich  die  Formel  4)  in  die  folgende: 


y — (\  ettx  (cos  ßx-\ -i  sin  ßx)-\~C2  eax  ( cos  ßx  — t sin  ß #), 
d.  i.  wenn  C\  -f-  C2  = A und  (Q  — C2 ) * = B gesetzt  wird : 

6)  y = eax(Acosßx-\-Bsinßx). 

II.  Die  allgemeinere  Differenzialgleichung : 


7) 


^i  + aäi  + bX 

dx 2 ~ dx  • y 


lässt  sich  dadurch  integriren,  dass  man  dem  y eine  ähnliche  Form 
wie  Nro.  4)  giebt,  sie  aber  dahin  verallgemeinert,  dass  die  Coef- 
ficienten  C\  und  C2  nicht  mehr  als  constant,  sondern  als  zwei  unbe- 
kannte Funktionen  von  x angesehen  werden.  Nehmen  wir  also: 

8)  y = Hi.«*»®  + 


wo  Aj  und  A2  dieselbe  Bedeutung  wie  vorhin  haben,  so  wird: 
% 

~~  = Aj  «j  e^x  -f-  A2  «2  e**x 

u %C 


-j-  «*»*  -4-  e 

dx 


v i 
dx  ' 


Schlömllch,  Analysis. 
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und  da  wir  über  tq  und  Uq  noch  disponiren  können,  so  dürfen  wir 
voraussetzen,  dass: 


9) 


sei , wodurch  sich  die  vorige  Gleichung  auf  die  erste  Reihe  reduzirt. 
Differenziren  wir  die  nunmehrige  Gleichung: 

41  = A,u,  el‘z  + e*>* 

dx 

noch  einmal,  so  wird: 

= V«i«*lX  + V«*«*1*  + Al  A2eV  4^- 

dx 2 dx  1 dx 

Wir  substituiren  nun  die  fiir  y-,  ?/"  gefundenen  Werthe  in  die 

ursprüngliche  Differenzialgleichung,  und  erhalten  dadurch: 

(Aj 2 — J“  a Aj  — j—  b ) tq  — |—  (A^2-)-  a A2  — J—  b)  Uq  e^*^ 


-f-  Aj  e1 


Ax*  dlli 


“f"  ^2  e 


dx 


= X, 


welche  Gleichung  sich  bedeutend  vereinfacht,  wenn  man  bemerkt, 
dass  A2-f -aA-j-Z»  fiirA  — Aj  und  für  A = A2  verschwindet;  es  bleibt 
nämlich : 


10) 


C?Wj 

dx 


-f-  lq 


Xx 

dx 


— X. 


Die  Gleichungen  9)  und  10)  dienen  zur  Bestimmung  der  Differen- 
zialquotienten von  tq  und  w2 , mithin  auch  zur  Ermittelung  von  tq 


C,  + /Xe-^x  dx 


und  uq  selbst 

; man  findet: 

d tq 

Xe~ 

Xx 

dx 

Aj  

V 

Wj 

duq 

Xe~ 

Xx 

dx 

1 

<N 

II 

-h ' 

«2 

Ai  — A, 

Cz+fXe-^dx 


Aj — Ai 

wo  Ci  und  C2  die  Integrationsconstanten  bezeichnen;  nach  Formel 
8)  ist  jetzt: 


11)  y = 


(A 4- fXe~^xdx)  M ~ (ga  +/ dx) e^x 

Aj  A2 


das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  7).  — Für  Aj 
= A2  bedarf  die  Formel  einer  Modifikation,  die  sich  auf  ähnliche 
Weise  wie  in  I.  ausführen  lässt.  Setzen  wir  nämlich  Xq  — Aj  = 
also  A2  = Aj  8 , so  wird: 
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y 


li  (Pi  ~f~  fXe~^x  dx)  — (C,  4-  fXe-^e 

— e s 


Sxdx)eäx 


und  durch  Entwickelung  der  Grössen  e^x  und  e : 

y = {Q— Ci+Q  x/Xe—^dx—ö fxXe-^dx+atc. } , 

wo  unter  „etc.“  alle  die  Glieder  verstanden  sind,  die  <52,  d3,  d4  etc. 
als  Faktoren  enthalten;  für  C2  — C\  = Cd  und  indem  man  C'dx 
für  C^ibx  schreibt,  lässt  sich  ö heben,  und  schliesslich  ergiebt  sich 
für  d = 0 : • 


12) 


y = {C-\-C‘ x—J  xXc~^xdx 4-it  J'xe—X>xdx)ex>x. 


Wären  endlich  die  Wurzeln  Aj  und  A2  imaginär,  so  würde  man  wie 
früher  = a -f-  /3?,  A2  = a — ßi  setzen;  aus  der  Formel  11) 
wird  in  diesem  Falle: 


13) 


ettxi  c 

y — — j(A — J Xe  ( X sinßx  d x)  cos ß x 

+ (#-)-  J Xe-”x  cos  ß x dx)  sin  ßx\ 


Als  Beispiele  mögen  die  Werthermittelungen  einiger  bestimm- 
ten Integrale  dienen.  Sei  erstlich: 

00 

/sin  xt  dt 

0 

so  giebt  die  ein-  und  zweimalige  Differenziation,  welche  letztere 
gerade  noch  erlaubt  ist: 

00  _cc 


X2  + t2’ 


dy  f cos  xt  d2y  C sinx 

dx  ij  x2  — }—  t2  dx 2 1 J t 

0 0 

und  hieraus  kann  man  die  Differenzialgleichung : 


t t2  dt 
" X2  + t2' 


d'y 


1 v r si\ 

i _ = _ J - 

0 


00 
sin  xt 


t 


dt  = — 


\ll, 


bilden;  im  Vergleich  mitNro.  7)  ist  a = 0,  b = — x2,  Xz=^ 
ferner  A ==  + x,  also  vermöge  der  Formel  11): 

y = Ae*x  + B c~*x  + 

wo  A und  B neue  willkürliche  Constanten  bezeichnen.  Um  sie  im 
vorliegenden  Falle  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  für  x — 0 
ursprünglich : 


31  * 
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dy  r dt 

y — Tx~~  J x24-t2  “ 2x 

0 

wird;  setzt  man  für  y seinen  nachherigen  Werth,  so  sind  diese  Glei- 
chungen : 

A + B+JZ  = 0' 

woraus  A = 0 und  B = — ^lgen.  Die  Vergleichung  der 

früheren  und  späteren  Werthe  von  y , y‘  und  y " liefert  nun  folgende 
drei  Integralform  ein : • 

dt 7T—  (i e~xx) 

— 2 sc*  C h 


f 


GO 

sin  x t 


t X2-| -t2 

<X> 

C cos  xt — xx  jtsinxt  — YX 

J x*-\-t*  d 2 x 1 ./  X2  -|- 1'2  2 


0 

00 
COS  XI 


0 o 

welche  mit  den  Resultaten  des  §.  92  übereinstimmen.  Für  ein  zwei- 
tes Beispiel  sei: 


y 


OO 

0 


dt 


xt 


x2-f -t2 


und  * wesentlich  positiv.  Man  findet  sehr  leicht: 


30 

iy__  fj 
dx  J x2 
0 


’ d*2 


x2+t2 


GO 

= +Ji 


& dt 
x2-j-t3 


und  daraus  die  Differenzialgleichung : 


<Py 

dx* 


CO 

+ x2y  = J e~xt 


x 


X 


Nach  Formel  13)  giebt  dies  für  a = 0,  /J  =:  x,  X = 

9=\ä-  f ,^to|ü2f.+ja+ y* 

beiAenderung  der  Integrationsconstanten  darf  man  dafür  schreiben: 


xx  *x 

• = h -/‘4-‘4J?£+  I 

0 " 

wie  sich  unter  Anderem  leicht  mittelst  Reihenverwandlungen  veri- 
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fiziren  Hesse;  erinnert  man  sich  zugleich  an  die  Definitionen  des 
Integralsinus  und  Integralcosinus,  so  ist: 

y = — Si(xx) 

Um  die  Constanten  Ax  und  dem  vorHegenden  Falle  anzu- 
passen, nehmen  wir  erst  x — 0,  wodurch  y seiner  ursprünglichen 


^iü+j5l+C<(x»)Ji^. 


7t 


Bedeutung  nach  in  übergeht;  mit  dem  nachherigen  Werthe  von 
y verglichen , giebt  dies  Ax  = \tc,  also : 


7t- 


) cos xx  ( | Asinnx 

— - hpi+Cl(**)|— — ; 


nehmen  wir  zweitens  x = oo , so  verschwindet  y , zugleich  wird 
*Si(oo)  s Jjr,  Ci  (oo  ) = 0,  folglich: 


bei  der  Unbestimmtheit  von  sin  oo  , welches  alle  möglichen  zwischen 
— 1 und  -f-  1 liegenden  Zahlen  bedeuten  kann,  ist  die  obige  Be- 
dingung nur  durch  B\  = 0 erfüllbar.  Wir  gelangen  so  zu  dem 
Resultate : 


00 

h 

0 


dt 


, — xt 


!.  ) coskx  , „ sinxx 

\n  — Si(xx)(  — |-Ci(x;r) — - 


"i 


welches  durch  beliebige  Differenziationen  in  Beziehung  auf  x oder 
x eine  Reihe  anderer  und  ähnlicher  Formeln  Hefert. 


§.  108. 

Fortsetzung  und  Schluss. 

4 

Wenn  wir  uns  im  vorigen  Paragraphen  auf  den  Fall  constanter 
Coefficienten  Xx  und  X2  beschränkten,  so  haben  wir  nun  die  allge- 
meinere Voraussetzung  variabeler  Coefficienten  zu  machen,  wobei 
wir  ähnlich  wie  früher  unterscheiden,  ob  die  rechte  Seite  der  Diffe- 
renzialgleichung ( X in  Nro.  1 des  vorigen  §.)  der  Null  gleich  oder 
von  ihr  verschieden  ist. 

I.  Kennt  man  zwei  partikuläre  Integrale  yx  und  y2  der  Dif- 
ferenzialgleichung : 

-X)  lü  + = °> 
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so  ist  das  allgemeine  Integral  wie  früher: 

2)  y — (\yi  -f-  C2y2, 

wo  Ci  und  C<i  die  willkürlichen  Constanten  bezeichnen;  die  Richtig- 
keit dieser  Bemerkung  bestätigt  sich  augenblicklich,  sobald  der  für 
y angegebene  Werth  in  die  Differenzialgleichung  substituirt  und 
beachtet  wird,  dass  der  Voraussetzung  zufolge  die  Gleichungen: 

<£yi  , y 

dx * 'r  1 dx 

Vy-i  , v djh 
dx1  ' 1 dx 


1 4-  x,yi  = o, 


stattfinden.  Zwischen  den  beiden  partikulären  Integralen  yx  und  y2 
muss  nun,  eben  weil  sie  beide  einer  dritten  Gleichung  genügen, 
eine  Beziehung  existiren,  vermöge  deren  das  eine  aus  dem  anderen 
abgeleitet  werden  kann ; dieser  Zusammenhang  wird  auf  folgende 
Weise  sichtbar.  Es  sei  Y eine  bekannte  Funktion,  welche  die  Diffe- 
renzialgleichung befriedigt , d.  h.  ein  partikuläres  Integral  derselben, 
so  kann  man  sich  denken,  dass  das  andere  die  Form  Yz  habe,  wo 
z der  Quotient  beider  Partikularintegrale,  mithin  eine  noch  unbe- 
kannte Funktion  von  x ist.  Die  Substitution  y = Yz  giebt  nun 
statt  der  Gleichung  1)  die  folgende: 


<&z 
dx * 


a d Y dz  . d*  Y 

-4-  2 H z 

dx  dx  T dx'2 


+x-(rf,+¥.-)+:s‘r-=0’ 


oder  in  anderer  Anordnung: 
. d*z 


dx  2 


+(x-r+iiiF>T.' 

+ S + r) 1 = °’ 


nach  der  gemachten  Voraussetzung  verschwindet  hier  der  Coefficient 
von  z und  es  bleibt,  wenn  der  Differenzialquotient  von  z mit  z'  be- 
zeichnet wird : 


+ (-*>  r+2  £)*' = °- 


Diese  Differenzialgleichung  kann  durch  Sonderung  der  Variabelen 
leicht  integrirt  werden,  nämlich: 


dz 1 


/ . 1 d Y 
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lz‘  = — 2 1 Y — J Xi  dx. 


ferner  durch  Rückgang  auf  z 1 und  z: 


dx 


y* 


z 


~ J Y2 


-JX  dx. 


Setzt  man  nunmehr  Y und  Yz  an  die  Stelle  der  beiden  partikulären 
Integrale  yy  und  y2  in  die  Formel  2),  so  ist: 


3) 


y=  yj4  + Cs  f^e-fXdx  j. 


Das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  1)  würde  sich  also 
jederzeit  entwickeln  lassen,  wenn  man  nur  eines  ihrer  partikulären 
Integrale  anzugeben  wüsste.  Zur  Aufsuchung  dieses  letzteren  giebt 
es  zwar  keine  allgemeine  Regel,  doch  aber  ein  Ilülfsmittel,  nämlich 
die  Substitution  von  Reihen,  deren  Anwendung  hier  ganz  dieselbe 
ist,  wie  bei  den  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung A 

Beispiel  1.  Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 


4) 


Üü.  _i_  JL  An  i k2„ 

dx*  + X dx  + *■  J 


0, 


und  behufs  der  Auffindung  eines  partikulären  Integrales: 
y = A0  -|-  Ai  x -f-  A2  x2  -|-  Aj  xs  -j- . . . . , 
wodurch  man  statt  der  Gleichung  4)  die  folgende  erhält: 
2 A1 


x 


-f-  A$ -j-  k2  ^40)  + (12  A3  -f-fc2  Ai)x 


— |—  (20 At  — j— k2 A^)  x2 

aus  dieser  ergeben  sich  fiir  die  Coefficienten  folgende  Werthe: 

M 

A\  — 0 , A2  — — — , Aß  = 0 , A4  = -(-  — — , .. 
und  es  ist  daher: 

y = Ao  |l  — 


k2  x2  . kA. r4 
1 . 2 .3  1.2. 3. 4. 6 


Dieser  Ausdruck  lässt  vermuthen,  dass: 

Aq  sin  k x 


y ~ j 


und  einfacher  Y — 


sink, v 


x x • 

ein  partikuläres  Integral  der  Differenzialgleichung  sein  werde,  was 
sich  in  der  That  bestätigt,  wenn  man  Y für  y in  Nro.  4)  substituirt. 
Der  Formel  3)  zufolge  ist  nun  das  allgemeine  Integral: 
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. y 


sin  k x 
x 

sinkx 


I Cl+C,f£ 


C\  — Gi 


!£f  e-K**)\ 

sin^kx 
cotkx) 


xi  - -kV 
oder  endlich,  indem  man  C3  = — C0k  setzt: 

CQcoskx-\-C\  sinkx 
x 


5) 


Beispiel  2.  Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

6)  - (**+3)y  = 0, 
und  hypothetisch: 

t/  = A0  -f-  Ai  x 4-  A<i  x2  A3x8  -f-  ..... 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  bestimmen  sich  die  Coefficienten 
A2,  A3 , A4  etc.  leicht,  A0  und  Ai  bleiben  unbestimmt  und  man  hat: 

y = A0  jl  + 3,r2  + _y_^4+_^_s6+....j 

+ A'  \*+T  xi+TÄxb+-TTTxl  + -•(• 

Dies  wäre  schon  das  allgemeine  Integral  6),  aber  es  steht  insofern 
unter  einer  ungünstigen  Form,  als  man  das  Bildungsgesetz  der  Coef- 
ficienten erster  Reihe  nicht  übersieht.  Die  zweite  Reihe  dagegen 
scheint  einfacher  gebildet  und  mit  der  folgenden : 

* ji+ia*s)+-n2G*ä)*+"~j  = *«**’ 

identisch  zu  sein;  in  der  That  genügt  der  Ausdruck  xe^x  der  Dif- 
ferenzialgleichung 6)  und  kann  demnach  für  Y genommen  werden ; 
die  Formel  3)  giebt  nun: 

7)  y = +G>f^ 

II.  Betrachten  wir  endlich  die  allgemeinste  lineare  Differen- 
zialgleichung zweiter  Ordnung: 

8)  + % + x*y  = x' 

so  liegt  die  Vermuthung  nicht  fern,  dass  ihr  Integral  von  ähnlicher 
Form  wie  das  Integral  der  ähnlichen  Differenzialgleichung  1)  sein 
werde;  wir  nehmen  daher  analog  der  Gleichung  2): 

9)  y = «lj/i  + “32/2 
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und  verstehen  dabei  unter  yi  .und  y 2 die  beiden  partikulären  Inte- 
grale der  einfacheren  Gleichung: 


10) 


<Py 

dx » 


+ S + **  = 


unter  tq  und  Uq  zwei  noch  unbekannte  Funktionen  von  x.  Die  letz- 
teren bestimmen  wir  nach  der  schon  im  vorigen  Paragraphen  bei 
Nro.  II.  angewandten  Methode,  welche  man  die  Variation  der  Con- 
stanten  genannt  hat.  Unterwerfen  wir  iq  und  tq  der  Bedingung: 


11) 


y i 


dtti 


+ y 2 


du2 


dx  V dx 
so  wird  der  Differenzialquotient  von  y 

dy  . dy\ 


— ux 


= 0, 


dy2 


dx  1 dx  1 2 dx  ’ 

wir  differenziren  diese  Gleichung  noch  einmal  und  substituiren  die 
Werthe  von  y,  y 1 und  yn  in  die  Gleichung  8) ; dadurch  nimmt  letz- 
tere die  folgende  Form  an: 


ui ! + Xi  ä + x*yi\ 

+ i<3 1 iB  + Xi  f?  + ^*1 

4_  L i dlh  dxici  x 

' dx  dx  ' dx  dx  1# 

Der  Voraussetzung  nach  genügten  yY  und  y2  der  Differenzial- 
gleichung 10),  daher  verschwinden  die  mit  tq  und  tq  multiplizirten 
Glieder,  und  als  zweite  Bedingung  für  tq  und  u2  bleibt: 


12) 


dyidui  | dy2  du2  _ ^ 
dx  dx  ' dx  dx 

Aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  findet  man: 

dni  Xy2 


dx 

du v 
dx 


y 2 


dyi 

dx 


yi 


djfr 

dx 


Xyx 


u,  iV 

y dx  dx 

oder  kürzer,  wenn  man  den  Differenzialquotienten  einer  gebrochenen 
Funktion  — mit  I — I bezeichnet: 

Q L Q J 


dui 

dx 


yi 


&r 


dx 


* fö]' 
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Dureh  Integration  folgen  hieraus  die  Werthe  von  Wj  und  «2, 
nach  Formel  9)  endlich  ist 

Xdx 


13) 


y — y i 


+ Q ( + y* 


m * ' 


das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  8). 

/ 

- Beispiel  1.  Bildet  man  aus  der  Differenzialgleichung 
14) 


di r2  1 x dx 
zunächst  die  einfachere  Differenzialgleichung 

£*  + .*-  2*-  + *•;  = o, 

dx 2 ' x dx  ' J 

welche  mit  der  unter  Nro.  4)  betrachteten  identisch  ist,  so  sind  nach 
Formel  5) 

cos  kx  sin  kx 

yi  = — und  yi  — — — . 

die  partikularen  Integrale  der  letzteren;  die  Formel  13)  giebt  nun 


coskxi  1 C ) 

15)  I Xsinkxdx j 


4- 


sinkx 


1« 


x { 


+t/ 


Xcoskxdx] 


als  allgemeines  Integral  von  Nro.  14). 

Beispiel  2.  Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei 

16) 


d2y  1 dy  . 1 _ 

— - T^t  + j*y  = * 


dx 2 x dx 

mithin  die  entsprechende  einfachere  Gleichung : 


d2y 


1 dy 


“I — zry  — 


dx2  x dx  1 x 2 

Als  partikuläres  Integral  derselben  findet  man  x und  als  allge- 
meines Cxx  -f-  C2xlx , mithin  yx  = x,  y2  = xlx  und  nach  For- 
mel 13) 

17)  y = x (\-  f I x Xlx  dx  | + xlx  [ C2+ f Xdx  | 
als  allgemeines  Integral  der  Differenzialgleichung  16). 


§.  109. 

Nichtlineare  Differenzialgleichungen  zweiter 

Ordnung. 


Wenn  eine  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung  weder  linear 
ist,  noch  einer  der  in  den  §§.  105  und  106  betrachteten  Formen  an- 
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du 

gehört,  mithin  keine  der  Grössen  #,  y,  — in  ihr  fehlt,  so  hat  man 

nur  wenig  Mittel  zu  ihrer  Integration.  Das  nächstliegende  ist  of- 
fenbar, durch  Substitution  neuer  Yariabelen  eine  der  früheren  For- 
men herbeizuführen;  um  aber  zahlreicher  Versuche  überhoben  zu 
sein  und  eine  möglichst  vortheilhafte  Substitution  rasch  zu  finden, 
kann  man  sich  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  bedienen. 
Letztere  besteht  immer  darin , dass  man  die  Differenzialgleichung 
vorerst  durch  Weglassung  eines  ihrer  Glieder  vereinfacht,  diese  spe- 
zialisirte  Differenzialgleichung  integrirt  und  nun  dem  Integrale  der 
allgemeinen  Differenzialgleichung  dieselbe  Form  giebt,  nur  mit  dem 
Unterschiede,  dass  man  die  Grössen,  welche  in  dem  Integrale  der 
spezialisirten  Differenzialgleichung  als  willkürliche  Constanten  figu- 
rirten,  als  unbekannte  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  an- 
sieht. Eine  Anwendung  dieses  Verfahrens  ist  folgende.  Die  gege- 
bene Differenzialgleichung  sei 

1}  '&  + jr“flr  + rßi)  =0, 

worin  X und  Y Funktionen  von  x und  y allein  bezeichnen  mögen. 
Wäre  die  Differenzialgleichung  einfacher: 

^ + ^tL=o,d.h.^ 

dx2  dx  dx 

so  würde  die  Integration  sehr  leicht  sein,  man  fände  nämlich 

_ Ce~fXdx 

woraus  y selbst  leicht  herzuleiten  ist.  Versuchen  wir  nim,  ob  der 
Differenzialgleichung  genügt  werden  kann,  wenn  man  für  y ' einen 
Ausdruck  von  derselben  Form  setzt,  aber  an  die  Stelle  der  Integra- 
tionsconstante  C eine  neue  Funktion  z von  x treten  lässt.  Mittelst 
der  Substitutionen 

dy  —fXdx  d 2 

dx  ZC  ’ d, 


+ Xy‘  = o, 


2) 


'X*  ~ \dx  * ) 


—fXdx 


verwandelt  sich  die  Gleichung  1)  in  die  folgende 

dz  —fXdx 

— + YzU  = 0, 

oder,  indem  man  beachtet,  dass  die  Beziehungen 


dz 

dx 


stattfinden : 


dz 

*y 

dz 

dy 


dy 

dx ’ 


z e 


-fXdx 


dy 

dx 


+ **  | 


dy 

dx 


= 0. 
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. Da  im  Allgemeinen  y 1 von  Null  verschieden  ist,  so  muss  der 
Inhalt  der  Parenthese  gleich  Null  sein.  Dies  giebt  eine  Differen- 
zialgleichung mit  gesonderten  Variabelen  und  zwar: 

„ -fydy  ■ 

z = C0e  ; 

ferner  durch  Substitution  in  Nro.  2): 

dy  n SYdV  -fXdx 

j^  = c°e 

hier  sind  die  Variabelen  nochmals  trennbar  und  man  gelangt  so  zu 

dem  allgemeinen  Integrale : 

C JY  dy  _ C -fXdx 

3)  Je  dy  = C0  J e dx  -(-  (\. 

Als  geometrisches  Beispiel  diene  die  Aufgabe:  die  Curve  zu 
finden,  in  welcher  die  von  einer  gegebenen  Ordinate  ab  gerechnete 
Fläche  u in  constantem  Verhältnisse  zu  dem  Rechtecke  steht,  dessen 
eine  Seite  die  letzte  Ordinate  y der  Fläche  u,  und  dessen  andere 
Seite  das  harmonische  Mittel  aus  der  Abscisse  x und  der  Subtan- 
gente t ist.  Bezeichnen  wir  mit  (i  : 1 das  gegebene  Verhältniss,  so 
lautet  die  Bedingung: 

2 x t 

o “ = i*^rtr, 

man  hat  aber,  wenn  a die  Abscisse  derjenigen  Ordinate  bedeutet, 
von  welcher  ab  die  Fläche  u gerechnet  wird: 

x 

C du 

« = J ydx,  y — 


dx ’ 


a 


ferner  für  die  Subtangente 


dy  du 


t==y  :TT  = 


d^u 

• m • 

dx  dx  * dx2  ’ 
nach  Substitution  der  für  y und  t angegebenen  Werthe  und  bei  ge- 
höriger Anordnung  erhält  die  Gleichung  4)  die  folgende  Form: 

di 


u . 1_  du  2 (i  / du\2  

'i  ' x dx  u \dx)  - 


dxi 

welche  mit  der  Gleichung  1)  übereinstimmt,  wenn  man  sich  u für  y 
geschrieben  denkt.  Nach  Formel  3)  wird  nun 

du 

= C0l*  + Cy, 


/ 


wo  die  Fälle  fl  = \ und  fl  ^ \ 
Fall  giebt 


zu  unterscheiden  sind.  Der  erste 


lu  = C0  Ix  -|-  Q , u — e 


cx  a 


X 
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ferner  durch  Differenziation  und  Aenderung  der  Constanten 

y = kJ0, 

also  Parabeln.  Im  zweiten  Falle  wird  . 

1 

« = [(1— 2f 0 (<y*  + Ci)]1-2/\ 

mithin  ist  die  Gleichung  der  Curve  von  der  Form 

y = — (Alx  + i?)1-2'“. 

cc 

Die  Constanten  bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen,  dass  u 
mit  a gleichzeitig  verschwindet  und  dass  die  Curve  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  x0y0  gehen  soll.  Nimmt  man  z.  B.  fl  — A = 62, 
B = — 62Ja,  so  sind  die  Werthc  von  i/,  t und  u : 


und  diese  befriedigen  in  der  That  die  Gleichung  4)  für  ft  = J;  die 
Fläche  u ist  hier  von  der  Stelle  x = a aus  gerechnet,  an  welcher 
die  Curve  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht. 

Gehört  eine  nichtlineare  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung 
weder  zu  der  vorigen  Form  noch  zu  den  in  den  §§.  105  und  106 
betrachteten  Fällen,  so  muss  man  zur  Integration  durch  Reihen  oder 
durch  bestimmte  Integrale  seine  Zuflucht  nehmen,  wie  in  §.  111  ge- 
zeigt werden  soll. 


§.  HO. 

Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen. 


Wenn  es  schon  für  die  Differenzialgleichungen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung  keine  allgemeine  Integrationsmethode  giebt,  so  wird  es 
nicht  befremden,  dass  die  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen 
nur  selten  in  geschlossene!:  Form  integrirt  werden  können.  In  der 
That  sind  es  nur  die  linearen  Differenzialgleichungen , über  deren 
Integration  etwas  Allgemeineres  und  zwar  das  Folgende  bekannt  ist. 

I.  Wir  betrachten  zunächst  die  Differenzialgleichung : 


1N  dPy  , cP  1 y , cP  2y  . . ay  , A 


dxn 


dxn~ 
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— l 


* ==  «I  -j-Uj  - ^ + ..  + «„ T. 

1 ,1  »n—  1 1 ' * n J „n— 1* 


d”-"1 


yi 


cf1 


— 1 


ya 


cT*—1 


yn 


d*n- 


dxn~ 


dx11 


dxn~ 


U) 


& V dux  j 2Ü2  dU}  . ■ ^ 2yn  dun 

dxn  2 ‘ dxn~~ 2 ‘ d*  1 


endlich  bei  nochmaliger  Differenziation : 


d»y 


<*nyi 


^y-2 


= + u2 

dxn  dxn  dxn 


+ • • * + un 


dn 


yn 


dxn 


■ w yi  , dn  *y2  du2  . . yn  & un 

' • n-1  <**  "T“  ^Än-1  ^ 


cP1  1yi  

rfjr"— 1 d.»  ’r  da?n—1  d*  1 1 dxn~l  dx 


wo  der  zweite  Theil  nicht  gleich  Null  gesetzt  wird,  weil  noch  die 
Differenzialgleichung  7)  zu  erfüllen  ist.  Nach  Substitution  der 


Werthe  von  y , — — , 


dy  d^y 


<Py 


und  mit  Beachtung  des  Um- 


dx  1 dx 2’  dx11 
Standes,  dass  jede  der  Funktionen  2/i,  ya , . . . yn  der  Gleichung  5) 
genügt,  verwandelt  sich  die  Differenzialgleichung  7)  in: 

<P~ly\  du 
dx 


dxn 


yi  ««i  , dJ1  1y2  du2  , , dP  1y1l  dun  ^ 

— 1 dx  ' .,,_i  i •*  » - * 


d x^  ^ d x 


dxn  1 dx 


Mit  den  Gleichungen  9),  10),  11)  etc.  zusammen  hat  man  j atzt 
zwischen  den  n Unbekannten 

dus  dun 


y\ 


dui 


dx 

dyi  diij 
dx  dx 


dx 3 dx 


2 i/i  dux 


dxn~ 2 dx 

d P-1 
d 


+ 


üf«! 

du2 
dx  ’ 

Beziehungen : 

+ ya  ■ 

dx 

■ dyt 
dx 

duq 

dx 

, d2y2 
dx 2 

du 2 
dx 

cP*  2 2/2 

dx 


+ 

+ 

+ 


+ yn 


du, 


n 


dx 


= 0 


, dyn  dun  _ 
' dx  dx 

<Py^  dt^ 

dx 2 dx 


+ * 


d xn  2 dx 

ihn  di fl  i dn  1y2  du2  . 
xn~~  1 dx  ' dxn~l  dx 


, d"  2yn  dt^ 
' dxn~ 2 


= 0 


« 
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welche  rücksichtlich  jener  Unbekannten  vom  ersten  Grade  sind.  Man 
dux  du<2 


kann  demnach  - , -3—,  . . 

u Jj  U tC 

sie  als  Funktionen  von  x , etwa 
d U\  d u<2 


du. 


n 


dx 


jederzeit  bestimmen  und  erhält 


du 


dx 


Xi 


dx 


= Z2 


n 


dx 


daraus  folgen  U\ , u% , . . . un  selbst  und  zuletzt  ist  nach  Formel  8) : 

y — 2/1  [j  x 1 dx  + a]  + J2  j f Xi dx  + a]  + 

••••+?»  \ f Xn  dx  + All 
das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  7). 


§.  111. 

Integration  durch  Reihen  und  bestimmte  Integrale. 

Wie  bei  den  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung,  so  greift 
man  auch  bei  den  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen  in 
allen  den  Fällen  zur  Integration  durch  Reihen,  wo  die  bisher  ange- 
gebenen Mittel  ihre  Dienste  versagen.  Das  Verfahren  an  sich  bleibt 
dasselbe  wie  früher,  ist  auch  schon  in  §.  108  angewendet  worden 
und  würde  keiner  besonderen  Erwähnung  weiter  bedürfen,  wenn 
nicht  der  Umstand  hinzuträte,  dass  es  nicht  selten  glückt,  die  ent- 
wickelte Reihe  durch  bestimmte  Integrale  zu  summiren.  Man  er- 
langt in  diesem  Falle  den  grossen  Vortheil,  die  unbekannte  Funk- 
tion in  geschlossener  Form  darzustellen  und  im  Voraus  die  Fälle 
übersehen  zu  können,  in  denen  die  Integration  auf  gewöhnlichem 
Wege  gelungen  sein  würde.  Ein  ausgezeichnetes  Beispiel  dieses 
Verfahrens  bietet 

die  Riccati’sche  Differenzialgleichung,  welche,  ob- 
gleich von  der  ersten  Ordnung: 


1) 


dy  1 2 

-n + ay  =. 


hx“ 


für  beliebige  ft  nicht  unmittelbar  integrabel  ist.  Sie  lässt  sich  übri- 
gens auf  eine  in  mancher  Beziehung  einfachere  Differenzialgleichung 
zweiter  Ordnung  bringen,  indem  man  setzt: 

1 dz 

2)  y=—zTx'. 

wo  z eine  neue  Unbekannte  bezeichnet;  es  wird  nämlich: 

Schlö milch,  Analysis.  32 


498  Cap.  XX.  §.  111.  Integration  durch  Reihen  und  bestimmte  Integrale. 

d*z 


3) 


dx 2 


= ab  xP  z = c2 xu  z , 


wenn  c2  zur  Abkürzung  für  a&  dient.  Wären  die  partikulären  In- 
tegrale zx  und  z2  der  linearen  Differenzialgleichung  3)  bekannt, 
so  würde 

4)  z = Ci  Zi  -f-  C2  z2 

das  allgemeinere  Integral  derselben  sein  und  man  hätte 

L QV  + Qg2 ' 1_  V -|-  Cz2t 

C\  zi  -|-  C2  z2 


5) 


y — 


a Ui  zi  — j—  (J2  z2  a Z\  — j—  Cz2 
als  allgemeines  Integral  der  Riccati’schen  Gleichung. 

Um  nun  die  Differenzialgleichung  3)  zu  integriren,  setzen  wir 
6)  z‘=  AxP  -J-  Ai  xP1  -(-  A2xP* 

indem  wir  sowohl  die  Coefficienten  als  die  Exponenten  vor  der  Hand 
unbestimmt  lassen;  aus  der  Gleichung  3)  wird  jetzt  die  folgende: 

Ap ( p — 1) xP ~ 2 -(- Ax pi  (pi  — 1) xPl~2  + A.2p2  (j o2—  1) xP*~2 4-... 

= c^xP  { AxP  4~  Ax xP'  — |—  A2xP£  4*  ••••}, 

welche  besteht,  wenn  das  erste  Glied  linker  Hand  verschwindet  und 
im  Uebrigen  die  Coefficienten  und  Exponenten  beiderseits  gleich 
sind.  Demnach  hat  man  folgende  Gleichungen: 

p (jp  — 1)  — 0, 

Pn  2 ==  P 4~  Pn — 1 ’ 4 nPn  ( Pn  — li 

in  denen  der  Reihe  nach  n = 1,  2,  3 etc.  zu  setzen  ist.  Die  erste 
Gleichung  kann  auf  zweierlei  Weise  erfüllt  werden,  durch  p = 0 
und  durchs  = 1;  die  erste  Annahme  giebt^j  —p  4" 2,  p2  = 2 p-\-4, 
p3  = 3 p 4-  6 etc. , woraus  sich  nachher  Ax , A2  , A3  etc.  bestim- 
men; man  erhält  überhaupt: 

Ä c4  +“+4 

C#*  — f—  1)  (#*H~ 2)  (ft— (—  l)(ft-(-2)  . (2  — (—  3) (2 — |—  4) 

A c6  aäiu+c , 

+ (ft— f— 1)  (ft+2) . (2  fi+3)  (2  ft +4) . (3  #i+5)  (3  fi+6 + ' ' " 

und  im  zweiten  Falle  p = 1 : 

A c2  ' A c4  *2H"5 

2 — 4*+(ft+2)(^+3)  + (fl +2)  (#i  + 3)  . (2fi+4)  (2 #t + 5) 

A c6 


+ 


+ 


(ft— j— 2)  (ft— (—3) . (2  #i+4)  (2  fi+5) . (3  ft+6)  (8  ft+7) 

S*’ 

Beide  Ausdrücke  für  z sind  partikuläre  Integrale  mit  der  einen 
willkürlichen  Constante  A.  Giebt  man  ihr  in  der  zweiten  Glei- 
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chung  einen  anderen  Werth  als  in  der  ersten,  so  ist  das  allgemeine 
Integral : 

_ S ■ c*a2i“+4 ) 

C^+2  , C<X2(“+4 


+ **  1 + 


4"  •••(  • 


(H+2XM-3)  1 (x+2)(ft+3).(2,t-(-4)C2fi4-5) 

Die  Summen  der  beiden  vorstehenden  Reihen  lassen  sich  leicht 
auf  folgendem  Wege  finden.  Es  ist  identisch: 

1 


/ 

0 


(1  (e2r<  + e-2rt 


) dt 


/,»  l , 22r2t2  , '24r4t4 

(1  — i2)  2 h ' 

0 


1.2  + 1.2. 3. 4 + 


S 


c/t , 


und  wenn  zur  Integration  der  einzelnen  Glieder  rechterseits  die 
Formel 

1 


/< 

0 


(1 j2)P—  1 t?— 1 dt  — E_iül 

1 ° 2r(P+!?) 

t 

verwandelt  wird,  so  wird  aus  der  Reihe  die  folgende: 

rfJ_h  im + ^ , i 

1 Lr(Ä)  'i.2  ro+i)  ^ 1.2..4  r(S+2)  ^ ■ ' I 

Hier  kann  man  noch  dieWerthe  von  T (.J) , JT(|),  1^(1)  etc.  an- 
geben und  r(s+l),  jT(s-|-2)  etc.  durch  T ($)  ausdriicken;  dies 
giebt  zusammen: 

1 

r(s) f (1  — (2)*— I (eM  + e~2rt)  dt 


V^r(s-$  J 


= 1 + 171  + 07 


8) 


*0+1) 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

_ cx\?+ 1 

2 r = 


+ 1.2.3. 


s(s-|-  1)  (s-{-  2) 


+ • • • 


I, 


5P+1 

wo  | zur  Abkürzung  dienen  möge,  ferner  einmal 

fi+1  , ft  + 3 

S ~ jt-p2’  i&nnS  = -^+2' 

so  erhält  man  im  ersten  Falle  rechter  Hand  die  in  Nro.  7)  mit  A 
multiplizirte  Reihe  und  linker  Hand  als  Summe  derselben: 

32* 
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p 1 _ 

V+y-\  I (1  “t2)  2"+4  (e5<  + e_£'>  dt> 


•2 

im  zweiten  Falle  verwandelt  sich  die  obige  Reihe  in  die  mit  Bx 
multiplizirte  Reihe  der  Gleichung  7)  und  ihre  Summe  ist: 

r ( i 

77=^1  n /«—>"  !,,+4  «"  + *-“> 

V*r(£+j)° 

Nach  Substitution  dieser  Summen,  wobei  man  die  vor  den  In- 
tegralzeichen stehenden  Faktoren  mit  den  Constanten  A und  B zu 
neuen  Constanten  C\ , C2  verschmelzen  kann , wird  aus  Nro.  7) : 

i ^4-4 

9)  2 = C\ /<!_ «>)  2u+4  (e?(  4-  e-5')  dt 

0 

1 __if_ 

-fC,® J (1  — <2)  2/U+4  («5<  -)- e“5')  d<. 

0 

Ein  Blick  auf  diese  Formeln  zeigt,  dass  für  solche  fl,  durch 
welche  einer  der  Exponenten  von  1 — t 2 zu  einer  ganzen  positiven 
Zahl  wird,  die  eine  oder  andere  der  bestimmten  Integrationen  aus- 
führbar ist,  und  zwar  die  erste,  wenn: 

4 n 

t rr  = 71 — 1 i also  u = — -, 

2 f*  + 4 ^ ln — 1 

die  zweite , wenn : 


f*  _ 


n 


2 fl  — J—  4 

Setzt  man  im  ersten  Falle: 

1 


mithin  fl  = — 


4 n 


2 n — 1 


•10) 

und  im  zweiten 
11) 


J (1  — f3)«— 1 (e^  -f  «-Ö)  dt  = Z, 
0 

1 

x Ja-tr  («ft  + dt  — Z, 


so  ist  Z jedesmal  ein  partikuläres  Integral  der  Differenzialgleichung 

d2  z n ..  . 

— — — c 2 x^  z — 0, 
dx* 
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und  das  vollständige  Integral  lässt  sich  mittelst  der  Formel  3)  des 
§.  108  finden,  wenn  man  z für  ?/,  Z für  Y und  X\  = 0 nimmt.  Wir 
gelangen  so  zu  dem  Resultate,  dass  für  die  unter  der  Form 
- 4 n 

stehenden  ft  das  vollständige  Integral  der  Differenzialgleichung  3) 
entwickelbar  und  zwar  folgendes  ist: 

13)  z = Z j Ci  C2  f “gfji 

wobei  Z der  Formel  10)  oder  der  Formel  11)  entnommen  wird,  je- 
nachdem  in  Nro.  12)  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt. 

Es  muss  übrigens  bemerkt  werden,  dass  die  Formel  9)  zwar 
für  alle  positiven  ft,  nicht  aber  für  jedes  negative  ft  gilt.  Ihre  Her- 
leitung beruhte  nämlich  auf  Eigenschaften  der  Gammafunktionen,  die 
für  negative  Werthe  der  Argumente  (oben  p und  q ) im  Allgemei- 
nen nicht  mehr  bestehen.  Daher  müssen  in  der  vor  Nro.  8)  ver- 
zeichneten  Summenformel  die  Grössen  s und  s — J positiv  sein  und 
vermöge  der  nachherigen  Substitutionen  folgt  jetzt,  dass  in  Nro.  9) 
das  erste  Glied  ein  brauchbares  partikuläres  Integral  ist,  wenn  ft 
zwischen  — 2 und  — oo  liegt,  dass  ferner  das  zweite  Glied  als  par- 
tikuläres Integral  dienen  kann,  wenn  ft  zwischen  0 und  — 2 enthal- 
ten ist,  und  dass  für  — 4^>ft]^> — oo  die  Formel  wieder  allgemein 
gilt.  Bezeichnen  wir  die  in  Nro.  9)  vorkommenden  bestimmten  In- 
tegrale kurz  mit  J\  und  «72i  so  ist 

allgemein : z = (\J\  -f-  C2J2x, 

partikulär:  z = C^J^x, 

partikulär:  z = C\J\ 

allgemein:  z=  C^JX  -|-  C^J^x, 

Es  bleiben  jetzt  noch  die  Fälle  ft  = 0,  ft  — — 2 und  ft  = — 4 
übrig,  in  denen  die  Formel  9)  ihre  Brauchbarkeit  verliert.  Man  hat 
nun  für  ft  = 0 

14)  ~~d&  — e z ' 
mithin  nach  §.  107 : 

15)  z z=  Clecx C2e~cx. 

Für  ft  = — 2 ist  die  Differenzialgleichung 


für  oo  ft  }>  0, 
n 0 > (t  > — 2, 
n ~ 2 > fl  > — 4, 

„ — 4 > (t  > — CO 


d2z 


c2  z 


^ dx 2 x 2 7 

und  sie  geht  mittelst  der  Substitution  z — #1,  wo  A noch  unbe- 
stimmt bleibt,  in  die  Gleichung  ' 

A (A — 1)  — c2 
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über,  aus  der  sich  zwei  Werthe  von  A,  nämlich: 

Ai  — \ { 1 -f-  V 4 c2-)-~l} , A2  = 5 { 1 — V 4 / 

finden,  das  allgemeine  Integral  der  Differenzialgleichung  16)  ist  daher: 

17)  z = Cj 

Wäre  endlich  ft  = — 4,  die  Differenzialgleichung  folglich: 

Ä ' d-z  c2 z 

18) 


dx‘ 


XH 


so  substituiren  wir: 


k 


z = xex , 

wo  k eine  noch  unbestimmte  Grösse  bezeichnet ; dies  giebt : 


mithin  aus  Nro.  18)  k2  = c 2 oder  k = + c;  das  allgemeine  Inte- 
gra! ist  demnach: 

_c_  \ 

19)  * = x (C\ex  -f  */ 

Nach  diesen  Erörterungen  kennt  man  unter  allen  Umständen  das 
Integral  der  linearen  Differenzialgleichung  3),  und  es  bedarf  das- 
selbe nur  in  dem  Falle  einer  kleinen  Umformung,  wo  c2  negativ, 
also  c imaginär  ist ; diese  Umwandlung  hat  aber  nach  Cap.  IX.  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit. 


§.  112. 

Fortsetzung  und  Schluss. 

• 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren  bot 
sich  zwar  insofern  von  selbst  dar,  als  der  Gedanke,  eine  unendliche 
Reihe  durch  ein  bestimmtes  Integral  zu  summiren,  nicht  fern  liegt, 
aber  die  Ausführung  dieser  Summation  hängt  davon  ab,  dass  man 
ein  bestimmtes  Integral  kennt,  welches  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe  darstellt;  in  dieser  letzteren  Beziehung  ist  man  immer  nur  an 
einen  glücklichen  Griff  gewiesen.  Um  diese  Unsicherheit  einiger- 
massen  zu  beseitigen,  und  gleichzeitig  den  Umweg  über  die  unend- 
liche Reihe  zu  ersparen,  kann  man  gleich  von  vornherein  versuchen? 
ob  nicht  ein  bestimmtes  Integral,  welches  die  imabhängige  Varia- 
bel (,t)  als  Constante  enthält,  der  Differenzialgleichung  genüge. 
Wie  dies  möglich  ist,  wollen  wir  an  der  Differenzialgleichung: 
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(an  + bnx- ) + (°n— 1 + ^n— 1Ä)  ^ ^n__i  + 


...  -(-  («i  — |—  •»)  -(-  (öo  ~\~box)y  - — o 

zeigen,  worin  Oo,  an  •••  ön’  ^<m  ^iv  gegebene  Constanten  be- 
deuten sollen. 

Geleitet  durch  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  versuchen 
wir , ob  der  Ausdruck : 


y 


-/ 


e™  Vdu 


a 


die  Gleichung  1)  befriedigen  kann,  wenn  V eine  Funktion  von  u 
allein,  a und  ß schicklich  gewählte  und  von  x unabhängige  Inte- 
grationsgrenzen für  u bezeichnen.  Die  Differenziation  der  Gleichung 
2)  giebt: 

ß 


%L  = [u<?»Vdu,  p, 
dx  J dx 2 


=fu 


Vdu , u.  s.  w. , 


« 


« 


und  wir  haben  nun  die  Werthe  von  y,  ?/',  yu  etc.  in  die  Gleichung 
‘ 1)  zu  substituiren.  Dabei  lassen  sich  die  in  Beziehung  auf  u con- 
stanten Faktoren  Oq  -f-  b0x,  ctx  -f-  bx  x etc.  unter  die  Integralzeichen 
stellen  und  c ann  alle  Integrale  zu  einem  einzigen  zusammenziehen  i 
das  Resultat  ist: 

/jtfo-l-tfi*]«*“  vdu  = 0, 

a 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde: 

U0  = a0  -j-  öi  u -}-  ct2  u2  -j-  . . . ”|“  an  wn, 

U\  rr:  Öq  — }—  b\  U — j—  ij  M2  — |—  • • • ~ |~  bn  U . 

Um  nun  der  vorhergehenden  Gleichung  zu  genügen,  schreiben  wir 
sie  in  der  Form: 

t § 


2)  J U0  exu  Vdu+xf  Di  exu  Vdu , 


« 


« 


und  wenden  auf  das  zweite  Integral  die  theilweise  Integration  an; 
unbestimmt  integrirt  ist 

r rM  Cd^Ux  V) 

x J Ux  Ve*udu  = üx  Vexu  1 

mithin  durch  Einführung  der  Grenzen  u = , u = « : 


J du 
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ß ß ' ß 

X J l\  Vexu  du  = |V,  F«***l  —J' 


d(U , V) 


, XU 


du 


du , 


u au 

wobei  unter  dem  ersten  Gliede  rechter  Hand  der  Rest  verstanden 

wird,  welcher  bleibt,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  U\  Ve xu  erst  u 
= /3,  dann  u = cc  setzt  und  beide  so  erhaltene  Spezialwerthe  sub- 
trahirt.  Aus  der  Gleichung  2)  wird  jetzt  die  folgende : 

ß d(Ux  V )} 


,xu 


U0  V — 


du 


c*u  du  = 0, 


u a 

und  diese  ist  für  jedes  x erfüllt,  wenn  gleichzeitig  die  beiden  Rela- 
tionen : 

ß 


3) 


U0  V—  d ( ^ — = 0,  ' [ Z7,  t?"  f]  = 0 


V >;  f*> -i  ‘ 
Vf 


u 


stattfinden.  Aus  der  ersten  Gleichung,  die  eine  gewöhnliche  Dif- 
ferenzialgleichung mit  der  Unbekannten  V ist,  ergiebt  sich  bei  Aus- 
führung der  Differenziation  und  Trennung  der  Variabelen: 

dV __  Uo  _ düi 

V Ux  Ux  ’ 

mithin  durch  Integration: 

l V = du  — l Ux  + Const. ; 

zur  Abkürzung  bezeichnen  wir  den  Werth  des  Integrales  rechter 
Hand  mit  <jp  («) , d.  h. : 

4)  cp  (u)  = / 

setzen  Const.  = IC  und  haben  so : 


5) 


V—  —e<p(u)' 

Ul 


Nachdem  V seine  Bestimmung  gefunden  hat,  wenden  wir  uns  an  die 
zweite  Bedingung  in  Nro.  3),  sie  lautet  nunmehr: 

ß 

| exu  + «"GOl  — 0. 


6) 


fl 


Um  sie  zu  erfüllen,  braucht  man  nur  diejenigen  Werthe  von  u zu 
ermitteln,  wodurch  der  eingeklammerte  Ausdruck  denselben  Werth, 
etwa  A,  erhält  oder  mit  anderen  Worten  die  Gleichung: 
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exu-\-tp(u')  __  K 

aufzulösen;  heissen  Uy , w2,  ...  «m  die  Wurzeln  derselben,  so  ist: 


Ua 


u.t 


j^exu  -f  ?(u)  j __  ]^cu  -f-  ?>(u)J 


...  = K—  K=  0, 


u, 


Ui 


folglich  die  Bedingung  6)  befriedigt,  indem  man  der  Reihe  nach 
a = «j , , ...  ß = »2,  W3,  ...  wm  setzt.  Yennöge  der  für 

y angenommenen  Form  und  nach  erfolgter  Bestimmung  der  Werthe 
von  a,  ß und  F kennen  wir  nun  folgende  m — 1 partikuläre  Inter 
grale  der  Gleichung  1): 


Uo 


M. 


7)  » = */%***•'>’  » = G*fü? 


U, 


Ui 


,XU-\-(p(u) 


um 


/* _£?if  ^aru-f-9?(M) 

*•*•  y»j — 1 — — 1 J jj  e ’ 


u 


m — 1 

und  wegen  der  linearen  Form  der  Differenzialgleichung  genügt  ihr 
auch  die  Summe: 


uÄ  u3 

8)  ym  = (k  J—  + C,J~  «*”+*<*•>  + ...'. 

«1  ^ 

um 

U 1 

m — 1 

Wäre  m = » -j-  1,  so  würde  das  allgemeine  Integral  = y 

sein ; ausserdem  ist  auch  ym  nur  ein  partikuläres  Integral. 

Man  kann  sich  rückwärts  leicht  überzeugen,  dass  der  in  Nro.  8) 
verzeichnete  Ausdruck  in  der  That  der  Gleichung  1)  genügt ; es  be- 
darf hierzu  nur  gewöhnlicher  Substitution  und  der  vorhin  benutzten 
theilweisen  Integration;  man  erhält  statt  der  Gleichung  1)  die  fol- 
gende: 

us  u3  um 

9)  A je*“ + V <“)J  -j-  C2  je*“ + V <»1  0, 

«1  "4  %-  1 

deren  Glieder,  zufolge  der  für  U\ , ^ , ...  um  getroffenen  Bestim- 

niungs weise,  einzeln  verschwinden.  Die  obige  Gleichung  Hesse  sich 
aber  auch  dadurch  erfüllen,  dass  man  den  «x,  i^,  ...  um  andere  und 
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zwar  solche  Werthe  ertheilte,  bei  denen  die  Ausdrücke: 


u„ 


u. 


j^zu+»>(u)J  1 j^ro+pool  _ 


die  Formen: 

-Bi/O)  ? B% y C*27)  > B%f(x)  , .... 

annehmen,  wo  ^l5  i?2,  ...  irgend  welche  Constanten  bezeichnen; 
es  bliebe  dann  noch  die  Bedingung: 

10)  Bi  C\  -f-  B2  C2  -J-  . . . -f-  Bm_i  Cm — i ==  0 

übrig,  vermöge  deren  nur  Q , C2,  ...  Cm_2  beliebig  gewählt  wer- 
den können,  Cm_i  aber  durch  die  Gleichung  selbst  bestimmt  wird. 
Beispiel  1.  Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 


11) 


* S + 2 “ S - ß2*y = °’ 


so  ist  nach  Formel  4): 

9>C“)  = fJzTßi  = al(u2  — ß'J)i 

^U-\-ip(u)  __  (W2_  02)« 

Unter  der  Voraussetzung  eines  positiven  a erhält  der  letztere  Aus- 
druck einen  und  denselben  Werth  und  zwar  den  Werth  Null  für: 

U — + ß,  u = — ß,u  = + QO, 

wobei  das  obere  Zeichen  einem  positiven,  das  untere  einem  nega- 
tiven x entspricht.  Man  hat  daher  fiir  positive  x: 

r rß 

y = Ci  J («2— ß‘‘)tt~lexudu+C2  J (xfi—ß^f—1  ezudu, 

ß 00 

oder  auch,  wenn  man  im  zweiten  Integrale  — «an  die  Stelle  von 
u treten  lässt: 
ß 

y = Ci  J W—  ß*y—1  e*u  du+Ci  J (ut—ßty-'e-^du, 

-ß  ß 

und  fiir  negative  x: 

ß 00 

y = C\  f (tfl—ßPf-'eXVdu  + Cz  J (»*  — /J»)“- 1 exudu. 

-ß  ß 

Beide  Formen  lassen  sich  in  eine  zusammenziehen,  wenn  man  unter 
dem  zweiten  Integralzeichen  pp  x schreibt  und  das  obere  Zeichen 
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für  positive,  das  untere  für  negative  x benutzt.  Setzt  man  noch  u 

= ß £ , so  ist  jetzt  das  vollständige  Integral : 

1 oo  , 

12)  y — A f (P—  + B J e+Wdt. 

Ausführbar  auf  gewöhnlichem  Wege  werden  beide  Integrationen, 
a eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

Beispiel  2.  Die  Differenzialgleichung  sei  ähnlich  der  vorigen : 
d2y  i ^ dy 


13) 


dx 2 


+ = °’ 


so  hat  man  nur  ß V — 1 = ßi  an  die  Stelle  des  früheren  ß treten 
zu  lassen;  die  vor  Nro.  12)  stehenden  Formeln  geben  dann: 

ßi  oo 

y = Cl  f (u’+ßr-1  <?“*»+ C,  f(.ui+ß*f-'e*xudu; 
-ßi  ßi 

mittelst  der  Substitution  u = ßti  wird  aus  dem  ersten  Integrale : 
i 

Ai  J (£2 — 1)K— 1 ^cosß  xt-\-  isinßxt^  dt 
—1 

1 

— 2 Ai  f (£2 — l)a— 1 cosßxt  dt, 

0 

weil  der  zweite  Theil  des  Integrales  verschwindet;  ferner  hat  man: 

C2  J (u2 + ß 2)n~~X  e^xu  d u 
ßi 

= Ci  fw+ßif-'e^^du  — Ci  J (ui+ß*)“-1  e*xudu, 

0 o 

wo  im  ersten  Integrale  u = ßt,  im  zweiten  u = ßit  gesetzt  wer- 
den möge.  Dies  giebt  als  Werth  des  Integrales: 


QO  p 

B J («i-|- 1)«“1  e^^xtdt  — Bi  J (£2 — l)a~l(co8ßxt^fi 


i sinßxt)dt. 


° 0 
und  mit  dem  vorigen  zusammen: 

1 


y = J (£2 — l)“““1  [(2  A — B)i  cosßxt^B  sinß  xt]dt 
0 

00 

+ BJ  (<2_|_1  )«~le~ßxtd 

0 
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oder  endlich,  wenn  man  (2.4  — B)i  = Q,  IjZ  B = C2  setzt: 

1 

14)  y = / (t2 — l)a— 1 (A  co$ /3  # f C*2  sinßxt)  dt 


oc 

TU 

0 


Die  Differenzialgleichungen  11)  und  13)  stehen  übrigens  in  ge- 
nauem Zusammenhänge  mit  der  im  vorigen  Paragraphen  behandelten 
Differenzialgleichung : 

(7  2 y 

15)  ~ - cWz  = 0. 

d, r2 

Betrachtet  man  nämlich  nicht  x,  sondern  den  Ausdruck: 

JH“1 


16) 


als  unabhängige  Variabele,  so  treten  folgende  Substitutionen  ein: 


dz 
dx 


dz  dx1  dz  i., 

— — . -j—  = — — . x*r 

dxi  dx  dxx 

, d(^~ 
— lL  1..  Ju-i  i 

dxi 


) dXi  .> 


dx 


Andererseits  ist  nach  Nro.  16): 

2 

* = {<ii*+ 1> -kJ**, 

fi— 2 


mithin : 
c?2z 


c?#2 


= •i<‘j(ij‘4-iMj'*+2 + ^j(^+i)*ij<u+2. 


Mittelst  dieser  Werthe  von  x und  geht  die  Differenzialgleichung 
15)  in  die  nachstehende  über: 

| (1.+ d..  £j+'*\<i<>+ im  ■§■ 


2 fi 


- «2  jai»+iM(^+**  = o, 

oder  nach  gehöriger  Hebung: 
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/12  t (1 Z 

(5^+  1)arl  + l t1  c2(|F+  *)*!  * = 0, 
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d.  i. 
17) 


d*z  . 
Xl  jT- ? “t~ 


dz 


— &X1Z  — 0. 


dx  1 fi  — f-  2 d.rj 
Diese  Gleichung  stimmt  mit  Nro.  11)  überein  und  lässt  sich  nach 
Nro.  12)  integriren,  indem  man  xx  für  x , z für  y,  c für  ß und 


a 


2 a 


setzt,  wobei  fl  entweder  positiv  oder  zwischen  — 2 und  — * 00  ent- 
halten sein  muss,  damit  die  Voraussetzung  eines  positiven  a erfüllt 
werde;  nach  geschehener  Integration  ist  für  Xi  sein  Werth  aus  der 
Gleichung  16)  wieder  einzuführen. 


18) 


Beispiel  3.  Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

dny 


dxn 


— bxy  — 0, 


und  b positiv.  Hier  ist  nach  Formel  4)  wegen  . ..=  an—\ 

- 0 , ct yi  • — l,^i  ■■■■'■'  ^2  • • • — ^ ' 

un~H 

*<*  = -W+ry 

Der  Ausdruck  etu~^~ V ^erhält  einen  und  denselben  Werth  und  zwar 
den  Werth  Null,  wenn  xu-\-<p(u)  irgendwie  negativ  unendlich  wird, 

denken  wir  uns  als  bestehend  aus  (-)-  1) . un"H , so  ist  nament- 

lich klar,  dass: 

n-f-1 

« = V+~i . * 

gesetzt  werden  darf ; bezeichnen  wir  mit  px , p2  ? ^31  • • • Pn4-l  die 

n-f-1  

n - f-  1 Werthe  von  V'-f"l,  d.  h.  die  n-f-1  Wurzeln  der  Gleichung : 
19)  9"+!  — 1 = 0, 

so  kennen  wir  n -j-  1 Werthe  von  u,  für  welche  **“TP(U) jedesmal 
der  Null  gleich  wird;  jene  Werthe  sind  nämlich  pi  oo , p2  » , ... 
£>n_|_l  <x>  • Demnach  lautet  das  allgemeine  Integral  der  Differenzial- 
gleichung 18)  nach  Formel  8)  gebildet: 
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p„GO  P30O 

y = B\J du  + BiJ  du  -f  .. 


fn+l® 


...  + B„f «*— 


r*-4— 1 

cu  du, 


enoc 


wobei  Ci  ==  By  b , C2  = = B2b,  etc.  und  zur  Abkürzung 

— c gesetzt  worden  ist.  Um  eine  bequemere  Form  zu  erhalten,  zer- 
legen wir  jedes  Integral  nach  dem  Schema : 
ß ß a 

J f(u)du  = J f(ii)du  — J f(u)du,  . 


a 


Ö 0 

und  vereinigen  die  gleichen  Integrale;  dies  giebt: 

ptoo 


n+1 


^ 1 p - 

y = — Bi  f e*u-mn+1  du+(Bi  —B^ J e*“_cu"  ' 'du- f ... 
0 0 

M-l® 


...  + (B„_i-5n)  f + ,/«— 

0 0 


n-j-1 

du, 


oder  auch: 


Qi 00 


Qi 00 


n+1 

1 « 


y = Ai  J «*«-c«n+1  d « Aif  exu-cu'’ ' ‘du  +••■ 


fn+l® 


n-f-1 

cu  du, 


...  + Anf  e™~™n+l  du+An+l 

0 0 

wobei  die  n -f-  1 Constanten  Ax,  Ä2 , ...  der  Bedingung : 

Aj  -)-  A2  + ^3  + •••  "f-  ^n-j-1  = 0 
unterworfen  sind.  Setzt  man  endlich  in  den  einzelnen  Gliedern 
dieser  Reihe: 

Ai  = Ci  @1 , A2  = Cj  @2 , ...  An_|_j  = Qi-f-1  9n-{-l  ’ 
u ■=.  Pi  t , u = P2  ^ • u = Pn-j-1  ^ » 

so  ergiebt  sich  schliesslich: 
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oo 

20)  9 = ffa  e9'Xt+C*e'!iXt  + ---+Cn+l  ^”+1  Xl\ 

^+...+  ^±l=0] 


Condit : -4- 

L Q\  Qi  ' C>n-|_i 

als  allgemeines  Integral  der  Differenzialgleichung  18)  oder  der  von 
ihr  nicht  verschiedenen: 

21) 


<Py  __  *y  __  0 

dx*  (n+l)c  ’ 


c > 0. 


Beispiel  4.  Eine  völlig  ähnliche  Behandlung  gestattet  die 
Differenzialgleichung : 


dxn 


+ bxy  = 0,  b > 0. 


Man  hat  nämlich: 


<p(ü)  = + 


«"+1 


und  um  den  Ausdruck  eIW+P(u)  zum  V erschwinden  zu  bringen, 
braucht  man  nur: 

n+l 

u = V — 1 . oo 

zu  setzen,  wodurch  xn  -f-  (p  (u)  = — oo  wird.  Sind  nun 
(>3 , • • • pn_|_i  n ~f”  1 Wurzeln  der  Gleichung : 

22)  + i = o, 

so  verschwindet  exu+P(u)  für  u = pxoo  f ^)2  oo , • • . (^fi-j-i 00  ; von  hier 
ab  bleibt  die  Rechnung  wörtlich  dieselbe  wie  vorhin  und  die  For- 
mel 20)  giebt  daher  auch  das  Integral  der  Differenzialgleichung : 

■■!  '.am  >>  , - 

23)  Ö + *1 L_  = o , 0 > 0, 

wenn  man  den  Grössen  Qi,  (»2 , ...  pni  j die  ebenerwähnte  neue  Be- 
deutung  unterlegt. 


i 
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Differenzialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen. 

§.  113. 

Integration  der  simultanen  Gleichungen  erster 

Ordnung. 


Wenn  zwischen  n-\-  1 Variabelen  #,  y,  z,  ...  s,  f,  unter  denen 
t die  unabhängige  Veränderliche  sein  möge,  n Gleichungen  von  der 
Form : 


1) 


dx  dy 

-ji  =/i  0 i yy 


— ,/3  etc. 


bestehen  sollen,  so  müssen  .z,  y,  z,  ...  5,  als  Funktionen  von  t ge- 
dacht, daraus  entwickelbar  sein,  und  es  würde  darauf  ankommen, 
eine  neue  Gleichung  zu  bilden,  welche  nur  die  unabhängige  Varia- 
bele  t und  eine  der  abhängigen  Variabelen,  etwa  #,  enthielte.  Man 

d x 

gelangt  hierzu  auf  folgendem  Wege.  Aus  der  ersten  Gleichung  — 
= fi  ergiebt  sich  durch  Differenziation: 


d2x dx  .dV  i i Vi  ds  | 5/i 

dt 2 2ix  ' dt  ' ~by  ‘ dt  ' ' ds  * dt  ' dt’ 


Die  angedeuteten  partiellen  Differenziationen  in  Beziehung  auf  a?,  y, 
...5,  t sind  ohne  Weiteres  ausführbar,  weil  die  Form  der  Funk- 


dx  dy 

tion  fi  bekannt  ist,  für  die  Differenzialquotienten  -jj,  ... 


ds 

dt 1 dt1  ’ ' dt 

kann  man  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  1)  einsetzen  und  man 
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erhält  so  ein  Resultat  von  der  Form: 
d2x 


dt 2 


Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  die  vorstehende 
Gleichung  differenzirt  und  die  Gleichungen  1)  benutzt,  so  ist  das 
Ergebniss  von  der  Gestalt: 
d*x 

=:  *Ps  0®  i V i z ’ • • • s 9 0* 

Indem  man  auf  diese  Weise  bis  zum  nten  Differenzialquotienten  fort- 
geht,  hat  man  die  n Gleichungen: 


2) 


dx  . 
dt 

d«-1 


fi  i y i * • • s » 0 » 


d2x 

~di J 


92  1 y 5 • • * ^ 1 0 » • • • 

(Px 

— Y = (pn — j (x  i y , • • • 8 , 0 ; n — 9n  ’ y ’ • • • s ? 0* 


£ 


Sehen  wir  für  den  Augenblick  die  linken  Seiten  dieser  n Gleichun- 
gen als  bekannt  an,  so  würden  die  n — 1 ersten  Gleichungen  die- 
nen können , um  die  n — 1 Unbekannten  y , z , . . . s durch  die  übri- 
gen vorhandenen  Grössen  auszudrücken;  diese  algebraische  Opera- 
tion gäbe  Gleichungen  von  folgender  Form: 


y = Fx(t,x,—  , 


dx  d2x 


dt  1 dt 2 
dx  d2x 


(P-Xx\ 

din-i)' 


3) 


* = F2(t,x9  dt  ’ dt2  ’ 


din 

cjn-l 


(P-'xX 

dP-V' 


dx  d2  x 


dtn' 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  letzte  der  Gleichungen 
2)  entsteht  eine  neue  Gleichung  von  der  Gestalt: 

cP  x . dx  d2x  P~lx\ 

4)  1?  5J5=i 0' 

d.  h.  eine  Differenzialgleichung  n*er  Ordnung  zwischen  x und  t.  Aus 
dieser  bestimmt  sich  x als  Funktion  von  t , dadurch  werden  zugleich 
d x d2  x 

— , etc.  bekannt,  und  die  Gleichungen  3)  führen  nachher  zur 

dt  dt 2 

Kenntniss  der  übrigen  abhängigen  Variabelen  ?/,  z ...  s. 

Als  Beispiel  möge  die  Integration  der  drei  simultanen  Glei- 
chungen : 


Schlömilch,  Analysis. 
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5)  Yi  = a(y+t),  Yi  — /*(*+*),  -J7  = rO+y) 

vorgenommen  werden.  Man  erhält  ans  der  ersten  Gleichung: 

&x  / dy  , dz\ 
t*  ~~  \ dt  dtr 


dt* 


. . dy  dz 

und  nach  Substitution  der  W erthe  von  ——  und  —r~ : 

dt  dt 


6) 


d*x 
dt 2 


= a(ß~\-y)x-\-ayy-{-aßz; 


die  zweite  Differenziation  und  nochmalige  Substitution  giebt: 

7)  ^ = ■2aßyx-j-a(aß-\-ay-\-ßy)(y  + *)• 

Aus  der  Gleichung  6)  und  der  ersten  Gleichung  in  5)  ergeben  sich 
y und  z,  nämlich: 

Ä 1 [<P  x a dx  _ n , . ) 

9)  * = «t=ß)\iF ~ ß -ö; ~ a(ß+r)*? 

^ 1 id2x 

^ Z ~~  a(ß — y)  I dt 2 

Diese  Werthe  kann  man  in  Nro.  7)  substituiren , oder  kürzer,  man 

dx 

setzt  in  Nro.  7)  für  a(y~\~z)  und  hat  so: 

^ X = 2 aßyx-\-(aß  -\-ay-j-ß  y)  *** 


y ^7  — «(ß+r)*j. 


dt* 


dt 


Diese  lineare  Differenzialgleichung  dritter  Ordnung  hat  nach  §.  110,  I. 
zum  vollständigen  Integral: 

11)  x — f-  C2eX*1 

wo  Aj , X? , A3  die  W urzeln  der  cubischen  Gleichung : 

12)  X*  = (aß-{-ay-{-ßy)X-\-2aßy 

sind.  Die  Formeln  9)  und  10)  liefern  y und  z,  wenn  der  Werth  von 
x eingesetzt  wird. 

Der  gegebenen  Entwickelung  zufolge  kommt  die  Integration 
eines  Systemes  von  n simultanen  Differenzialgleichungen  erster  Ord- 
nung im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differenzialgleichung 
nter  Ordnung  zurück;  indessen  kann  dieser  Satz  insofern  eine  Aus- 
nahme erleiden,  als  sich  bei  der  Aufstellung  der  Gleichungen  2) 
nicht  selten  schon  früher  (d.  h.  ehe  man  die  letzte  derselben  ent- 
wickelt hat)  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung  zwischen  x 
und  t darbietet;  diese  Differenzialgleichung  ist  daun  von  niedrigerer 
als  nter  Ordnung.  Um  nachher  alle  übrigen  Variabelen  y,  z,..s 


Digitizsd  by  Google 


Cap.  XXI.  §.  113.  Integration  der  simultanen  Gleichungen  erster  Ordnung.  515 

zu  finden,  bedarf  es  noch  der  Integration  einiger  Uülfsgjeichungen, 

d cc 

welche  sich  von  selbst  ergeben,  wenn  man  alle  durch  #,  — — etc.  be- 
et t 

kannt  gewordenen  Grössen  in  die  ursprünglichen  Gleichungen  ein- 
setzt. 

Als  Beispiel  mögen  die  Gleichungen : 

dx  .du  .dz  , 

13)  — = w-4-r,  — = — — x-\-u 

J dt  * 1 ’ dt  ' ’ dt  ‘ J 

dienen,  welche  den  speziellen  Fall  a — ß = y = 1 der  vorigen 
Aufgabe  bilden.  Die  cubisehe  Gleichung  12)  wird  Ä3  — 3A  -f-  2 
und  besitzt  die  Wurzeln  — 2 , X2  — ^3  = — 1 * also  zwei 
gleiche  Wurzeln.  Das  Integral  der  für  x aufgestellten  Differenzial- 
gleichung ist  jetzt: 

x — Ce2t  -|-  CV~*  -)-  C"  t e~  *, 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Formeln  9)  und  10)  einfuhrt, 
so  stösst  man  auf  die  Unbequemlichkeit,  dass  ß — y = 0 und 
y = § wird.  Dieser  Uebelstand  Hesse  sich  zwar  beseitigen,  ist  aber 
ein  Zeichen,  dass  man  einen  Umweg  gemacht  hat.  Aus  den  Glei- 
chungen 13)  folgt  nämlich  analog  Nro.  6): 

d2  x . . 

— = -f  y + *, 

und  hier  bietet  sich  schon  Gelegenheit  zur  Bildung  einer  Gleichung 
zwischen  t und  x allein,  sie  ist: 

d2x  _ , dx 

— = 2 « -f  — , 

woraus  als  vollständiges  Integral : 

14)  a = C«2*+  Cl«-‘ 

hervorgeht.  Zieht  man  jetzt  die  erste  Gleichung  in  Nro.  13)  von 
der  zweiten  ab,  so  fallt  z weg  und  es  bleibt  die  lineare  Differen- 
zialgleichung : 

+ y = ^ + * = ZCe‘it-, 
dt  ' J dt  ' 

sie  giebt: 

15)  V — C2e  K 

Auf  ganz  gleiche  Weise  folgt  durch  Subtraktion  der  ersten  Glei- 
chung in  13)  von  der  dritten  und  nachherige  Integration: 

16)  z=  Ce2t  -f-  Cse~l. 

Die  Werthe  von  x , y,  z enthalten  zusammen  vier  Constanten,  mit- 
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hin  eine  zuviel;  substituirt  man  aber  die  für  x,  y,  z gefundenen  Aus- 
drücke in  eine  der  Gleichungen  13),  so  ergiebt  sich  die  Bedingung: 

17)  Ci  -f-  C2  -1-  Cz  — 0, 

wodurch  die  normale  Zahl  der  Constanten  wieder  herbeigefuhrt  wird. 


§.  114. 

Simultane  Differenzialgleichungen  höherer 

Ordnungen. 


Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren 
erstreckt  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  auch  auf  den  Fall,  wo  die 
gegebenen  simultanen  Differenzialgleichungen  verschiedene  höhere 
Differenzialquotienten  der  abhängigen  Variabelen  x,  y,  z,  ...  s ent- 
halten. Setzt  man  nämlich: 


dx 

~dt 


<Lü 

dt 


d2x  dx*  ff  d3x  dx" 

1p  = Ti  = x ’ if  ir 


d2y  d y „ dpy_  dy" 

dp  ~ dt  ~~  y ' dP  ~ dt 


y‘“, 


und  sieht  x4 . xn . x444 


u.  s.  w. 

y4 , y11 , yin,  u.  s.  w.  als  neue  Variabele 


an,  so  hat  man  wieder  Gleichungen  erster  Ordnung,  aber  mit  einer 
grösseren  Anzahl  von  Variabelen.  Die  zwei  simultanen  Differen- 
zialgleichungen z.  B.: 


18) 


dx 

dt 


d2y 


= 2x, 


dt  T 


d2  x 


= 


dP  1 dt  ' dP 

lassen  sich  durch  folgende  vier  Gleichungen  ersetzen: 

— — x>  *1  — 
dt  ~ ' 

dy 
dt 


= 2x  — x', 


dt 

dx1 


dt 


y 


= *y  — y\ 


welche  von  der  ersten  Ordnung  sind,  dagegen  die  vier  abhängigen 
Variabelen  x,  y,  x' , y1  enthalten.  Um  die  erwähnte  Methode  anzu- 
wenden, differenziren  wir  die  letzte  Gleichung  und  haben : 

d2  x 4 ,v  . dy4 


19) 


dt2 


= 2y‘ 


dt 


— 2 y4  — (2  x — x4). 


Au3  dieser  und  der  vorhergehenden  Gleichung  würden  sich  y und  y4 
entwickeln  lassen , namentlich  wäre : 
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2-^  + f£  = 4*-2*  + *’ 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  x* : 

20)  y = 1 j ix  - 


dx  . _ d2#  . d3x 

L 2 

dt  ' rf*2  I 


Die  nochmalige  Differenziation  der  Gleichung  19)  giebt: 

d3  x1  dy‘ 

'dt3  ~ ~dt  ~ 


(1  7»^  fl  fpt 

2*' 4-  4-=  2(2*—  *')  — 2^  + 4^- 
1 di  1 d« 


Hier  kommt  bereits  kein  y mehr  vor,  mithin  dient  die  vorstehende 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  x\  man  hat  nämlich  zufolge  der  Be- 
deutung von  x 4 : 

dAx  d2x  . dx 

— + 4 — 4x  = 0. 

dt 4 dt2  dt 

Die  zur  Integration  dieser  linearen  Differenzialgleichung  gehörende 
algebraische  Gleichung  ist: 

A4  _ A2  -f  4A  —4  — 0, 

oder  auch: 

A*  — (A  — 2)2  = (A2  — (—  A — 2)(A2  — A — }—  2)  = 0. 

Die  vier  Wurzeln  derselben  sind: 

, . , . , , i+vrv=<  , _.i -vTvzi 

und  daraus  ergiebt  sich  für  x der  Werth: 

* = e_2< + Q + C3  ei 1 cos  (|  t Vf)  + C,  e‘ 1 sin  (|  tV~T) ; 

y findet  sich  nachher  mittelst  der  Formel  20).  — Nicht  überflüssig 
ist  die  Bemerkung,  dass  die  Gleichungen  18)  vermöge  ihrer  sym- 
metrischen Form  noch  eine  zweite  Auflösungsart  zulassen,  bei  wel- 
cher die  Differenzialgleichung  vierter  Ordnung  vermieden  wird.  Die 
Summe  der  Gleichungen  18)  ist  nämlich: 

dx  | dy  t <Px  . d?y  . 

Tt  + ~dt+!W  + !W=  2(x+y)’ 

d.  h.  wenn  x y — s gesetzt  wird: 

ds  . d2s  _ 

Hieraus  findet  sich  auf  gewöhnlichem  Wege: 

. s = Ae~^  «jj-.t- 

Wenn  man  jetzt  in  die  erste  Gleichung  von  Nro.18)  für^  seinen  Werth : 

. o,  . _ _L, 


s 


— x — Ae  -(-  Be~^~l  — x 
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einlührt , so  gelangt  man  zu  der  Differenzialgleichung : 

dx  * . . 9/  i n -1— t ^ 

— h 4 Ae  11  -f-  5 er1 — — 2 x, 

dt  ' 1 dt2 

die  sich  mittelst  der  Variation  der  Constanten  leicht  integriren  lässt; 
man  erhält  so  #,  dann  y = 8 — x. 

In  diesen  Bemerkungen  liegt  die  Hinweisung  auf  eine  Modifi- 
kation des  allgemeinen  Verfahrens,  welche  in  dem  Falle  eintreten 
kann,  wo  die  gegebenen  Differenzialgleichungen  symmetrisch  sind 
in  Beziehung  auf  die  abhängigen  Variabelen  #,  y,  z,...;  man  er- 
leichtert sich  nämlich  die  Integration,  wenn  man  nicht  sogleich  auf 
die  Bestimmung  von  x , y,  z,  ...  selbst  ausgeht,  sondern  vorerst 
eine  symmetrische  Funktion  von  x , y,  z,  ...  als  neue  Unbekannte 
einführt  und  für  diese  eine  Differenzialgleichung  zu  gewinnen  sucht.' 
Fin  bemerkenswerthes  und  für  die  Theorie  der  Centralbewegung 
wichtiges  Beispiel  hierzu  bietet  die  Integration  der  beiden  Differen- 
zialgleichungen : 


21) 


d2x 


kx 


d2y 
dt 2 


ky 


dt 2 VO^y2)3’  dt<2  V(x2-\-ij2f' 

Nach  dem  ursprünglichen  Verfahren  würde  man  y der  ersten  Glei- 
chung zu  entnehmen  und  in  die  zweite  Gleichung  einzusetzen  haben, 
um  eine  Differenzialgleichung  vierten  Grades  zwischen  x und  t zu  be- 
kommen ; die  Integration  der  letzteren  ist  aber  umständlich  und  wir  be- 
absichtigen daher  vorerst  eine  Differenzialgleichung  zwischen  t und 
der  Ilülfsvariabele : 

22)  r — Y x2-\ ~y~2 

* 

zu  erhalten.  Aus  den  Gleichungen  21)  folgt  nun: 


d2y 


— y 


d2x 


= 0, 


dt 2 * dt 2 

die  linke  Seite  ist  ein  vollständiger  Differenzialquotient,  nämlich 
der  von: 

dy  dx 

x Ti  ~t~y  IT' 

man  hat  daher  durch  Integration  die  Gleichung: 

dy  dx 

x Tu  ~ y Tt  = A’ 

deren  Quadrat  des  Folgenden  wegen  in  nachstehender  Gestalt  dar- 
gestellt werden  möge : 

* <'•+.■>(©•+  (£)1 - 1*5 + .*T' - - 
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Andererseits  folgt  aus  den  Gleichungen  21): 

Ä (Px  _ , _ d2y  _ . f x dx-\-y  dy 

2 -rrdx  + 2 ~r0dy  — — 2k  - r-  LJ..,  dL 
dO  dfi  J Y(x‘+ff 

Beide  Seiten  sind  vollständige  Differenziale;  die  linke  Seite  ist  näm- 
lich einerlei  mit: 

d ißy)  + (at)  J’ 

und  die  rechte  Seite  gleich  dem  Ausdrucke: 

* 2k  xdx-i-ydy  2k  _ / 2k\ 

n — r-'T/  = di'  = — ). 

x2jry 2 V**-f -yl  r2  \r  / 

Die  Integration  führt  daher  zu  der  Gleichung: 

(£XÄ)‘~V‘-* 

Substituiren  wir  sie  in  Nro.  23)  und  bemerken  gleichzeitig , dass 
dort : 

«io  o dx  . dy  dr 
' * dt  ' J dt  dt  . 

ist,  so  geht  die  Gleichung  23)  in  die  folgende  über: 


7,2  rr  ~ B i - lr-57' 1 


= 


welche  nur  r und  t enthält.  Sie  ist  durch  Sonderung  der  Variabelen 
integrabel  und  giebt  der  Reihe  nach : 

dr 


r — = V 2 k r — Br2  — A2, 
cl  t 


und  umgekehrt,  wenn  die  Integrationsconstante  bezeichnet: 

C r dr 

* — <o  = / 77-  ===» 

J V 2 kr  — Br 2 — A2 

Eine  elegantere  Form  erhält  das  Integral  mittelst  der  Bemerkung, 


dass : 


2kr  — Br2 


ist,  wodurch  man  veranlasst  wird,  A und  B durch  neue  Constanten 
a und  £ zu  ersetzen;  für: 


A2  = ka(  1 — £ 2)  , 
wird  nämlich: 

24)  t 


3 = 0- 
a 


r dr 


V p S'2  — (<*  — r)2 j 
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Die  Ausführung  dieser  Integration  hat  an  sich  keine  Schwierigkeit 
und  würde  eine  Gleichung  von  der  Form  t — = / (r)  geben,  die 

nachher  umgekehrt  werden  muss,  weil  r als  Funktion  von  t auszu- 
drücken ist.  Um  zu  sehen,  worauf  es  dabei  ankommt,  führen  wir 
in  Nro.  24)  eine  neue  Variabele  p ein,  indem  wir: 

25)  r — a(l  — acosi ;) 
setzen;  dadurch  wird: 

t — t0  = y f — * cosp)dp  =\/  — 

Man  hat  demnach  zuerst  die  transcendente  Gleichung: 

26)  p — asinp  = (t  — *o) 

nach  p aufzulösen*)  und  findet  dann  r mittelst  der  Formel  25).  — 
Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  x und  y selbst  zu  bestimmen,  was 

4» 

auf  folgende  Weise  geschieht.  Vermöge  der  Bedeutung  von  r sind 

und  —echte  Brüche,  deren  Quadratsumme  die  Einheit  ausmacht; 
r r 

x y 

es  liegt  daher  nahe,  — = cos  cp,  mithin  — = sin  cp  zu  setzen , wo 

r r 

cp  eine  neue  Variabele  bezeichnet.  Die  Substitution  der  Werthe: 

27)  x = r cos  cp,  y = r sin  cp 
in  die  Gleichung: 

*)  Diese  Auflösung  kann  entweder  in  jedem  speziellen  Falle  durch  Ver- 
suche und  nachherige  Correktionen  geschehen,  oder  auch  mittelst  einer  un- 
endlichen Reihe  bewerkstelligt  werden.  Da  nämlich  in  der  obigen  Gleichung 
oder  in  der  kürzeren : 

.«)  p — * sin  p — ft, 

P eine  Funktion  von  ft,  mithin  auch  p — ft  eine  Funktion  von  ft  ist.  so 
darf  man  unter  der  Beschränkung  n > ft  > 0: 
ß)  p — ft  = Bi  sin  & B2sin2ft  -f*  B0  sind  ft  -j-.... 

setzen  , wo  es  auf  die  Bestimmung  der  Coefficienten  By  , Bt  etc.  ankommt. 
Sie  geschieht  mittelst  der  Gleichung  «)  unter  Benutzung  der  Formel  14)  in 
§.  79;  mittelst  einer  Rechnung,  die  hier  nicht  füglich  mitgetheilt  werden 
kann  , findet  sich  •• 

B — 2 (|m*)wL  i Cjft<)4 

nl.2..n/  l.(n-f-l)  1 .2  .(n-f- 1)  (n  -f-2) 

(Ins)6  - 

1 . 2 . 3 . (n  -|-  1)  ( [n  -j-  2)  (n-j-  3)  ' 

Näheres  darüber  giebt  des  Verfassers  Schriftchen:  „Die  allgemeine  Um- 
kehrung der  Funktionen,  Halle  1849.“ 
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verwandelt  diese  in  die  folgende: 

1 dtp  . dr  ) 

rcos(p  I r cos  (p  — -f-  sin  (p  — j 

( .d(p  dr  \ 

— r sin  (p  \ — rsmcp  — -f-  cos  (p  —jj  j 

— Vka  (1  — £2), 


d.  i.  sehr  einfach 


ri^-  = Vka  (1  — s2). 

dt 


Bringt  man  r2  und  dt  auf  die  rechte  Seite,  indem  man  für  dt 
seinen  Werth  aus  der  Gleichung  24)  einsetzt,  so  wird: 

9 — a V 1 — £2  f —j==£^=  --- - =, 

J r V a2  s2 — (a  — r)2 

und  durch  Substitution  de3  nachherigen  Ausdruckes  a (1  — £ cost^) 
für  r : 


9 = V 1— £2  f ^ — — — y 

J 1 — ecosil* 


• Diese  Integration  ist  nach  Formel  12)  in  §.  61  leicht  ausführ- 
bar, indem  man  a = 1,  b = — £,  x z=z  ip  setzt  und  unterscheidet, 
ob  der  absolute  Werth  von  £ kleiner  oder  grösser  als  die  Einheit 
oder  ihr  gleich  ist.  Im  ersten  Falle,  auf  den  wir  uns  hier  beschrän- 
ken, wird:.  

£ ' « ) -+-  9>o. 


< p — 2 Arctan 


(VE 


tan  \ 


) + 


wo  90  die  Integrationsconstante  ist;  es  folgt  daraus: 

28)  tan  \((p  — 90)  = tan  1 ip. 

Die  gegebenen  Differenzialgleichungen  werden  also  auf  die 
Weise  integrirt,  dass  man  durch  Auflösung  der  Gleichung  26)  zu- 
nächst i\)  durch  t ausdrückt,  hierauf  r nach  der  Formel  25),  (p  nach 
Formel  28),  endlich  x und  y mittelst  der  Gleichungen  27)  bestimmt; 
dabei  bleiben  a,  «,  f0,  <p0  unbestimmt  und  sind  die  vier  Integrations- 
constanten. 


r 
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§.  115. 


Totale  Differenzialgleichungen  zwischen  mehreren 

Variabelen. 


In  allen  bisherigen  Untersuchungen  über  Differenzialgleichun- 
gen wurde  vorausgesetzt , dass  nur  eine  unabhängige  Variabele  vor- 
handen sei  und  dass  die  sonst  noch  vorkommenden  Variabelen  be- 
kannte oder  unbekannte  und  ebendeswegen  zu  bestimmende  Funk- 
tionen derselben  darstellten.  Das  Umgekehrte  hiervon  würde  statt- 
finden, wenn  eine  der  vorhandenen  Variabelen  als  abhängig,  die 
übrigen  als  unabhängig  veränderlich  angesehen  würden,  und  es  wäre 
dann  die  Aufgabe,  diejenige  Funktion  mehrerer  Variabelen  zu  be- 
stimmen, welche  einer  gegebenen  Differenzialgleichung  genügt.  Da- 
bei sind  jedoch  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  die  Diffe- 
renzialgleichung totale  oder  partielle  Differenziale  enthält.  Wir  be- 
schäftigen uns  zunächst  mit  Gleichungen  der  ersten  Art. 

Findet  zwischen  drei  Variabelen  x,  y,  z eine  Gleichung  von 
, der  Form 

1)  F ( x , y,  z)  — C 


statt,  aus  welcher  sich  z als  Funktion  von  x und  y bestimmen  Hesse, 
so  ist  das  totale  Differenzial  derselben: 


2 sF  dF  dF 

cl£-  dx  4.  dy  + ^ dz  = 0. 
dx  1 Dy  u 1 dz 


Die  partiellen  Differenzialquotienten  -r—  sind  hier  wie- 

d X dy  dz 

derum  Funktionen  von  x , y und  z,  die  wir  der  Reihe  nach  mit 
cp  (#,  ?/,  z),  ip  Cr,  y,  z),  x 0*i  V’i  z ) bezeichnen;  die  vorige  Gleichung 
lautet  dann : 


2)  cp(x,y,z)dx  -f-  ip(x,y,z)dy  -f-  %(x,y,z)dz  ==  0, 

und  ist  das  Schema  einer  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  zwi- 
schen drei  Variabelen.  Sie  integriren,  heisst  von  der  Gleichung  2) 
auf  die  Gleichung  1)  zurückgehen  und  es  ist  dies  geometrisch  die 
Aufsuchung  einer  Fläche,  welcher  die  in  Nro.  2)  ausgesprochene 
Eigenschaft  zukommt. 

Die  Integration  der  Differenzialgleichung  2)  oder  der  kürzer 
geschriebenen 

3)  cp  dx  -4-  ip  dy  -|-  x dz  = 0 

lässt  sich  auf  der  Stelle  ausführen,  weim  die  Variabelen  gesondert 


V 
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sind,  d.  h.  cp  = AT,  ^ = Y,  ^ = Z ist,  wo  AT,  Y,  Z Funktionen 
von  #,  y,  z allein  bezeichnen;  aus 

4)  Xdx  + Ydy  -f  Zdz  = 0 
folgt  nämlich: 

5)  Jxdx +J Ydy  -\-J  Z dz  = Const ., 

wo  jede  Integration  so  geschieht,  als  wäre  jede  der  Grössen  x,  y , z 
unabhängig  veränderlich.  In  der  That  bedarf  es  nur  der  totalen 
Differenziation  der  Gleichung  5),  um  zur  Gleichung  4)  zurückzuge- 
langen. 

Ist  die  Sache  nicht  so  einfach  wie  in  dem  angegebenen  Falle, 
so  bringt  man  die  gegebene  Differenzialgleichung  zunächst  auf  die 
Form 


6) 


*l>  , 
-är. 


dz  = — — dx  - 
X 

da  z eine  unbekannte  Funktion  von  x und  y ist,  so  muss  der  Aus- 
druck rechter  Hand  das  vollständige  Differenzial  derselben  darstellen 
und  dazu  gehört  nach  §.  100  eine  Bedingung,  welche  auf  den  vor- 
liegenden Fall  angewendet  lautet: 


K)  »(~0. 


d y d x 

Die  Ausführung  dieser  Differenziationen  giebt  bei  Weglassung 
der  gemeinschaftlichen  Nenner  imd  unter  Berücksichtigung  des  Um- 
standes, dass  qp,  und  % auch  z,  d.  h.  implicite  nochmals  x und  y 
enthalten : 


•i , 


w (ll  _L  ±L)  _ y (iS.  _L  12  2f\ 

r \ly  ^ Iz  ly}  * \ly  ^ Iz  ly} 

— * (*JL  -l  1*  Ü')  _ , (l±  4.  l*  iiY 

dz  dx/  \dx  dz  dx/ 

Beachtet  man  noch,  dass  die  Gleichung  6)  mit 


identisch  und  folglich 

dz 

f»  ■■ 

dx 


, dz  , , dz  , 

dz  — — dx  — dy 
dx  „T  dy  9 


i i « 


» 4 ' i 

- ■ . ! ‘ < 'i  > 1 ' . . 

_ _ £ „1*  -=  _ir± 

x x 


sein  muss,  so  verwandelt  sich  die  obige  Bedingung  in  die  folgende: 

”GHt)  + ♦•(!?- Ü)  + 

und  nur  wenn  sie  erfüllt  ist,  kann  man  in  der  gegebenen  Differen- 


524  Cap.  XXI.  §.  115.  Totale  Differenzialgleichungen 

zialgleichung  z als  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Vari&belen  x 
und  y betrachten.  Die  Nichterfüllung  der  obigen  Determination 
zeigt  dagegen  an,  dass  die  Differenzialgleichung  keinen  analytischen 
Sinn  hat,  wenigstens  so  lange  nicht  als  zwei  Variabele  unabhängig 
bleiben ; sie  erhält  erst  wieder  eine  Bedeutung , wenn  man  y als 
Funktion  von  x ansieht,  sie  reduzirt  sich  dann  auf  eine  Differenzial- 
gleichung zwischen  zwei  Variabelen  x und  z und  gehört  nicht  mehr 
hierher.  # 

Das  Bestehen  der  Gleichung  7)  vorausgesetzt,  hat  die  Integra- 
tion der  Differenzialgleichung 

8)  cpdx  -f-  xl>dy  -j-  %dz  ==  0 

keine  wesentliche  Schwierigkeit.  Denken  wir  uns  die  Integralglei- 
chung jF(.r,  ?/,  z)  — C als  Gleichung  einer  Fläche,  von  der  jeder 
Punkt  xy  z die  Eigenschaft  8)  besitzt,  so  muss  diese  Eigenschaft 
auch  allen  den  Punkten  zukommen,  welche  in  einer  constanten  Ent- 
fernung (etwa  z — h)  von  der  xy  Ebene  auf  jener  Fläche  liegen, 
d.  h.  allen  Punkten  des  Durchschnittes  der  fraglichen  Fläche  mit 
der  Ebene,  deren  Gleichung  z = h sein  würde.  Es  wird  in  diesem 
Falle  dz  = 0,  die  Differenzialgleichung  reduzirt  sich  auf 

9)  (pdx  -f-  tydy  — 0, 

und  das  hierin  vorkominende  z gilt,  wenn  man  nicht  h dafür  schrei- 
ben will,  als  willkürliche  Constante.  Das  Integral  der  Differen- 
zialgleichung 9)  (d.  h.  die  Gleichung  jener  Durchschnittslinie)  führt 
eine  Integrationsconstante  bei  sich,  welche  zwar  von  x und  y frei 
ist,  wohl  aber  jenes  als  constant  betrachtete  z enthalten  kann;  be- 
zeichnen wir  sie  mit  £T,  wo  z eine  Funktion  von  z allein  ist,  so  kön- 
nen wir  dem  Integrale  der  Gleichung  9)  folgende  Gestalt  verleihen: 

10)  / (.r,  y,  z)  — Z. 

Das  Differenzial  hiervon  ist,  total  genommen: 

11)  — ' dx  -f-  y“  dy  -f-  C“ - dz  = dZ, 

dx  o y v z 

und  da  die  rechte  Seite  nur  z enthält,  so  muss  dasselbe  linker  Hand 
der  Fall  sein.  Elirninirt  man  daher  eine  der  Yariabelen  x und  y 
aus  den  vorstehenden  zwei  Gleichungen,  so  muss  die  andere  Varia- 
bele von  selbst  wegfallen  und  eine  Gleichung  zwischen  z,  Z und  d Z 
übrig  bleiben.  Das  Integral  dieser  Differenzialgleichung  enthält 
z,  Z und  eine  Constante ; bestimmt  man  Z daraus  und  substituirt  die- 
sen Werth  in  die  Gleichung  10),  so  hat  man  das  gesuchte  Integral. 

Die  Differenzialgleichung  z.  B. 

12)  (2  rz-|-z3)  dx  -f-  'lyz  dy  — 2 (r2 y2 -j- ks)  dz  — 0 


>L. 
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genügt  den  in  Nro.  7)  angegebenen  Bedingungen;  betrachtet  man 
z vorerst  als  Constante,  so  wird  die  Gleichung  12)  zur  folgenden: 

(jLx-^z2)  dx  -(-  2 y dy  = 0, 

worin  die  Variabelen  bereits  gesondert  sind;  ihr  Integral  ist: 

13)  x2  -f  *z2  Jry2  — z. 

Das  totale  Differenzial  dieser  Gleichung  ist: 

(2^-f-z2)  dx  -j-  2 y dy  -f-  2 x z dz  ■=  dZ, 
und  mit  Rücksicht  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  12): 

2 d z+2sz  dz  = dZ. 

z - 

Schafft  man  eine  der  Variabelen  x und  etwa  die  letztere 
weg,  indem  man  die  Gleichung  13)  zu  Hülfe  nimmt,  so  fällt  auch 
die  andere  Variabele  heraus  und  es  bleibt 


mithin 

Cz2  = Z -\-  k,  Z = Cz2  — jfc, 

wo  C die  Integrationsconstante  bezeichnet.  Das  gesuchte  Integral 
der  Differenzialgleichung  11)  ist  folglich: 

14)  x2  y2  -\-  (x  — C')  z -|-  k — 0.. 

Hier  wie  in  jedem  anderen  Falle  kommt  also  die  Integration 
einer  totalen  Differenzialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  drei 
Variabelen  auf  die  Integration  zweier  Differenzialgleichungen  zwi- 
schen zwei  Variabelen  zurück.  Aehnliche  Sätze  würden  sich  für 
totale  Differenzialgleichungen  mit  mehreren  Variabelen  aufstellen 
lassen.  Enthält  die  gegebene  Differenzialgleichung  verschiedene 
Potenzen  von  dx , dy , dz  etc.,  so  kann  man  sie  in  Beziehung  auf 
eine  dieser  Variabelen  auflösen  und  unterscheiden,  ob  das  Resultat 
von  irrationaler  oder  von  rationaler  Form  ist;  im  ersten  Falle  be- 
sitzt die  Differenzialgleichung  gar  keine  Auflösung  und  hat  überhaupt 
keinen  Sinn,  im  zweiten  Falle  ist  die  Differenzialgleichung  das  Pro- 
dukt mehrerer  Differenzialgleichungen  von  der  Form 

(pdx  + tydy  %dz  = 0, 

und  wird  integrirt,  indem  man  die  Faktoren  einzeln  als  Differenzial- 
gleichungen behandelt.  Aus  der  Gleichung  z.  B. 
m dx2-\-  n dy2-\-  p dz2- j-  2qdxdy-\-2rdxdz-\-28dydz  = 0 
findet  man 

— rdx  — s dy+V  Adx2-\-<iBdxdy-{-Cdy2 


z+k , i , — 


dz  = dZ  oder  2 — = -££L, 

z Z-f-k 


P 
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wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  wurde : 

r2 — mp  = A,  rs — pq  — B,  s2 — np  = C. 

Welche  Funktion  von  x und  y aber  z auch  sein  möge,  so  steht 

dz  doch  unter  der  Form: 

D x , ^ z 

dz  — - — dx  ■ 4-  — — dy , 

Zx  T Zy  J ’ 

und  es  ist  deshalb  der  obige  Werth  von  dz  so  lange  eine  analytische 
Unmöglichkeit,  als  die  Wurzelgrösse  vorkommt;  wird  aber 

A dx 2 -}-  2 B dx  dy  -j-  C dy2 

zu  einem  vollständigen  Quadrate,  wozu  die  Bedingung  B2  — AC 
gehört,  so  ist  dz  rational  und  die  ursprüngliche  Differenzialgleichung 
das  Produkt  zweier  linearen  Faktoren. 


Das  im  Vorigen  anseinandergesetzte  Verfahren,  um  vorerst  die 
Bedingung  der  Integrabilität  und  nachher  das  Integral  selbst  zu  fin- 
den, bleibt  im  Wesentlichen  auch  bei  totalen  Differenzialgleichungen 
höherer  Ordnungen  dasselbe,  veranlasst  aber  der  Natur  der  Sache 
nach  weitläufigere  Rechnungen.  Das  äusserst  seltene  Vorkommen 
derartiger  Differenzialgleichungen  überhebt  uns  der  Mühe,  tiefer  auf 
sie  einzugehen. 


§.  116. 

Partielle  Differenzialgleichungen  erster  Ordnung. 

Wenn  x und  y zwei  unabhängige  Variabele  bedeuten,  z eine 
noch  unbekannte  Funktion  derselben  ist,  und  die  partiellen  Differen- 
zialquotienten von  z durch  und  bezeichnet  werden,  so  kann 

ox  cy 

man  die  Gleichung 

X)  F (*’  V'  *’  31  ’ = ° 

als  das  allgemeine  Schema  einer  partiellen  Differenzialgleichung  zwi- 
schen drei  Veränderlichen  ansehen,  und  die  Aul  gäbe  würde  sein,  aus 
der  Gleichung  1)  eine  primitive  Gleichung  von  der  Form  z=f(x,  y), 
d.  h.  ihr  Integral  zu  entwickeln.  Denken  wir  uns,  um  die  Sache 
unter  einen  geometrischen  Gesichtspunkt  zu  bringen,  ,-r,  y,  z als  recht- 
winklige Coordinaten  eines  Punktes  im  Raume,  so  bedeutet  die  Glei- 
chung z ==  /(.r, y)  eine  Fläche,  welcher  die  in  Nro.  1)  angegebene 
Eigenschaft  zukommen  soll,  und  es  bezieht  sich  diese  Eigenschaft 
auf  die  Lage  der  Tangentialebenen  oder  der  Normalen  der  Fläche, 
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wie  aus  dem  Vorkommen  der  partiellen  Differenzialquotienten  un- 
mittelbar erhellt  (§.  22).  Vermöge  dieser  Bemerkung  kann  die 
Construktion  der  fraglichen  Fläche  auf  folgende  Weise  vor  sich  ge- 
hen. Wir  geben  der  einen  unabhängigen  Variabelen  einen  willkür- 
lichen Anfangswerth  ,r0,  legen  in  der  Entfernung  x = x0  eine  Ebene 
parallel  zur  Coordinatenebene  yz  und  zeichnen  in  dieser  Parallel- 
ebene  eine  beliebige  krumme  Linie  z = t\)  (y) , welche  wir  als 
Durchschnitt  der  gesuchten  Fläche  mit  jener  Parallelebene  betrach- 
ten. Für  jeden  Punkt  dieses  Durchschnittes  sind  x — #0,  y und  z 

^ z 

bekannt,  ebenso  ist  es  auch  r~  vermöge  der  Gleichung  z = ip  (y ). 


oy 


?z 


Die  Gleichung  1)  kann  jetzt  dienen,  um  — - zu  bestimmen,  oder, 

oX 

3 z 

genauer  ausgedrückt,  um  den  Spezialwerth  zu  finden,  welchen  — 

ü x 

z J z 

für  x = .r0  annimmt.  Da  nunmehr  x , y,  z,  - — und  — innerhalb 

ox  oy 

der  ganzen  Ausdehnung  jenes  Parallelschnittes  gegeben  sind,  so 
lässt  sich  auch  durch  jeden  Punkt  desselben  eine  Ebene  legen,  deren 
Gleichung,  in  den  laufenden  Coordinaten  £,  rj,  J ausgedrückt, 


c — * = 


5 z , 5z  , 

vT  (£ — *)  + in  — 2/)  . 

o x oy 


x 


Xn 


wäre,  und  es  sind  diese  Ebenen  nichts  Anderes  als  die  Berührungs- 
ebenen, welche  die  Fläche  längs  jenes  Parallelschnittes  an  sich  trägt. 
Geben  wir  dem  x einen  zweiten  Werth  x1  — x0  -f - dx0  und  legen 
wiederum  eine  Parallelebene  zu  yz,  so  wird  diese  von  jenem  Sy- 
stem der  Berührungsebenen  in  einer  Curve  z — (y)  geschnitten, 

welche  bei  der  unendlich  geringen  Verschiedenheit  von  x0  und  xl 
als  zweiter  Parallelschnitt  der  gesuchten  Fläche  gelten  muss.  Von 
diesem  Schnitte  ausgehend,  können  wir  die  vorige  Construktion  wie- 
derholen, die  continuirliche  Folge  der  zu  z = ^ (y)  gehörenden 
Tangentialebene  bilden,  dann  zu  einem  dritten  Parallelschnitte  in 
der  Entfernung  x2  = #i-| -dx1  übergehen  u.  s.  w.  So  ist  die  Fläche 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  bestimmt  durch  die  stetige  Aufein- 
anderfolge ihrer  Querschnitte  parallel  zur  yz  Ebene,  sobald  nur  der 
erste  dieser  Querschnitte  z — t//  (y) , x = x0  gegeben  oder  willkür- 
lich angenommen  wird.  Wenn  demnach  ausser  der  Differenzial- 
gleichung keine  weitere  Beziehung  zwischen  #,  y und  z vorgelegt 
ist,  so  cliarakterisirt  sie  eine  unendliche  Menge  von  Flächen,  deren 
spezielle  Gestalt  von  den  Curven  [z  = ^ (y)]  abhängt,  durch  welche 
man  sie  hindurchgehen  lassen  will;  das  Integral  ist  daher  nicht  nur 
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jederzeit  möglich,  sondern  auch  in  sofern  unbestimmt,  als  es  eine 
willkürliche  Funktion  enthalten  muss.  Dies  bestätigt  sich  analytisch 
leicht,  wenn  man  eine  partielle  Differenzialgleichung  bildet.  Dreht 
man  z.  B.  eine  beliebige  in  der  Coordinatenebene  yz  gezeichnete 
Curve  z = xp  (y)  um  die  Achse  der  z,  so  entsteht  eine  Umdrehungs- 
fläche, deren  Gleichung  ist 

z = 4>  (V  tf2+y2), 

und  man  findet: 

3 z x ip1  (V  3z  y ip1  (V~ x2-f -y2) 

— V'x’ury'1  ’ ~ Vx^+y- 

daraus  lässt  sich  die  partielle  Differenzialgleichung 

3 z 3 z 

y — — * — = 0 

3 x dy 

ableiten,  welche  geometrisch  bedeutet,  dass  alle  Normalen  einer 
Rotationsfläche  die  z Achse  durchschneiden. 

Auf  die  vorigen  geometrischen  Betrachtungen  stützt  sich  unmit- 
telbar die  Integration  der  linearen  partiellen  Differenzialgleichungen 
erster  Ordnung,  deren  Schema  ist: 

2)  cp  O,  y,  z)  ■—  -|-  ip  (x,  y,  z)  = % O,  y,  z). 

Wie  nämlich  auch  die  zu  Grunde  liegende  Integralgleichung 
F (#,  y,  z)  = 0 beschaffen  sein  möge,  so  würde  doch  z,  als  Funk- 
tion von  x und  y betrachtet,  derselben  entnommen  werden  können 
und  jedenfalls  die  Gleichung 

3 z ,3z 

3)  dz  — — dx-\~  — dy 


2>y 


3 z 


stattfinden  müssen ; durch  Substitution  des  Werthes  von  r-  aus  Nro.  2) 

ox 

erhält  sie  die  Form: 

3 z 

4)  « (cp  dz  — % rftf)  — (SP  dy  — ipdx)  — = 0. 

dy 


Denkt  man  sich  wie  früher  x für  den  Augenblick  als  constant, 
so  würde  diese  Gleichung  dem  in  der  Entfernung  x parallel  zur 
Coordinatenebene  yz  gelegten  Querschnitte  zugehören;  dieser  Quer- 
schnitt ist  eine  beliebige  Curve,  mithin  ~ eine  ganz  willkürliche 

°y 

Grösse  und  die  Gleichung  4)  kann  daher  nur  bestehen,  wenn  die 
Gleichungen 

5)  cp  dz  — % dx  — 0,  <p  dy  — ip  dx  — 0 

für  sich  stattfinden.  In  der  That  würde,  wenn  die  vorstehenden 
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Gleichungen  nicht  erfüllt  wären,  aus  Nro.  4)  ein  ganz  bestimmter 

Werth  von  ~ folgen,  und  dies  ist  unmöglich,  weil  durch  jeden 

Punkt  xyz  eine  unendliche  Menge  von  Flächen  der  verschiedenar- 
tigsten Querschnitte  gelegt  werden  kann , welche  Flächen  sämmtlich 
der  aufgestellten  Differenzialgleichung  genügen.  Aus  den  Gleichun- 
gen 5)  folgt  von  selbst  noch  eine  dritte,  nämlich^ dz  — %dy,  welche 

^ z 3 z 

man  auch  durch  Elimination  von  — - statt  von  — gefunden  haben 

dy  -ox 

würde.  Die  Differenzialgleichung  2)  zieht  also  folgende  drei  Glei- 
chungen nach  sich: 

!<p  dy  — il>  dx  — 0, 

(p  dz  — % dx  = 0, 
xl>  dz  — % dy  = 0, 

welche  keine  partiellen  Differenziale  enthalten.  Hat  man  aus  zwei 
dieser  Gleichungen  oder  aus  zwei  Combinationen  derselben  durch 
gewöhnliche  Integrationen  ein  paar  neue  Integralgleichungen  abge- 
leitet, so  sind  diese  von  den  Formen 

7)  0 O,  y , z)  = C,  W (x,  y,  z)  = <\  , 

worin  C und  (\  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen , und  man 
kann  mittelst  der  Gleichungen  7)  x und  y durch  z ausdrücken.  Nach- 
dem dies  geschehen,  verwandelt  sich  die  noch  nicht  näher  bekannte 
Integralgleichung  F (#,  y,  z)  = 0 bei  Substitution  jener  Werthe 
von  x und  y in  eine  neue  Gleichung , die  nur  z , C und  (\  enthält, 


etwa  $ (z,  C,  Q)  = 0 ; differenzirt  man  sie,  so  folgt 


d$(z,C,  C{) 
dz 


= 0, 


* 

was  aber  nur  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung  Jf(z,  C,  = 0 kein  z 
mehr  enthält.  Dass  in  der  That  z von  selbst  aus  der  Gleichung 
J (z,C,C{)  verschwunden  sein  muss,  erkennt  man  übrigens  auch  an 
dem  Umstande,  dass  sonst  entweder  z constant  wäre , oder  C und  (\ 
spezielle  unveränderliche  Werthe  haben  müssten,  was  Beides  mit  der 
Allgemeinheit  der  ganzen  Betrachtung  unverträglich  ist.  Nach  dem 
Verschwinden  von  z bleibt  nur  = 0 übrig,  woraus  folgt, 

dass  (\  irgend  eine  nicht  näher  bestimmbare  und  ebendeshalb  will- 
kürliche Funktion  von  C sein  muss,  etwa  C\  — f (C ),  oder  nach 
Nro.  7): 

8)  ’P  O,  y,  *)  = / [<P  O,  y,  *)]. 

Diese  Gleichung  ist  nun  das  gesuchte  Integral. 


Schlömilch,  Analysis. 
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Beispiel  1.  Der  partiellen  Differenzialgleichung 

9) 


a — (-  b — — 0 

dx  dy 


entsprechen  die  Hülfsgleichungen 

a dy  — b dx  = 0,  a dz  — 0, 
d.  i.  ay  — bx  = C,  z — C\  ; 

das  Integral  ist  daher  C\  — f (C)  oder 

10)  • z = f (ay  — bx), 
was  man  leicht  prüfen  kann. 

Beispiel  2.  Die  im  Anfänge  dieses  Paragraphen  erwähnte 
Differenzialgleichung 

11) 


c ' Z dz  . 

y — — x - — — 0 
J dx  dy 

giebt,  auf  gleiche  Weise  behandelt: 

ydy-\-xdx  = 0,  y dz  = 0, 
tf2  + = C,  * = C\ ; 

mithin : 

12)  * = / (*’  4-  j!), 

was  mit  dem  Früheren  der  Sache  nach  übereinstimmt. 


fü  ■ ;; i 


13) 


Beispiel  3.  Sei  allgemeiner 

. X~-  + Y^-  = z, 

wobei  X,  Y,  Z Funktionen  von  y,  z allein  bezeichnen  mögen , so 
sind  die  Hülfsgleichungen: 

Xdy  — Ydx  = 0^ 1:1,1  Xdz  Zdx  = 0; 

in  beiden  ist  die  Trennung  der  Variabelen  sehr  leicht  und  giebt: 

-«•  /#-/§=«• 

/ 

mithin  als  Integral: 

In  dem  speziellen  Falle 

..  . a d z b d z 

15)  . ~~  -C  — - = 2 (a  + £)  z 

•re#  y dy 

hat  man  nach  Formel  14): 

lz  x 2 - | y2  #2  | 

2 (<j  — |—  i)  2 a • 2 b 2 a i ’ 


% 


4 
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nm  dieser  Gleichung  mehr  Symmetrie  zu  verschaffen,  geben  wir  ihr 
zunächst  die  Form: 

alz  — (a  — j—  b) x2  = 2 a(a -|— 5) f | — — - — | = F (ay2  — b x2)^ 

wo  F eine  neue  willkürliche  Funktion  bezeichnet;  denken  wir  sie 
uns  als  bestehend  aus  i'i  (ay2 — bx2)-\-ay2 — bx2s  so  wird 

i z = x2  -f-  y2  + ~ -*i  Oy2 — hx2\ 

und  wenn  wir  endlich  z selbst  bestimmen : 

16)  3^i'äSfc  ext+y*  f(ay*  — b X*). 

' . 4 ■ / 4 I 1 | 

Auch  hier  ist  f (ay2 — bx2)  wiederum  eine  beliebige  Funktion 
von  ay2  — bx2. 

Beispiel  4.  Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei : 


17) 


( cy  ~:b  z)  ~ -f - (az  — cx ) ^ = bx 
ux  oy 


<*y; 


die  Hülfsgleichungen  lauten  dann: 

( cy  — bz)dy  — (az — cx)dx  — 0, 

(cy  — bz)dz  — (bx  — ay)dx  = 0, 

(bx  — ay)dy  — (az — cx)  dz  = 0, 

% 

und  sind  nicht  unmittelbar  integrabel,  weil  in  jeder  von  ihnen  drei 
Variabele  Vorkommen;  multiplizirt  man  aber  die  zweite  mit  a,  die 
dritte  mit  £,  und  zieht  jene  von  dieser  ab,  so  bleibt  nach  Hebung 
von  bx — ay: 

adx  -j-  bdy  -f-  cdz  = 0,  mithin  ax  -|-  by  -(-  cz  = C. 

Um  ein  zweites  Integral  zu  erhalten,  multipliziren  wir  die  zweite 
Gleichung  mit  — «r,  die  letzte  mit  y,  und  nehmen  die  Summe  beider; 
nach  Hebung  von  bx — ay  wird  so: 

x dx  y dy  z dz  — 0 , mithin  x2  -)-  y2  -J-  z2  — (\ ; 
das  gesuchte  Integral  ist  folglich : 

18)  x2  -j-  y2  -)-  z2  = f (ax-\-by-\-cz). 

Das  Verfahren,  welches  zur  Integration  der  bisherigen  partiel- 
len Differenzialgleichungen  zwischen  drei  Variabelen  angewendet 
wurde,  passt  wörtlich  auf  den  Fall  einer  grösseren  Anzahl  von  Va- 
riabelen. Wäre  z.  B.  die  gegebene  Differenzialgleichung: 


. ( i'j 


bu  . v bu  . dtt 

•..-r  9’^7+1''ä7  + *^7  = <,’ 


\ ; 


worin  u als  unbekannte  Funktion  von  y,  z betrachtet  wird,  qp,  t//, 
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% und  6 gegebene  Funktion  von  x,  y,  z,  ti  sind,  so  würde  man  diese 
Gleichung  mit 


c )u  . hu 

du  = — dx  + — d„  + 


du 

J7 


d z 


Zusammenhalten,  nämlich  ~ eliminiren  und  nachher  die  Coefficien- 

ÖX 

ten  von  — - und  sowie  die  von  ~ und  — freien  Glieder  der 
dy  oz  oy  oz 

Null  gleich  setzen  müssen.  Hierdurch  ergeben  sich  drei  Differenzial- 
gleichungen gewöhnlicher  Art,  deren  Integrale  (Dj  und 

<I>3  = C2  heissen  mögen.  Zwischen  den  Constanten  C,  Q,  Cj  ist 
endlich  noch  eine  willkürliche  Beziehung  F (C,  Q , C2)  = 0 oder 
C2  = / (C,  Q)  aufzustellen,  in  welche  für  C,  C\  und  C2  die  Werthe 
0,  einzuführen  sind. 


§.  117. 


Partielle  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnungen. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzte  Verfahren, 
welches  in  der  Zurückführung  einer  partiellen  Differenzialgleichung 
auf  ein  System  gewöhnlicher  Differenzialgleichungen  besteht,  ist 
zwar  mit  einigen  Modifikationen  auch  bei  partiellen  Differenzial- 
gleichungen höherer  Ordnungen  theoretisch  anwendbar,  bringt  aber 
häufig  in  sofern  keinen  wesentlichen  Vortheil,  als  die  Integration 
des  entstandenen  Systemes  von  Differenzialgleichungen  nicht  selten 
eben  so  grosse  oder  noch  grössere  Schwierigkeiten  darbietet,  wie 
die  direkte  Integration  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung. 
Auf  eine  tiefere  Untersuchung  der  Fälle  einzugehen,  in  welchen 
jene  Reduktion  in  der  That  von  Nutzen  sein  kann,  fehlt  hier  der 
Raum,  und  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  Betrachtung  einer  be- 
stimmten Klasse  partieller  Differenzialgleichungen  höherer  Ordnun- 
gen ; es  sind  dies  die  mit  constanten  Coefficienten  versehenen  linea- 
ren Differenzialgleichungen,  welche  deswegen  eine  besondere  Auf- 
merksamkeit verdienen,  weil  sie  bei  vielen  Problemen  der  mathema- 
tischen Physik  eine  wichtige  Rolle  spielen.  Das  Verfahren  zu  ihrer 
Integration  besteht  immer  darin,  dass  man  zunächst  ein  partikuläres 
Integral  aufsucht  und  das  allgemeine  Integral  aus  einer  Reihe  par- 
tikulärer Integrale  zusammensetzt. 
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I.  Bleiben  wir  vorerst  bei  der  schon  besprochenen  Differen- 
zialgleichung 

1)  o — 4-  4—  = o 

dx  1 dy 


stehen,  so  liegt  der  Versuch  nicht  fern,  ihr  durch  einen  Ausdruck 
von  der  Form 

z — eßx  + yy 

zu  genügen,  wo  ß und  y vor  der  Hand  noch  unbestimmte  Coefficien- 
ten  bedeuten;  die  Substitution  giebt 

(aß-\-by)  e&x^~vy  = 0 , mithin  y = — -y-  ß , 

wo  ß völlig  willkürlich  bleibt.  Ein  partikuläres  Integral  der  Diffe- 
renzialgleichung 1)  ist  also 

« a a 

ßx  — t ßy  ,,  \ 

z = e ^ oder  z = — ay)  , 

wenn  ß = b ft  gesetzt  wird ; etwas  allgemeiner  wäre 

z = cef*(hx-ay\ 

welcher  Ausdruck  ebenfalls  der  Gleichung  1)  genügt.  Giebt  man 
den  willkürlichen  Constanten  C und  ft  verschiedene  Werthe  und  ver- 
einigt die  so  entstehenden  partikulären  Integrale,  so  gelangt  man 
zu  dem  allgemeinen  Integrale: 

2)  z — C0e^(flx—ay'>  -f  C\  (»*-«»)  -f 

Auf  den  ersten  Blick-  scheint  dieser  Ausdruck  von  dem  früher 
gefundenen  z = / (ay — by)  verschieden  zu  sein;  man  überzeugt 
sich  aber  von  der  Uebereinstimmung  beider  Formen  auf  folgendem 
Wege.  Sei  zur  Abkürzung  ay  — bx  = u , ferner  jt0  = 0,  f^  = V — l, 
fÜ2  : = 2 V — l , ft3  = 3V  — i etc.,  und 

n % 

so  erhält  z folgende  mittelst  Summenzeichen  abgekürzte  Form: 

nltu  ' «>  . 7171U 


CO 


z — ZJ  C„  cos 


0 


n 


7tu  ' jp  nltu 

V-l  ZCn8in  ~ 


Jede  Summe  genügt  für  sich  allein  der  Differenzialgleichung; 
man  hat  daher  als  neues  Integral: 


o?  . nltu 
z = Z A„  cos 

0 


Kn 


7tu  . °°  ^ . nltu 

J-  + 2 Bnaln~J 


d.  h.  wenn  man  die  Coefficienten  An  und  Bn  nach  den  Formeln  des 
§.81  wählt,  z — iß(u)  =r  tß(ay — bx ),  wie  früher. 
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II.  Wenden  wir  auf  die  Differenzialgleichung  zweiter  Ordnung 


3)  “» + b°  + c° 


+«,,  -+h  - + clz  = o 


dieselbe  Substitution  an 

* = eß*+ry. 


so  ergiebt  sich  zwischen  ß und  y die  Bedingung: 

4)  °o  ß2  4"  y2  + o0  ßy  -f-  aY  ß y -{-  cx  = 0, 

vermöge  deren  sich  y durch  ß ausdrücken  lässt.  Dasselbe  würde  in 
ähnlicher  Weise  bei  einer  linearen  Differenzialgleichung  höherer 
Ordnung  mit  constanten  Coefficienten  der  Fall  sein,  und  wir  können 
daher  y — (p  (ß)  setzen , indem  wir  uns  die  algebraische  Hüllsglei- 
chung jederzeit  in  Beziehung  auf  y aufgelöst  denken.  Partikuläre 
Integrale  der  ursprünglichen  Differenzialgleichung  sind  demnach  alle 
Ausdrücke  von  den  Formen 


eßx  + <p (ß)y  oder  Ce^x+9,^y, 


und  folglich  ist  das  allgemeine  Integral: 

5)  ; z = _|_  Qeftz+<p(Ä)y 

+ CzeP-^+V^y 

Die  hier  vorkommende  Reihe  lässt  sich  in  manchen  Fällen  wie 
früher  durch  eine  willkürliche  Funktion  ausdrücken;  so  entspricht 
z.  B.  der  Differenzialgleichung 

6)  V = 

die  quadratische  Hülfsgleichung  y2==a2ß2,  woraus  y=  + aß  folgt; 
man  hat  daher  sowohl 

* = C0e  ft  (*+«?)  _|_  Q e ft  (x+ay')  ®(x-\-ay), 

als  auch 

z = Caeft(a:-ay)  _|_  Q eft  (*- ay)  vp{x  — ay). 

Demnach  ist  das  vollständige  Integral:  * 

7)  z = -ay')  -|-  VF (cc  — a^); 

in  der  That  genügt  dieser  Ausdruck  der  Differenzialgleichung  6); 
dass  er  aber  ihr  allgemeinstes  Integral  ist,  erkennt  man  an  dem 
Vorkommen  zweier  willkürlicher  Funktionen. 

Lässt  sich  die  erwähnte  Zusammenziehung  der  Reihen  nicht 
ausführen,  so  ist  es  nicht  selten  von  Vortheil,  die  einzelnen  Glieder 
der  Reihe  5)  unendlich  klein,  ihre  Anzahl  unendlich  gross  und  so- 
mit die  Reihe  zu  einem  bestimmten  Integrale  werden  zu  lassen. 


i 
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Man  denkt  sich  nämlich  die  willkürliche  Constante  C als  beliebige 
Funktion  der  Constanten  ß und  setzt: 

ßi  = ßo  d , ß<2  = ßQ  -)-  2 d , ß$  = ß0  -)-  3 d , . . . . 

Co  = /(ßo)  d,  Ci  =f(ßo  + d)d,  C2  =f(ß0  + 2Ö)Ö, 

dann  ist,  wenn  n Glieder  genommen  werden: 

t = Z f(ß) 

und  zwar  bezieht  sich  das  Summenzeichen  auf  alle  die  Werthe,  welche 
der  hinter  demselben  stehende  Ausdruck  für  ß — A -f 
ß0  2d,  . . . ßo  -)-  ( n — l)d  erhält.  Nehmen  wir  ß0-\-nd  con- 

und  lassen  n ins  Unendliche 


stant  = ßx,  mithin  d = — — , 

u 


wachsen,  so  wird  Ö = dß  und 

8)  * = Jf(ß)ePx+V’Wy  dß. 

ß. 

Der  Gebrauch  dieser  Formel  besteht  darin,  dass  man  aus  einem 
partikulären  Integrale  einer  gegebenen  linearen  partiellen  Differen- 
zialgleichung mit  constanten  Coefficienten  und  von  beliebiger  Ord- 
nung sogleich  eine  unendliche  Menge  anderer  partikulärer  Integrale 
ableiten  kann,  indem  man  ß0  , ßx  und  f (ß)  willkürlich  wählt. 

Als  Beispiel  möge  die  Differenzialgleichung 


9) 


~dz  ' d2Z 

c )y  2^x2 


dienen.  Die  entsprechende  algebraische  Hlilfsgleichung  ist  y = kß 2 
= qp(ß),  mithin 

■z  = ePx+kP*y 

ein  partikuläres  Integral  von  Nro.  9).  Ein  paar  andere  partikuläre 
Integrale  finden  sich,  wenn  man  ß imaginär  werden,  also  z.  B. 
ß — an  die  Stelle  von  ß treten  lässt;  es  wird  dann 

z = (cos  ß x -f-  V — l sin  ß x ) e~~kß  y , 
oder  wenn  man  die  einzelnen  Theile  nimmt: 

10)  z = e~kßiy  cosßx  und  z ==  e~k^y  sinßx. 

Wendet  man  auf  das  erste  dieser  partikulären  Integrale  die 
Formel  8)  an,  so  ist  auch: 

^ = Jf(ß)6~k^y  cosßx  dß, 

ßo 


11) 


z 


5S(J  Cap. -XXI.  §.  118.  Fortsetzung. 

also  z.  B.  für  ß0  = 0,  ßl  = oo , f(ß)  = 1,  und  nach  Formel  19) 
in  §.  84  (2  b — x,  t = ß , a2  = ky ): 


In  derThat  befriedigt  dieser  Ausdruck  die  Differenzialgleichung 
9),  ist  aber  von  den  vorher  gefundenen  partikulären  Integralen  so 
verschieden,  dass  man  auf  anderem  Wege  (z.  B.  durch  Versuche) 
schwerlich  dazu  gekommen  sein  würde. 

Man  ersieht  aus  dem  Vorigen,  dass  die  partikulären  Integrale 
einer  partiellen  Differenzialgleichung  sehr  mannigfaltige  Formen 
annehmen  können,  und  dass  ebendeswegen  die  Aufgabe  der  Integra- 
tion einer  solchen  Differenzialgleichung  in  gewisser  Beziehung  etwas 
Unbestimmtes  hat.  Völlig  bestimmt  wird  die  Aufgabe  erst  dann, 
wenn  Nebenbedingungen  hinzutreten,  wie  sie  bei  den  physikalischen 
Anwendungen  der  obigen  Differenzialgleichungen  in  der  That  vor- 
handen sind.  Es  kommt  in  solchen  Fällen  darauf  an,  dem  allge- 
meinen Integrale  gerade  die  Form  zu  ertheilen,  welche  sich  mit  den 
gegebenen  Nebenbedingungen  verträgt.  Beispiele  hierzu  enthalten 
die  folgenden  Paragraphen. 


§.  118. 

Fortsetzung. 


1) 


I.  Die  gegebene  Differenzialgleichung  sei: 

du  d2u 

Tt  = k ä*2’ 


mithin  u eine  unbekannte  Funktion  von  x und  t;  man  soll  sie  so  be- 
stimmen, dass  sie  sich  für  t = 0 auf  eine  vorgeschriebene  Funktion 
von  a?,  etwa  <p  (#),  reduzirt  *). 


*)  Das  physikalische  Problem,  welches  die  Lösung  der  obigen  Aufgabe 
fordert,  ist  der  Anfang  der  mathematischen  Theorie  der  Wärme  und  lautet 
folgendermassen : man  denke  sich  den  unendlichen  Raum  mit  einer  wärme- 
leitenden Substanz  angefüllt  und  60  erwärmt,  dass  in  allen  Punkten  einer 
auf  der  Abscissenachse  senkrechten  Ebene  dieselbe  Temperatur  stattfindet, 
dass  aber  diese  Temperatur  von  einer  Ebene  zur  anderen  variirt,  wobei 
v0  = g>  (z)  die  Temperatur  sein  möge,  welche  die  in  der  Fntfernung  x senk- 
recht auf  die  x Achse  gestellte  Ebene  anfänglich,  d.  h.  zur  Zeit  Null,  erhal- 
ten hat.  Wird  nun  der  Körper  sich  selbst  überlassen,  so  findet  eine  Tem- 
peraturenausgleichung statt  und  am  Ende  der  Zeit  t wird  in  jener  Ebene 
eine  Temperatur  v herrschen,  welche  eine  Funktion  von  x und  t ist,  etwa 
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Da  die  obige  Differenzialgleichung  mit  der  unter  Nro.  9)  des 
vorigen  Paragraphen  verzeichneten  Differenzialgleichung  identisch 
ist,  so  können  wir  zufolge  von  Nro.  10)  die  Ausdrücke 

ux  = e—kt(o 2 C08a!C)  un(j  e kt(» 2 sinxft 


v — F(x,(),  und  von  der  man  im  Voraus  weiss,  dass  sie  für  t — 0 wie- 
der in  (p  (x)  übergehen  muss.  Um  eine  zweite  Eigenschaft  derselben  ken- 
nen zu  lernen,  betrachten  wir  den  Gang  der  Temperaturenausgleichung 
näher. 

Als  Ursachen  der  verschiedenen  Temperaturen  eines  Körpers  gelten  die 
verschiedenen  Wärmemengen,  die  er  enthalten  kann;  rechnen  wir  letztere 
den  ersten  proportional  und  nennen  tu  das  Wärmequantum,  welches  der  Mas- 
seneinheit zugeführt  werden  muss,  damit  ihre  Temperatur  von  0°  auf  v 
Centesimalgrade  steige,  so  ist  w — Cv  und  dabei  C ein  nur  von  der  Natur 
jener  Masse  abhängiger  Coefficient,  die  sogenannte  spezifische  Wärme  oder 
die  Wärme,  durch  deren  Aufnahme  die  Temperatur  der  Masseneinheit  um 
1°  erhöht  wird.  Soll  nicht  die  Einheit  der  Masse,  sondern  die  Masse  M 
auf  die  Temperatur  v gebracht  werden,  so  ist  A/mal  mehr  Wärme,  d.  h. 
M . Cv  erforderlich,  mithin  das  neue  Wärmequantum  W — SV.  Cv , 
wenn  S die  Dichtigkeit  und  V das  Volumen  bedeutet.  Denken  wir  uns  den 
unendlichen  Raum  zusammengesetzt  aus  parallelen  Cylindern  oder  Prismen 
von  dem  gleichen  Querschnitte  q , deren  Längenrichtungen  mit  der  Richtung 
der  x zusammenfallen,  so  brauchen  wir  nur  die  Wärmebewegung  in  einem 
solchen  Körper  zu  betrachten  und  dann  sind  die  Verhältnisse  folgende.  Die 
Temperatur  v,  welche  der  in  der  Entfernung  x liegende  Querschnitt  q am 
Ende  der  Zeit  t hatte,  wird  sich  während  der  Zeit  dt  um  dv , oder,  besser 

Au 

ausgedrückt,  um  dt  ändern;  dazu  gehört  nach  dem  Vorigen,  dass  das 

Au 

Volumenelement  qdx  die  Wärmemenge  Sqdx  . C dt  aufgenommen 

habe,  wobei  natürlicherweise  vorausgesetzt  ist,  dass  in  dem  ganzen  Volu- 
menelemente qdx  die  nämliche  Temperatur  v herrsche,  wie  in  seinem  vor- 
deren Querschnitte  q.  — Um  einen  zweiten  Ausdruck  für  dieselbe  Wärme- 
menge zu  finden,  betrachten  wir  zwei  getrennte  Querschnitte  q und  q‘  — q 
in  deu  Entfernungen  x und  x'  < x,  mit  den  Temperaturen  v und  v‘  < v. 
Die  Temperaturenausgleichung  besteht  nun  darin , dass  Wärme  von  q nach 
q 1 (der  Richtung  der  x entgegen)  überströmt  und  zwar  um  so  mehr,  je 
grösser  der  entsendende  Querschnitt  q , je  grösser  die  Temperaturdifferenz 
v — v ' und  je  kleiner  der  Abstand  x — x‘  ist;  demnach  lässt  sich  die  wah- 
rend der  Zeiteinheit  von  q nach  q ' übergehende  Wärmemenge  durch 
v‘ — v*  m . 

Kq  , ausdrücken,  wo  der  Coefficient  K die  sogenannte  innere  Lei- 

tungsfähigkeit  der  Masse  bezeichnet.  Für  x'  — x — dx , v‘  — v — dv 

Au  Au 

= v — r-  dx  geht  der  vorige  Ausdruck  in  Kq  r~  über  und  giebt  die 

0 SS  v £C 

Wärmemenge  an,  welche  während  der  Zeiteinheit  aus  dem  vorderen  Quer- 
schnitte des  Elementes  q in  den  nächstvorhergehenden,  nicht  mehr  zu  die- 


538 


Cap.  XXI.  §.  118.  Fortsetzung. 


als  partikuläre  Integrale  ansehen;  daraus  lässt  sieh  ein  drittes  Inte- 
gral bilden,  indem  man  w3  = Wj  coso-fr-)-^  sin  ad'  setzt,  wo  «fr  eine 
willkürliche  Constante  bezeichnet.  Der  nunmehrige  Ausdruck 

2)  «3  = e~~ktu)i  cos  (fr  — x)a 

befriedigt  zwar  die  Differenzialgleichung  1),  geht  aber  für  t = 0 
in  cos  (fr  — x)  a über , während  er  zu  cp  ( x ) werden  sollte.  Aus 
cos(fr — x)  a lässt  sich  jedoch  cp(x)  herleiten,  und  zwar  mittelst  des 
Fourier*  sehen  Satzes : 


00  00 


3) 


cp(x)  = J J n (fr)  cos  (fr  — x)adadft , 


— OO  — uO 


d.  h.  dadurch,  dass  man  cos  (fr  — x)cj  mit  - — <p  (fr)  da  </fr  multi- 

2 7t 


plizirt  und  nachher  zwischen  den  Grenzen  — oo  und  -f-  oo  integrirt. 
Dieselben  Operationen  geben  auf  w3  angewendet: 


00  00 

4)  u — J J cos(fr — x)a  . -^<p(fr)dco  dfr, 


— oo  — oo 


und  dieser  Ausdruck  erfüllt  in  der  That  alle  Bedingungen.  Da 
nämlich  fr  und  a von  x und  t unabhängig  sind,  so  unterscheidet  sich 
das  Produkt 

5)  cos(ft — x)  a . — cp  (fr)  d a d fr 

h 7t 


sem  Elemente  gehörenden  Querschnitt  des  Cylinders  zurückweicht;  in  der 
Zeit  dt  verliert  daher  das  Volumeneleraent  qdx  die  aus  seinem  vorderen 

1>v 

Querschnitte  austretende  Wärmemenge  to  — Kq  r"  dt;  dagegen  nimmt  es 

0 X 

durch  den  am  Ende  (in  der  Entfernung  x -j-  dx  befindlichen)  Querschnitt  q 

2>w  c^2v 

Wärme  auf,  nämlich  w -}-  dx  — Kq  ^ dt  -f-  Kq  dx  dt . Der 

? w ?2v 

Unterschied  beider  Wärmemengen  dx  = Kq  T~~;2dxdt  bleibt  in  dem 

Volumeneleraente  und  muss  der  Wärmemenge  gleich  sein,  welche  die  frü- 
her betrachtete  Temperaturerhöhung  des  Elementes  zur  Folge  hatte;  dem- 
nach ist  die  Differenzialgleichung  der  Wärmebewegung 

?v  * d2v 

SCq  ~ dx  dt  = Kq  ^ ; dx  dt , 

7 ot  oxl 

oder  c>2v 

YT  “ k TU*' 

K 

wobei  zur  Abkürzung  — & gesetzt  worden  ist.  Schreibt  man  u 1 ür  u, 
so  hat  man  die  im  Texte  angegebene  Differenzialgleichung. 
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nur  darin  von  a3 , dass  es  an  constanten  Faktoren  reicher  als  iiq  ödes 
von  der  Form  m3  . Const.  ist.  Es  bildet  demnach  der  Ausdruck  in 
5)  gleichfalls,  ein  partikuläres  Integral  der  Gleichung  1),  mithin  ge- 
nügt auch  eine  Summe  unendlich  vieler  Glieder  von  der  Form  5), 
d.  h.  das  Doppelintegral  in  4),  der  ursprünglichen  Differenzialglei- 
chung; ausserdem  wird  für  t =0  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4) 
identisch  mit  dem  Doppelintegrale  in  Nro.  3) , folglich  u = (p  (#). 
Der  Werth  von  u gestaltet  sich  einfacher,  wenn  man  die  Reihenfolge 
der  Integrationen  umkehrt  und  in  der  nunmehrigen  Form: 

OO  00 

u = J n qp(ff)  c?ff j e ktu*  cos(fr  — x)ada, 

— oo  — oo 

die  auf  a bezügliche  Integration  mittelst  der  Formel 


OO  OJ  - ! 

J*  e a <ü*  cos  b a da  = 2 Je  au)*  cos  ba  da  — 


£1 
4 a 


0 


ausführt;  man  erhält: 
6) 


00 

u =z  — 3- — / cp  (-ff)  d ff 

2 


(Q—xy 
4 kt 


Führt  man  endlich  eine  neue  Variabele  rj  ein  mittelst  der  Sub- 
stitution 

- ^ = ^2,  d.  i.  ff  ==  VTt, 

so  stellt  sich  u unter  die  elegantere  Form: 


7) 


00 

u = 77=  / e~ri*  (p  (x-\-  2rj  VlTf)  dr\. 

V 7t  j 

r — oo 


Auch  hier  ist  die  Prüfung  sehr  leicht;  benutzt  man  für  u die 
erste  Form  (Nro.  6),  so  findet  sich,  dass  u der  Gleichung  1)  genügt; 
aus  der  zweiten  Form  (Nro.  7)  geht  dagegen  hervor,  dass  für  t~  0, 
u = <jp(.r)  wird. 

II.  Die  Differenzialgleichung  sei  wieder  die  nämliche,  die  ge- 
suchte Funktion  u aber  den  zwei  Bedingungen  unterworfen,  für  t = 0 
in  cp(x)  überzugehen  und  für  x — 0 zu  verschwinden,  was  auch  t 
sein  möge  *). 


*)  Die  obigen  Bedingungen  entsprechen  in  der  Theorie  der  Wärme 
folgendem  Falle.  Es  sei  der  unendliche  Raum  nur  auf  der  positiven  Seite 
der  x mit  Masse  erfüllt  und  erwärmt  wie  vorhin,  an  der  Stelle  x — 0 aber 
begrenzt  durch  eine  Vertikalebene,  welche  mit  einer  Wärmequelle  so  in 
Verbindung  steht,  dass  jene  begrenzende  Ebene  fortwährend  auf  der  con- 
stanten Temperatur  c erhalten  wird.  — Im  Texte  steht  u statt  der  Tem- 
peratur v und  sind  die  beiden  Fälle  c = 0 und  c ^ 0 getrennt  behandelt. 
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Die  vorige  Auflösung  ist  jetzt  nicht  mehr  brauchbar,  weil  für 
x — 0 nicht  u = 0 wird;  gehen  wir  aber  von  dem  partikulären 
Integrale: 

«2  = sin  x a 

aus , so  findet  diese  Eigenschaft  bereits  statt  und  es  kommt  nur  dar- 
auf an,  für  t = 0,  u ■=.  (p(x)  werden  zu  lassen.  Das  obige  u giebt 
in  dem  genannten  Falle  sin  x cd  statt  9>(x);  um  letzteres  zu  erhalten, 
nehmen  wir  den  Satz: 

oo  oo 

<p(x)  = J J sinxa  — (p  (fl-)  sin  a fr  d a dft 


zu  Hülfe  und  setzen : 

8) 


0 0 


oo  oo 


“ = t//' 
0 0 


, — 


sin  x a (p  (&)  sin  ad'  da  dft, 


was  sich  wie  früher  sehr  einfach  dadurch  rechtfertigt,  dass  das  vor- 
stehende Doppelintegral  die  Summe  einer  unendlichen  Menge  parti- 
kulärer Integrale  von  der  Form  u^.Const.,  mithin  selbst  eine  Auflö- 
sung der  Differenzialgleichung  1)  ist.  Kehrt  man  in  Nro.  8)  die 
Anordnung  der  Integrationen  um  und  zerlegt  das  doppelte  Sinus- 
produkt in  eine  Cosinusdifferenz,  so  wird: 

00  00 

u = ±f  (p(fr)dfr  J ° jcoa  (-ff — x)a — cos  (ff df®, 

0 0 

und  durch  Ausführung  der  auf  a bezüglichen  Integration: 

«e  _ (»-*)*  _ (»+*)« 

s>  “ !“»• 
oder  auch  mittelst  einer  ähnlichen  Transformation  wie  vorhin: 


10) 


00 

u = y==" f *P 


X 


2 Vkt 


-i hf Vv<' 

+2Vir 


\^kt)drj. 


Würde  etwas  allgemeiner  verlangt,  dass  u = (p(x)  werde  für 
t = 0 , dagegen  u = o fiir  x = 0 , so  würde  man  u — c = ü 
nehmen  und  hätte: 
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Tat  3 #2 

mit  den  Nebenbedingungen  U = 0 für  x = 0 und  U = (p  (x)  — c 
für  t = 0 ; diese  Bedingungen  sind  dieselben,  als  wenn  in  der  vori- 
gen Aufgabe  U für  u und  <p(x)  — c für  <p  (#)  gesetzt  worden  wäre ; 
entwickelt  man  U nach  dieser  Bemerkung  aus  Formel  9),  so  ist  nach- 
her für  die  neue  Aufgabe: 

ikt  _e  4 kt 


GO 

n)  “ = c + 2“7^/KHK 

Sei  beispielsweise  <p  (x)  = 0 ; es  ist  dann : 

oo  _(»-*)« 

'=’-nhr,f\‘  ■ 


(»+*)*) 


4 kt 


\d&, 


0 

00 


X 


+ 


X 


2 Vkt  ' 2 Vkt 

welchen  Ausdruck  man  leicht  auf  folgende  Form  bringt: 

x 


^2  VE 


12)*) 


u = c fl — -o=-  Ce"'1  i 

L-  y »v 

■4  r»  '’i~ 


l. 

dr\  . 


III.  Die  Differenzialgleichung  sei  wieder  dieselbe,  die  gesuchte 
Funktion  u aber  den  drei  Bedingungen  unterworfen  für  t = 0 in 
9 (x)  überzugehen  und  sowohl  für  x = 0 als  fiir  x — X zu  ver- 
schwinden **).  Das  partikuläre  Integral: 


*)  Hieran  knüpft  sich  folgende  interessante  Folgerung.  Sollen  zwei  in 
verschiedenen  Abständen  a:1  und  liegende  Punkte  in  verschiedenen  Zeilen 
und  t±  dieselbe  Temperatur  v — u erreichen,  so  muss  in  jedem  Falle 
die  obere  Grenze  des  Integrales  dieselbe,  mithin  : 

*rr  vr 

sein ; daraus  folgt  die  Proportion : 

: tt  — xt*  : a?22, 

tmd  es  verhalten  sich  also  jene  Zeiten  wie  die  Quadrate  der  Entfernungen. 

**)  Die  zugehörige  physikalische  Aufgabe  lautet:  ein  Stab  von  geringem 
Querschnitte  q und  der  Länge  X sei  ursprünglich  auf  irgend  welche  Weise 
erwärmt  und  dann  in  ein  Mittel  von  der  constanten  Temperatur  Null  ver- 
setzt , während  gleichzeitig  die  beiden  Enden  des  Stabes  auf  der  constanten 
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ist  hier  wieder  insofern  brauchbar,  als  es  fiir  .r=:0  den  Werth  Null 
erhält;  damit  es  auch  für  x = A verschwinde,  d.  h.  sin  ko  = 0 

werde , muss  X a ein  Vielfaches  von  7t  sein , also  o = wenn  n 


eine  beliebige  ganze  positive  Zahl  bezeichnet, 
rigen  partikulären  Integrale: 


Aus  dem  nunmeh- 


kann  nun  zwar  durch  Integration  die  allgemeine  Form  nicht  herge- 


Temperatur  Null  erhalten  werden;  man  soll  die  Temperatur  v eines  Punk- 
tes nach  der  Zeit  t bestimmen.  Hat  sich  wie  früher  v in  der  Zeit  dt  um 


S v 


yy  dt  geändert,  so  ist  die  Wärniezunahme  des  Elementes  qdx  dem  Aus- 
S v % 

drucke  SCq  yy  dx  dt  gleich.  Andererseits  hat  das  Element  qdx  durch 


% 3 w 

seine  Vorderfläche  die  Wärme  Kq  ~ — dt  verloren,  durch  die  Hinterfläche 

0 tC 

S v S 2 v 

die  Wärme  Kq  T — dt  -|-  Kq  T — ~ dx  dt  aufgenommen,  ausserdem  aber 

u Jß  o %C 

* 

durch  Ausstrahlung  in  das  umgebende  Mittel  Wärme  abgegeben.  Heisst 
H die  Wärmemenge,  welche  die  Flächeneinheit. der  Staboberfläche  während 
der  Zeiteinheit  in  das  Mittel  entlassen  würde,  wenn  der  Stab  die  constante 
Temperatur  1 behielte,  so  ist  die  Wärme,  welche  die  Oberfläche  w des 
Elementes  qdx  in  der  Zeit  dt  bei  der  Temperatur  v entlässt,  dem  Aus- 
drucke Hat  dt  v gleich,  oder  wenn  p die  Peripherie  des  Stabes  bezeichnet, 
= Hpvdxdt.  Nach  Abzug  dieser  Wärme  bleibt: 

Sv  S2v 

N Cq  yy  dxdt  = Kq  y ^ dx  dt  — Hpv  dx  dt , 


oder: 


Sv 

sT 


S2  v 

— k T—T  — mv, 
S x1 


Hp 

wo  k die  frühere  Bedeutung  hat  und  m — S Cq  £>urch  Einführung 

einer  neuen  Variabelen  u mittelst  der  Substitution: 

„ — 

v — ue 

vereinfacht  sich  die  obige  Differenzialgleichung  und  wird: 

Sw  . S2w 


s t k 


S*2 


Da  ferner  v sowohl  für  x — 0 , als  für  x = A verschwinden  soll , so  muss 
u dieselbe  Eigenschaft  besitzen;  für  t — 0 wird  ti  = v = v0  = v(x). 
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leitet  werden,  weil  ö keine  stetig  veränderliche  Grösse  mehr  ist, 
wohl  aber  darf  man  eine  unendliche  Reihe  bilden,  deren  einzelne 
Glieder  die  verschiedenen  fiir  n ==  1 , 2 , 3 . . . entstehenden  parti- 
kulären Integrale  sind.  Nehmen  wir  zur  Abkürzung : 

*( x)*  = x’ 

so  ist  das  allgemeine  Integral: 


— n * — 1 *xt 


13)  u=C1  e 


7t  x 


St) 


e 


— 2 *xt 


2 7t  x 


Lsin- 


3 7t  x 


^ stn  j-—- **xt — ^ 


Für  t =r  0 soll  m in  <p  (x)  übergehen , die  bis  jetzt  noch  willkür- 
lichen Constanten  C\ , Gj , Cg  etc.  müssen  daher  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Gleichung: 

, x ^ ^ . %7tx  , „ . 3jtj:  , 

(p  (x)  = Q stn  ~ — |-  G*  stn  — 1 - Cz  sin  — 

stattfindet.  Der  Vergleich  mit  den  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  lie- 
fert diese  Bestimmung  augenblicklich;  es  ist  nämlich: 

k 


i4)  a 

und  damit  die 


n 


, 2 r . TiTt^ 

n = ~J-J  9»  0fr)  «»  ~ X“ 


Ifll 


indig  gelöst*). 


*)  Der  vorigen  Note  zufolge  ist  die  Temperatur  v durch  die  Formel  be- 
stimmt: 


—mt  — Vxt  -Hin  ! 28xt  . ll£  , 

v =■  e i Cj  e stn  . (7*  e stn  ^ -j- 

..  ’V  * 


}• 


Da  Exponenzialgrössen  mit  quadratischen  Exponenten  an  sich  schon  sehr 
rasch  abnehmen,  so  kann  man  für  ein  einigermassen  grosses  i die  Reihe 
auf  ihr  erstes  Glied  beschränken,  also:,  \>-*A 

„ _ r — Cm+ie^  . M 

Jw*  . * .v * , * • . 

setzen.  Daraus  folgt  ein  interessantes  Gesetz.  Für  drei  Punkte  in  den  Ent- 
fernungen £ — « , £,  £ -f-  a mit  den  Temperaturen  v, , , vg  ergiebt  sich 

nämlich : 

1 &-±  ”>)  = co»  32 


X ’ 


es  steht  also  das  arithmetische  Mittel  der  Temperaturen  zweier  Punkte  zu 
der  Temperatur  des  mittleren  Punktes  in  einem  Verhältnisse,  welches  nur 
von  der  gegenseitigen  Entfernung  dieser  Punkte  abhängig  ist,  mithin  für 
verschiedene  £ und  gleiche  u dasselbe  bleibt.  Die  Erfahrung  hat  dieses  Ge- 
setz bestätigt. 
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§.  119. 
Schluss. 


Als  letztes  Beispiel  diene  die  Bestimmung  derjenigen  Funk- 
tion y zweier  Variabelen  x und  t,  welche  erstens  der  partiellen  Dif- 
ferenzialgleichung : 


1) 


2l  = %P2i 

3 t2  3 a?2 


genügt,  die  zweitens  für  t = 0 in  die  gegebene  Funktion  cp  (x) 
übergeht,  und  welche  endlich  noch  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  ihr 

partiell  nach  t genommener  Differenzialquotient  für  t =.  0 zu 


einer  gleichfalls  vorgeschriebenen  Funktion  ip(x)  wird*). 

Vermöge  der  Identität  der  obigen  Differenzialgleichung  mit 
der  unter  Nro.  6)  in  §.  117  betrachteten  Gleichung  würde  y,  wenn 
es  nur  an  die  Bedingung  1)  gebunden  wäre,  von  der  Form: 

2)  y = & (x  -(-  x t)  -(-  W (x  — x t) 


*)  Die  Bewegung  schwingender  Saiten  geschieht  in  Uebereinstimmung 
mit  den  obigen  Bedingungen,  wie  man  auf  folgende  Weise  sehen  kann. 
Zwischen  zwei  festen  Punkten  A und  B ist  eine  »Saite  ausgespannt,  deren 
Lange  AB  = X und  deren  Gewicht  p sein  möge;  durch  irgend  welche 
Mittel  hat  man  sie  aus  ihrer  natürlichen  geradlinigen  Lage  heraus  in  die 
Form  einer  durch  die  Gleichung  y0  = (p{x ) dargestellten  Curve  gebracht, 
jedem  ihrer  Punkte  eine  Anfangsgeschwindigkeit  ertheilt  und  sie  darauf  sich 
selbst  überlassen.  Am  Ende  der  Zeit  t mögen  AM  = x und  MP  = y 

(Fig.  G4)  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes der  Saite  bezeichnen,  indem  sich 
derselbe  von  seiner  anfänglichen  La- 
ge P0  nach  P bewegt  hat;  ferner 
sei  Are  AP  = s,  MM 1 = dx,  PP1 
3s 

= ds  — ~ — dx , mithin  die  Masse 

OX 

des  Elementes  PP*  gleich  ds, 
wo  g die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet.  Nach  bekannten  dynami- 

32y 

sehen  Prinzipien  ist  die  eine  Masse  M bewegende  Kraft  = M also  im 


Fig.  G4. 


p 3 s 32  y 

vorliegenden  Fall  = yy  yy  dx  y ^ ; sie  muss  den  Kräften  gleich  sein, 
welche  aus  der  Verbindung  des  Elementes  PP1  mit  den  übrigen  Theilen  der 
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sein,  wo  und  *P  zwei  willkürliche  Funktionen  bezeichnen;  zu- 
gleich ist: 

3)  = je{®'04-x«)  _ W(x—xt)}. 

Um  die  Funktionen  und  den  weiteren  Bedingungen  der  Auf- 
gabe anzupassen,  setzen  wir  in  den  Gleichungen  2)  und  3)  t ==  0, 

indem  wir  beachten,  dass  in  diesem  Falle  y in  <p  (x)  und  — inrl>(x) 

3 t 

übergeht;  es  wird  so: 


Saite  herrühren.  Nennen  wir  Q und  Q,  = Q + dx  die  in  den  Punk- 

ten  P und  P'  nach  den  Richtungen  der  Tangenten  an  der  Curve  wirkenden 
Spannungen,  so  wird  das  Element  PP'  einerseits  von  der  Vertikalcompo- 
nente  der  Kraft  Q herab-,  andererseits  von  der  Vertikalcomponente  der 
Spannung  Q,  hinaufgetrieben  und  es  steht  folglich  PP1  unter  der  Einwir- 
kung der  beiden  entgegengesetzt  wirkenden  Kräfte : 


Q 


7)y 


und 


Q + 


dx 


? s ~ ^ Dx 

Die  Differenz  derselben  giebt  die  bewegende  Kraft  und  es  ist  daher : 

gX  Dx  Dt2 


Ds 


> 


D x 


Um  diese  Differenzialgleichung  zu  vereinfachen,  nehmen  wir  an,  dass  sich 
die  Saite  nur  wenig  von  der  geradlinigen  Form  entferne  mithin,  Dx  für  7)s 
genommen  und  Q als  constant  angesehen  werden  kann.  Dies  giebt: 

-ü-  Ha  — q Ü2.  ^ üi 

gX  it*  ^ 5*2  <Kler  3t2  — x 3*2’ 

wobei  zur  Abkürzung  * 


=V 


gesetzt  worden  ist.  Die  entwickelte  Differenzialgleichung  muss  nun  so  in- 
tegrirt  werden,  dass  für  t = 0 der  ursprüngliche  Zustand  der  Saite  zum 
V orschein  kommt , d.  h.  y in  y,}  = (p  ( x ) übergeht,  und  dass  ferner  die  am 

Ende  der  Zeit  t vorhandene  Geschwindigkeit  yy  des  Punktes  P für  t = 0 

zu  der  Anfangsgeschwindigkeit  wird,  welche  P„  erhalten  hat.  Heisst  dieselbe 
vn  und  betrachtet  man  sie  als  verschieden  für  verschiedene  Punkte  der  Saite, 
so  ist  v0  gleich  einer  gegebenen  Funktion  (x)  der  Abscisse.  Endlich  müssen 
die  Endpunkte  A und  B der  Saite  fest  bleiben , und  daraus  folgt , dass  für 

' c )y 

x — 0 und  für  x — Ä immer  y = 0 und  yy  = 0 werden  muss,  was  auch 
t sein  möge. 
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^O) 


x 


= <P'  (.r)  — W1  (x) ; 


aus  der  zweiten  Gleichung  folgt  durch  Multiplikation  mit  dx  und 
Integration:  „ 


t/' 


if>  (x)  d x = (x)  — 3*  (#),  - 

und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  verbindet,  so  erhält 
man  <?>(x)  und  ^O),  nämlich: 

’ #(£)  = | { cp  O)  -(-  i\>{x)dv  }, 

3*»  = | {<?  O) j-jf  4>(x)dx}. 

Um  die  willkürliche  Constante  der  Integration  sichtbar  zu  machen, 

schreiben  wir  statt  der  vorigen  Gleichungen  die  folgenden : 

> x 

<& (#)  = \ { cp  (#)  -j~ C -4 — ~ J* }, 

o 

x 

W(x)  = — *(&)<**  }, 

o 

Lassen  wir  in  der  ersten  Formel  x - xt,  in  der  zweiten  x — xt 
an  die  Stelle  von  x treten,  wobei  sich  C nicht  ändert,  so  ergeben 
sich  <&(x-{-xf)  und  *F(x — xt),  und  das  gesuchte  Integral  ist  zu- 
folge von  Nro.  2)  und  nach  einer  kleinen  Reduktion : 

x-\-xt 

4)  y = ä[9>O+*0+<pO  — *0]  +4t/',W)<^; 

x—xt 

seine  Richtigkeit  könnte  auch  leicht  a posteriori  bestätigt  werden. 

Wir  wollen  noch  die  Modifikation  untersuchen,  welche  die  vor- 
stehende Auflösung  in  dem  Falle  erleidet,  wo  man  die  zwei  neuen 

5 y 

Bedingungen  hinzufügt,  dass  y sowohl  als  --für  jedes  Jverschwin- 

Ü L 

den  sollen,  wenn  x = 0 und  wenn  x — X ist,  während  zugleich  x 
auf  das  Intervall  Obis  X beschränkt  bleiben  möge.  Damit  für  #=0 
der  obengefundene  Werth  von  u verschwinde,  muss  cp  (x  t)4“  cp(—  Kt) 
= 0,  d.  h.  cp(—  £)  = — <p(i ;)  sein,  ferner: 

xt 


I 

—xt 


ip  (#)  d & = 0, 


mithin  — f)  ==  — ^>(|).  Aus  der  Bedingung,  dass  fiir  x =r  X 
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gleichfalls  w = 0 werde,  erhält  man  auf  ähnliche  Weise  (p{X  — £) 
= — qp  (A  -f-  £)  und  ip  (A  — |)  = — ^ (A  -j-  |).  Dieselben  Bedin- 

3 y 

gungen  finden  sich  wieder , wenn  für  x = 0 und  für  x — X ver- 
schwinden soll.  Besitzen  nun  die  Funktionen  qp  (a?)  und  ip  (x)  von 
Hause  aus  die  entwickelten  nöthigen  Eigenschaften , so  ist  die  For- 
mel 4)  ohne  Weiteres  brauchbar;  findet  aber  der  genannte  günstige 
Umstand  nicht  statt,  so  kommt  es  darauf  an,  in  der  Formel  4)  statt 
(p  ( x ) und  ip  (#)  ein  paar  andere  Funktionen  qpj  ( x ) und  ipi  ( x ) zu 
setzen,  welche  für  X x 0 mit  jenen  identisch  sind,  ausserdem 
aber  jene  Eigenschaften  besitzen.  Die  Auflösung  bestände  dann  in 
folgender  Gleichung: 

Z+*t  r 

5)  y — 5 [<Pi  O-f- x 0 “I-  fi  O — *0]  “h  TJ^  0®)  dfr. 


X — *t 


und  darin  muss  sein: 
9i0)=90)] 


* . ♦ 


9>i  (—•*>=  — tpl  O),  cpl  (X—x)=  - 9?!  (A-f-.r), 
►für  X^>  a?^>0, 

ti  (a?)=^(a?))  (— *0=  — O),  (X—x)= — xp1  ß+x). 

Den  Bedingungen , welchen  die  Funktionen  qpj  ( x ) und  ipi  (#)  unter- 
worfen sind,  genügen  folgende  Gleichungen: 

7t  x 


9iO) 


«) 


A 


. , . . inx  . 3 nx 

= Ai  sin  — -f-  A2  sin  — - A3  sin  — j— 

n = —J  <p(&)sin-j-d&, 


7) 


_ x _ . 7t  X , _ . %7tX  . _ .3## 

ipi  (x)  = ,0!  sm  — -j-  i?2  sm  — f-  -ß3  sw  — 

A 

Bn  — ip(fr)sin^j^dft, 


wie  man  mittelst  der  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  augenblicklich 

übersieht;  man  findet  vermöge  dieser  Substitutionen  aus  Nro.  5): 

. . 7t X XTtt  . . 2 7t  x 2 XTtt 

8)  y = Ai  sin  — cos  -j~ -f-  A 2 8m~~J 


cos 


_L 

i • • • • 


l A )i  ri  7t  X . XTtt  \ Yry  2 71 


2 7t  X . . 2 X 7t  t , ) 

Slti  « | ••••&• 


Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  unmittelbar  auf  folgendem 
Wege  erhalten.  Ein  partikuläres  Integral  der  Differenzialgleichung : 


35' 
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ist  nach  §.  117,  II: 

/O-f-xO; 

da  aber  dieser  Ausdruck  weder  für  x = 0,  noch  für  x = X ver- 
schwindet, so  lange  ß einen  reellen  Werth  hat,  so  nehmen  wir  /3  = 

fi  V — 1 und  erhalten  zwei  partikuläre  Integrale,  nämlich  den  re- 
ellen Theil  cosfi(x+xt)  und  den  imaginären  Theil  sinfi  (x^_xt). 
Zerlegt  man  den  Cosinus,  sowie  den  Sinus  und  versucht  die  ein- 
zelnen Bestandteile,  so  findet  sich,  dass  auch  die  Ausdrücke: 

ßinfix  cos  fixt  und  sin  fix  sin  fixt 
partikuläre  Integrale  der  obigen  Differenzialgleichung  sind,  und  um 
ihnen  die  Eigenschaft  zu  ertheilen,  dass  sie  sowohl  für  = 0 , als 

• nn 

für  = A verschwinden,  braucht  man  nur  fl  = -y-  zu  setzen,  wo 

n ganz  und  positiv  ist.  Als  weiteres  partikuläres  Integral  kann  jetzt 
der  Ausdruck : 


An  sin 


mtx 

~~X 


cos 


nxitt  . , n7tx  . 

— p Cn  sin  - sin 


nxjtt 

~T~ 


dienen,  und  es  ist  demnach  das  allgemeine  Integral: 

^ ( ä i „ • xnt\  . nx 

9)  y — Mi 008  — ^ — r Q sin  ) sm  ~y 

, ( A 'Ixjtt  . ixnt\  . 2tix 
“P  1^2  cos  ^ j—  Cg  sin  — — — \ sin  — — — 

, ( A Sx  7t  t , ^ , 3 xnt\  ; 3 7t  x 
T"  ^3  cos  — J r Q sin  — - — J sin  — — 

woraus  noch  folgt: 

3 y XTl  ( x 7t  t X7lt\  , 7t  x 

= T 


10) 


ht 


1 2xit  ( t . 2 XTtt  , _ 2 X7it\  . 2itx 

' a”*  \ — A<1  8111  — x rQ 008 — J — )sm 

\ ^ 3xitt  , „ 3 x 

+ —{-A»«»-T-+C3coS- 


7tt\  . 3 Ttx 
1 sin 


x r x 

”1  y • ■fr-'T- u1.-  ■ < 

Die  Coefficienten  A undC  müssen  jetzt  so  bestimmt  werden,  dassy  in 
3 y 

<p(x)  und  -yy  in  V'C#)  übergeht,  sobald  t = 0 gesetzt  wird;  dass 
mithin  folgende  Gleichungen  stattfinden:  ' 
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* v A . 7t  X ^ . , 2 7t  X . . , 3 7t  X . 

cp  (x)  = Al  sin  — -f-  A2  sm  — y-  + A3  sin  — — -f- . . . 

A 1 s \ si  • 3t  I a si  2 7t  X ) 0 „ ,3  7t  X , 

— ift  (x)  = (\  sm  -r-  -f-  2 C2  sm  — : f-  3 C8  sm  — z 

X7t  A A " A 

Die  Formeln  3)  und  4)  in  §.  81  liefern  diese  Bestimmung,  nämlich: 

X • . 

nTtft 


4.-1/ 


cp  ('8')  sin  — - — d 9, 


X 


2 A . m '9'  , _ 

"6»  = t J Ti* 


oder  auch: 


c-  = S'7l/ 

0 


0 


. 1A  A 1 _ 

— = — Bn, 


und  es  ist  demnach  die  in  der  Gleichung  9)  enthaltene  Auflösung 
mit  dem  unter  Nro.  8)  verzeichneten  Resultate  identisch*). 

• % * **  J > 

. vu:  * 

' Mn  +.  A * 

*)  Giebt  man  in  den  Formeln  9)  und  10)  dem*  zwei  verschiedene  Werthe, 


2* 


von  denen  der  zweite  den  ersten  um  übertrifft,  so  ist  der  Zustand  der 
Saite  im  zweiten  Falle  derselbe  wie  im  ersten;  der  Ausdruck: 

ü = 2 1 fK  . 

X \ gQ 

ist  daher  die  Dauer  einer  vollständigen  Schwingung ; sollen  n solcher  Schwin- 
gungen in  der  Zeiteinheit  stattfinden,  so  folgt  als  Schwingungszahl: 

= »VU  * , •;  .. 

woraus  sich  die  Gesetze  über  die  Schwingungsmengen  verschiedener  Saiten 
leicht  ableiten  lassen.  Auf  den  Formeln  9)  und  10)  beruht  auch  die  Erklä- 
rung der  Schwingungsknoten,  auf  die  wir  nicht  näher  eingehen  können. 


v * 


* * 


4** 


t 
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n 

n 

11 

ft 

1f 

11 

n 

11 

ii 


Seite  39  Z.  12  v.  u.  muss  der  zweite  Nenner  Sy,  der  dritte  Sr  heissen. 

42  letzte  Zeile  statt  — § rr =•  lies  4-  I T7=- 

y i " V x 

63  Z.  6 v.  o.  statt  MS  und  PS  lies  PS  und  MS. 

86  Z.  3 v.  o.  ist  hinter  „sich“  einzuschalten  * „in  manchen  Fallen“. 
111  Z.  7 v.  u.  statt  sein  lies  sei. 

116  Z.  2 v.  u.  statt  aßyd  lies  aß. 

165  Z.  4 v.  o.  statt  ~~~r  (cos u' -\-i sin u')  Mus  ~^(cosu' — isinu'.) 

170  Formel  13)  statt  cos  lies  sin. 

230  Formel  2)  statt  -| -cx*  lies  — ci*. 

285  Z.  12  v.  u.  ist  hinter  dn  einzuschalten  = 6 — a. 

307  Z.  13  v.  u.  statt  dz  lies  dz r. 
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